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∇

∇≡
𝜕

𝜕𝑥
𝒊 +

𝜕

𝜕𝑦
𝒋 +

𝜕

𝜕𝑧
𝒌

Ecuaciones de Maxwell (Electromagnetismo)

Electromagnetismo a 

baja frecuencia

Electromagnetismo a 

alta frecuencia

Electrostática Magnetismo

Magnetostática Magnetodinámica

grad(u) = ∇u ≡
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝒊 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝒋 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝒌



 

 

 

𝑑𝑖𝑣(𝑨) = ∇ ∙ 𝐀 =
𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝐴𝑧
𝜕𝑧

𝑟𝑜𝑡(𝑨) = ∇ × 𝐀 =

(

 

𝑖 𝑗 𝑘
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧)

 



𝒆 = −
𝑑𝜙

𝑑𝑡
 



 

 

 

𝒆 = ∮ 𝑬 ∙ 𝑑𝑙

𝑪

 



𝝓 = −∫
𝜕𝑩

𝜕𝑡
∙

𝑆

dS 

∮ 𝑬 ∙ 𝑑𝑙

𝑪

= −∫
𝜕𝑩

𝜕𝑡
∙

𝑆

dS 

∫ ∇ × 𝑬 ∙ 𝑑𝑆

𝑺

= −∫
𝜕𝑩

𝜕𝑡
∙

𝑆

dS 

∇ × 𝑬 = −
𝜕𝑩

𝜕𝑡
 



 

 

 

B

E

dS



l

𝐼 = ∬ 𝑱
𝑠

∙ ds

𝐼𝐷 =∬
𝜕𝑫

𝜕𝑡𝑠

∙ ds



 

 

 

∮ 𝑯

𝐶

∙ dl = ∫ (𝑱 +
𝜕𝑫

𝜕𝑡
) ∙ ds

𝑆

≠

∇ × 𝐇 = 𝐉 +
∂𝐃

∂x

∇ × 𝐇 ≠ 0

𝜕 𝜕𝑡 =⁄ 0

J

B, H
dS

e

l

e

i

= ∫  e0 EdS

= ∫  e0

S

S

EdS



 

 

 

∇ ∙ 𝐁 = 0

∭∇

𝑉

∙ 𝐁dV = ∮ 𝑩 ∙ ds = 0

𝑆

 



 

 

 

∮ 𝑫 ∙ 𝑑𝑆

𝜏

= ∫ ρ𝑣𝑑𝜏

𝜏

 

ρ𝑣

∇ ∙ 𝐃 = 𝜌𝑉 



 

 

 

Q

S

J

E

dS

V

𝛻 ∙ 𝑩 = 0

∇ ∙ (∇ × 𝑯) = ∇ ∙ 𝑱 + ∇ ∙
𝜕𝑫

𝜕𝑡



 

 

 

∇ ∙ 𝑱 = −
𝜕𝜌𝑣
𝜕𝑡

∇ ∙ 𝑱 = 0

σ

σ



 

 

 

B

H

D

E

a) b)

μ σ



 

 

 

ψ



 

 

 

𝐁 = ∇ × 𝐀

A′ = 𝐀 + ∇𝑓

∇ ∙ 𝐀 = 0



 

 

 

ψ

∇ × 𝐇 = 0



𝐇 = −∇𝜓

∇ ∙ (𝜇∇𝜓) = 0



 

 

 

𝐉 = ∇ × 𝐓

𝑻1 − 𝐓2 =
𝐼

τ

τ

∇ × (𝑬 +
𝜕𝑨

𝜕𝑥
) = 0

∇V = 𝐄 +
∂𝐀

∂x

𝐄 = −∇V



 

 

 

∇

∇

1. 𝜙(𝑟) = 0

2. 
∂𝜙(𝑟)

∂n
= 0

3. 
∂𝜙(𝑟)

∂n
+ 𝜙(𝑟) = 0



 

 

 

𝐵𝑛1 = 𝐵𝑛2 𝒏 × (
𝑩2
𝜇1
−
𝑩1
𝜇2
) = 𝑱𝑙

𝜇1𝐻𝑛1 = 𝜇2𝐻𝑛2 𝒏 × (𝑯2 −𝑯2) = 𝑱𝑙

𝐷𝑛1 − 𝐷𝑛2 = 𝜌𝑠
𝐷𝑡1
𝜀1
−
𝐷𝑡2
𝜀2

𝜀1𝐸𝑛1 − 𝜀2𝐸𝑛2 = 𝜌𝑠 𝐸𝑡1 = 𝐸𝑡2

𝐽𝑛1 − 𝐽𝑛2 = −
𝑑𝜌𝑠
𝑑𝑡

𝐽𝑡1
𝜎1
−
𝐽𝑡2
𝜎2
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𝐹𝑣(𝐸) =
1

2
∭ [

1

𝜇𝑟
(∇ × 𝐸) ∙ (∇ × 𝐸) − 𝑘0

2𝜀𝑟𝐸 ∙ 𝐸] 𝑑𝑉
𝑉

+
1

2
∬ [𝐸 ∙ (�̂� × ∇ × 𝐸)]𝑑𝑆
𝑆

+∭ 𝐸 ∙ [𝑗𝑘0𝑍0𝐽
𝑖 + ∇ × (

1

𝜇𝑟
)𝑀𝑖] 𝑑𝑉

𝑉

𝐹𝑣(𝑊) =
1

2
∭ [

1

𝜇𝑟
(∇ × 𝐸) ∙ (∇ ×𝑊) − 𝑘0

2𝜀𝑟𝐸 ∙ 𝑊]𝑑𝑉
𝑉

+
1

2
∬ [𝑊 ∙ (�̂� × ∇ × 𝐸)]𝑑𝑆
𝑆
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3 5

4
7

V1

V2

V3

V5

V4
V7

V

Dominio

Aproximación real del 

potencial eléctrico

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝛼1 + 𝛼2𝑥 + 𝛼3𝑦

𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑓1 = 𝛼1 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑦1

𝑓2 = 𝛼1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑦2 

𝑓3 = 𝛼1 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑦3 



 

 

 

𝛼1 =
1

2𝐴
(𝑎1𝑓1 + 𝑎2𝑓2 + 𝑎3𝑓3)

𝛼2 =
1

2𝐴
(𝑏1𝑓1 + 𝑏2𝑓2 + 𝑏3𝑓3) 

𝛼3 =
1

2𝐴
(𝑐1𝑓1 + 𝑐2𝑓2 + 𝑐3𝑓3) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑁1(𝑥, 𝑦)𝑓1 + 𝑁2(𝑥, 𝑦)𝑓2 + 𝑁3(𝑥, 𝑦)𝑓3

𝑁𝑖(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) = {
1 𝑖 = 𝑗
0 𝑖 ≠ 𝑗

}

𝑓(𝑥, 𝑦) =∑𝑁𝑖(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)

3

𝑖=1

𝑓𝑖



 

 

 

1(x1,y1)

2(x2,y2)

3(x3,y3)

V1=Vm(x1,y1)

V2=Vm(x2,y2)

V3=Vm(x3,y3)

Am

2(x2,y2)

1(x1,y1)

Am

A

m 2(x2,y2)

3(x3,

y3)

1(x1,y1)

V1

V2

V3

V1

V2

V3

[𝐴] ∙ [𝑥] = [𝑏]



 

 

 



 

 

 

1

2
4

3

N11

N12

N13

N14

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼1 + 𝛼2𝑥 + 𝛼3𝑦 + 𝛼4𝑧



 

 

 

𝑓1 = 𝑓(𝑥1,  𝑦1, 𝑧1) = 𝛼1 + 𝛼2𝑥1 + 𝛼3𝑦1 + 𝛼4𝑧1

𝑓2 = 𝑓(𝑥2,  𝑦2, 𝑧2) = 𝛼1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑦2 + 𝛼4𝑧2 

𝑓3 = 𝑓(𝑥3,  𝑦3, 𝑧3) = 𝛼1 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼3𝑦3 + 𝛼3𝑧3 

𝑓4 = 𝑓(𝑥4,  𝑦4, 𝑧4) = 𝛼1 + 𝛼2𝑥4 + 𝛼3𝑦4 + 𝛼4𝑧4

𝛼1 =
1

6𝑉
(𝑎1𝑓1 + 𝑎2𝑓2 + 𝑎3𝑓3 + 𝑎4𝑓4)

𝛼2 =
1

6𝑉
(𝑏1𝑓1 + 𝑏2𝑓2 + 𝑏3𝑓3 + 𝑏4𝑓4) 

𝛼3 =
1

6𝑉
(𝑐1𝑓1 + 𝑐2𝑓2 + 𝑐3𝑓3 + 𝑐4𝑓4) 

𝛼4 =
1

6𝑉
(𝑑1𝑓1 + 𝑑2𝑓2 + 𝑑3𝑓3 + 𝑑4𝑓4)

𝑎1 = [

𝑥2 𝑦2 𝑧2
𝑥3 𝑦3 𝑧3
𝑥4 𝑦4 𝑧4

]

𝑏1 = [

1 𝑦2 𝑧2
1 𝑦3 𝑧3
1 𝑦4 𝑧4

] 

𝑐1 = [

1 𝑥2 𝑧2
1 𝑥3 𝑧3
1 𝑥4 𝑧4

] 



 

 

 

𝑑1 = [

1 𝑥2 𝑦2
1 𝑥3 𝑦3
1 𝑥4 𝑦4

]

6𝑉 = [

1 𝑥1 𝑦1 𝑧1
1 𝑥2 𝑦2 𝑧2
1 𝑥3 𝑦3 𝑧3
1 𝑥4 𝑦4 𝑧4

]

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑁1(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑓1 + 𝑁2(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑓2 + 𝑁3(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑓3 + 𝑁4(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑓4

𝑁𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

6𝑉
(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑥 + 𝑐𝑖𝑦 + 𝑑𝑖𝑧)             𝑖 = 1, 2, 3

𝑁𝑖(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 , 𝑧𝑖) = {
1 𝑖 = 𝑗
0 𝑖 ≠ 𝑗

}

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) =∑𝑁𝑖(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 , 𝑧𝑖)

3

𝑖=1

𝑓𝑖



 

 

 

i

P

Ni(x,y,z)=Vi / V i=1,2,3,4

 

• 

• 

 

  



 

 

 

 

Región no permeable

Región conductora
Región permeable 

no conductora

     

0

0

1

2

Js

S1

Js


M0

▪ 

• 

• 

• 

▪ 

▪ 

Ω0 Ω1 Ω2



 

 

 

∇ × 𝑯 = J𝑠 ∇ ∙ 𝑩 = 0

𝑯 = 𝑯𝑔 − ∇𝜙𝑔

∇ ∙ 𝜇∇𝜙𝑔 − ∇ ∙ 𝜇𝑯𝑔 − ∇ ∙ 𝜇0𝑴0 = 0 

𝑯𝑔

∇𝜙𝑔

𝑯𝑔

𝑯𝑠

𝑯𝑠 =
1

4π
∫
𝑱𝑠 × 𝒓

𝒓3
𝑑𝑉

𝑉

𝑱𝑠

𝑯𝑠 =
1

4π
∫
𝑱𝑠
𝒓
𝑑𝐴

𝑆



 

 

 

𝜇 = 𝜇0

𝑯𝑔 = 𝑯𝑠

Ω0 Ω1

≠

𝜇 ≠ 𝜇0

𝑯𝑔 = 𝑯𝑠 Ω0 Ω1

𝒏 × 𝑯𝑔 = 0

Ω1

𝑯1

𝑯1 = 0 Ω0

𝑯0 = 𝑯𝑠 − ∇𝜙𝑔



 

 

 

𝑯𝑔 = 0 Ω1

𝑯𝑔 = 𝑯0 Ω0

𝑯1 = −∇𝜙𝑔                         𝑒𝑛 Ω1 

𝑯0 = 𝑯𝑔 − 𝛻𝜙𝑔                 𝑒𝑛 Ω0 

𝑱𝑠 ≠ 0

𝜇 ≠ 𝜇0

 Ω1 𝑯𝑔 = 𝑯𝑠

𝒏 ∙ [𝜇] ∙ (𝑯𝑔 − 𝛻𝜙𝑔) = 0 S1

𝑯1 = 𝑯𝑠 − 𝛻𝜙𝑔     

 Ω0 𝑯𝑔 =

𝑯𝑠 𝒏 × 𝑯𝑔 = 𝒏 ×𝑯1

𝜙𝑔

Ω0

𝑯0 = 𝑯𝑠 − 𝛻𝜙𝑔 



 

 

 

 

𝑯𝑔 = 𝑯1 Ω1 𝑯𝑔 = 𝑯0 Ω0

𝑬 = −
𝜕𝑨

𝜕𝑡
− ∇V 

∇ ∙ (−𝜎
𝜕𝑨

𝜕𝑡
− σ∇V + ν × σ∇ × 𝐀) 



 

 

 

∇ × ν∇ × A − ∇ν𝑒∇ ∙ 𝑨 = 𝑱𝑠 + ∇ ×
1

ν0
ν𝑴0 

ν𝑒 =
1

3
𝑡𝑟[ν] =

1

3
(ν(1.1) + ν(2.2) + ν(3.3))

∇ × 𝑬 = 0 ∇ × 𝑫 = 𝜌

𝜌

e

𝑫 = 𝜀 ∙ 𝑬 

𝑬𝑡1 − 𝑬𝑡2 = 0 



 

 

 

𝑫𝑛1 −𝑫𝑛2 = 0 

𝑬 = −∇𝑉

−∇ ∙ 𝜀∇V = 𝜌 



[𝑲𝑚] = [𝑲𝐿] + [𝑲𝑁] 

[𝑲𝐿] = ∫ (∇𝑵𝑇)
𝑉

∙ [𝝁](∇𝑵𝑇)𝑇𝑑𝑉 

[𝑲𝑁] = ∫
𝑑𝜇ℎ
𝑑|𝑯|𝑉

(𝑯𝑇∇𝑵𝑇) ∙ (𝑯𝑇∇𝑵𝑇)
𝑑𝑉

|𝑯|
 



 

 

 

𝐉𝑖 = ∫ (∇𝑵𝑇)𝑇

𝑉

∙ [𝝁](𝐇𝑔 + 𝐇𝑐)dV 

𝜙 = 𝑁𝑇𝜙𝑒



𝑑𝜇ℎ

𝑑|𝑯|




𝑑𝜇ℎ

𝑑𝑯

[𝝁] ∙ 𝐇𝑐 = 𝜇0𝑴0 

[𝑲𝑚]𝜙𝑒 = 𝑱𝑖  

[𝑪]
𝑑

𝑑𝑡
𝐮 + [𝐊]𝐮 = 𝑱𝑖 



 

 

 

𝐮 = [
𝑨𝑒
𝒗𝑒
] 

 𝑨𝑒 𝒗𝑒

𝑣𝑒𝑒 = ∫𝑉𝑑𝑡

[𝐊] = [
[𝑲𝐴] 0

[𝑲𝐵] 0
] 

[𝑲𝐴] = [𝑲𝐿] + [𝑲𝑁] + [𝑲𝐺] 

[𝑲𝐿] = ∫ (∇ × [𝑵𝐴]
𝑇)𝑇

𝑉

[𝒗](∇ × [𝑵𝐴]
𝑇 − [𝑵𝐴][𝜎](𝐯 × ∇ × [𝑵𝐴]

𝑇))dV 

[𝑲𝐺] = ∫ (∇ ∙ [𝑵𝐴]
𝑇)𝑇

𝑉

[𝝁](∇ ∙ [𝑵𝐴]
𝑇)dV 

[𝑲𝑁] = 2∫
𝑑𝑣ℎ
𝑑|𝐵2|

(𝑩𝑇(𝛻 × [𝑵𝐴]
𝑇))

𝑇

𝑉

(𝑩𝑇(𝛻 × [𝑵𝐴]
𝑇))

𝑇
𝑑𝑉 

[𝑲𝐵] = −∫ (𝛻 ∙ [𝑵]𝑇)𝑇

𝑉

[𝝈](𝐯 × 𝛻 × [𝑵𝐴]
𝑇)𝑑𝑉 

[𝐂] = [
[𝐶𝐴] [𝐶𝐴𝐵]

[𝐶𝐴𝐵]𝑇 [𝐶𝐵]
] 

[𝐶𝐴] = ∫ [𝑵𝐴][𝝈]
𝑉

[𝑵𝐴]
𝑇𝑑𝑉 

[𝐶𝐴𝐵] = ∫ [𝑵𝐴][𝝈]
𝑉

∇𝑵𝑇𝑑𝑉 

[𝐶𝐵] = ∫ (∇𝑵𝑇)𝑇

𝑉

[𝛔]∇𝑵𝑇𝑑𝑉 



 

 

 

𝐉𝑖 = [
𝑱𝐴

𝑰𝑡
] 

𝑱𝐴 = 𝑱𝑆 + 𝑱𝑀 

𝑱𝑆 = ∫ 𝑱𝑆[𝑵𝐴]
𝑇

𝑉

𝑑𝑉 

𝑱𝑀 = ∫ (∇ × [𝑵𝐴]
𝑇)𝑇

𝑉

𝑯𝐶𝑑𝑉 

𝑰𝑡 = ∫ 𝑱𝑡[𝑵𝐴]
𝑇

𝑉

𝑑𝑉 

 𝑵𝐴

𝑵

𝑑𝑣ℎ

𝑑|𝐵2|


𝑯𝐶 =
1

𝒗0
[𝒗][𝑴0]

 



 

 

 

[𝑲𝑒
𝑃]𝑽𝑒 = 𝑸𝑒 

[𝑲𝑒
𝑃] = ∫ (∇ ∙ 𝑵𝑇)𝑇[𝜀]

𝑉

(∇ ∙ 𝑵𝑇)𝑑𝑉 

𝑸𝑒 = 𝑸𝑒
𝑉 + 𝑸𝑒

𝑆 

𝑸𝑒
𝑉 = ∫ 𝝆𝑵𝑇

𝑉

𝑑𝑉 

𝑸𝑒
𝑆 = ∫ 𝝆𝑆𝑵

𝑇

𝑆

𝑑𝑆 

𝑵 𝑉 = 𝑵𝑇𝑽𝑒 𝝆

𝝆𝑆



 

 

 



𝑯𝛼 = −∇𝑵
𝑇𝜙𝑔 

𝑯 = 𝑯𝑔 +𝑯𝛼 

𝑩 = [𝝁]𝐇 

𝑩 = ∇ × [𝐍𝐴]
𝑇𝑨𝑒 

 𝐍𝐴 𝑨𝑒

𝑯 = [𝝂]𝑇𝑩 



 

 

 

𝑱𝑡 = 𝑱𝑒 + 𝑱𝑆 + 𝑱𝑉 

𝑱𝑒 = −[𝝈]
𝜕𝑨

𝜕𝑡
= −[𝝈]

1

𝑛
∑[𝑵𝐴]

𝑇

𝑛

𝑖=1

𝑨�̇� 

𝑱𝑠 = −[𝝈]∇𝑉 = −[𝝈]
1

𝑛
∑∇𝐍𝑇
𝑛

𝑖=1

𝑉𝑒 

𝑱𝑉 = 𝒗 × 𝑩 

𝑱𝑒

𝑱𝑆

𝑱𝑉

𝑉𝑒

𝒗  





 

 

 

 

▪ 

▪ 

 

▪ 

▪ 

▪ 



 

 

 

 

▪ 

▪ 

▪ 

▪ 

 

▪ 

▪ 

▪ 

 

▪ 

▪ 

▪ 

 

▪ 

▪ 

 

▪ 



 

 

 

▪ 

▪ 

▪ 

MÁQUINAS ELÉCTRICAS

CA CD

ASÍNCRONA SÍNCRONA

SIN ESCOBILLAS CD

ONDA SENOIDAL

PASOS RELUCTANCIA

HISTÉRESIS

POLIFÁSICO

MONOFÁSICO
ROTOR 

DEVANADO

JAULA DE 

ARDILLA CAPACITOR POLO 

SOMBREADO

HIBRIDA IMÁN 

PERMANENTE

RELUCTANCIA 

VARIABLE

SÍNCRONO DE 

RELUCTANCIA

RELUCTANCIA 

DE SWITCHEO

CONMUTADOR HOMOPOLAR

IMÁN 

PERMANENTE

DEVANADO DE 

CAMPO

DERIVACIÓN

COMPUESTO

SERIE

UNIVERSAL

 

 

 



 

 

 



 

 

 

▪ 

▪ 

▪ 

▪ 

▪ 

▪ 

▪ 



 

 

 



 

 

 

Imanes 

SmCo

Imanes 

Ferrita

44%

Máquina

AC

Máquina

CD

𝐵 = 𝜇𝐻 = 𝜇0𝜇𝑟𝐻

𝜇0

 𝜇𝑟



 

 

 

𝐵 = 𝜇𝐻 = 𝜇0𝜇𝑟𝐻 = 𝜇0(𝐻 +𝑀) = 𝜇0𝐻 + 𝐵𝑖

𝐵𝑖 = 𝐵 − 𝜇0𝐻

 𝜇0𝐻 𝐵𝑖

𝜒𝑚

𝜇𝑟 = (1 + 𝜒𝑚)

𝐵 = 𝜇0𝜇𝑟𝐻 = 𝜇0(1 + 𝜒𝑚)𝐻

• 

𝜒𝑚 <

0



 

 

 

• 

𝜒𝑚 > 0

𝜒𝑚



 

 

 

Ferromagnético

M

H

Paramagnético

M

H

Diamagnético

M

H

• 

• 

• 



 

 

 

Intrínseca

Normal

BHmax

real

ideal

Br

-Hc-Hci



 

 

 

B

Br

|(BH)PMmax|

|(BH)PM|-HcB H



 

 

 

▪ 

▪ 

▪ 

H, KA/m

0.5

1.0

-0.5

B

B, J/T

Js

-500-1500

J

H, KA/m
+1500-500-1500

Js

J

HcJ

J

HcB

Br

B

+500

0.5

1.0

-0.5

B, J/T



 

 

 

▪ 𝐵𝑖 =

𝑓(𝐻) 𝐵𝑖 = 𝐵 − 𝜇0𝐻

𝐵𝑖 = 𝐵𝑟

▪ 𝐻𝑐𝑖

𝐵𝑖

𝐵𝑖 = 𝑓(𝐻) 𝐻𝑐𝑖 > 𝐻𝑐

▪ 𝜇𝑟𝑒𝑐

▪ 

 



 

 

 



 

 

 

𝐴 =
𝐴𝑚𝑝𝑒𝑟𝑒𝑠 − 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑢𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙

𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑛𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒ℎ𝑖𝑒𝑟𝑟𝑜
=
2𝑚𝑇𝑝ℎ𝐼

𝜋𝐷
     𝐴/𝑚 

𝑇𝑝ℎ

𝜑1 = 𝐵 ×
𝜋𝐷𝐿𝑠𝑡𝑘
2𝑝

Weber 

𝐿𝑠𝑡𝑘

𝐸 =
2𝜋

√2
𝑘𝑤1𝑇𝑝ℎ𝜑1𝑓 

𝑘𝑤1

𝑁𝑝 =
120𝑓

𝑛
 



 

 

 

𝜃𝑠 = 
2𝜋

𝑁𝑠
 

𝑁𝑠

𝜃𝑝 = 
2𝜋

𝑝
 

𝐿𝑖 = 𝐿𝐾𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘

𝐾𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘

𝜏𝑠 =
𝜋𝐷

𝑁𝑝
 

𝜏𝑟 = 𝜏𝑠(0.75)



 

 

 

𝐴𝑝𝑟 = 𝜏𝑟 ∙ 𝐿𝑖

𝑊𝑡𝑠 =
𝑁𝑝𝐵𝐴𝑝𝑟
𝑁𝑠𝐿𝑖𝐵𝑡𝑠

 

𝐷𝑟 = 𝐷 − 2𝑙𝑔

𝑌𝑠 =
𝜑

2𝐿𝑖 ∙ 𝐵𝑡𝑠
  



 

 

 

 



 

 

 



 

 

 

𝜕 𝜕𝑧⁄

∇ × 𝜈∇ × A = 𝐉

𝜈

∬ 𝜈 [
𝜕𝑁

𝜕𝑥

𝜕𝐴

𝜕𝑥
+
𝜕𝑁

𝜕𝑦

𝜕𝐴

𝜕𝑦
] 𝑑𝑥 𝑑𝑦

Ω

−∬ 𝐽𝑁 𝑑𝑥 𝑑𝑦
Ω

−∮ 𝜈𝑁
𝐶

𝜕𝐴

𝜕�̂�
𝑑𝐶 = 0 

�̂�



 

 

 

(
𝑆11 𝑆12
𝑆21 𝑆22

) {
𝐴1
𝐴2
} + {

0
𝑅
} = {

𝐹1
𝐹2
} 

𝑅 = {𝑅1, 𝑅2, … , 𝑅𝑁𝐵} 

𝑅𝑗 = ∮ −𝑁𝑗
𝐶

𝐻𝜃𝑑𝐶 

𝐻𝜃



 

 

 

B()
B1



 

 

 

𝑩𝑰 = 𝜇0𝐇𝑰 

𝑩𝑰𝑰 = 𝜇0𝜇𝑟𝐇𝑰𝑰 + 𝜇0𝐌 

𝐌 =
𝑩𝑟
𝜇0

 

𝑴 = 𝑀𝒓𝒂𝑟 +𝑀𝜃𝒂𝜃 



𝑀𝑟 = ∑ 𝑀𝑟𝑛𝑐𝑜𝑠(𝑛𝑝𝜃)

∞

𝑛=1,3,5…

 

𝑀𝜃 = ∑ 𝑀𝜃𝑛𝑠𝑒𝑛(𝑛𝑝𝜃)

∞

𝑛=1,3,5…

 



 

 

 



𝑀𝑟𝑛 =
𝑩𝑟
𝜇0

4

𝑛𝑝
sen

𝑛𝜋𝛼𝑝
2

 

𝑀𝜃𝑛 = 0 



𝑀𝑟𝑛 =
𝑩𝑟
𝜇0
𝛼𝑝(𝐴1𝑛 + 𝐴2𝑛) 

𝑀𝜃𝑛 =
𝑩𝑟
𝜇0
𝛼𝑝(𝐴1𝑛 − 𝐴2𝑛) 

𝐴1𝑛 =
𝑠𝑒𝑛 [(𝑛𝑝 + 1)𝛼𝑝

𝜋
2𝑝
]

(𝑛𝑝 + 1)𝛼𝑝
𝜋
2𝑝

 

𝐴2𝑛 = 1  

𝑛𝑝 = 1

𝐴1𝑛 =
𝑠𝑒𝑛 [(𝑛𝑝 − 1)𝛼𝑝

𝜋
2𝑝
]

(𝑛𝑝 − 1)𝛼𝑝
𝜋
2𝑝

 

𝑛𝑝 ≠ 1



 

 

 

𝜕2𝜓𝐼
𝜕𝑟2

+
1

𝑟

𝜕𝜓𝐼
𝜕𝑟

+
1

𝑟2
𝜕2𝜓𝐼
𝜕𝜃2

= 0 

∇𝑴 =
1

𝑟
𝑀𝑟 +

𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑟
+
1

𝑟

𝜕𝑀𝜃

𝜕𝜃
= ∑

1

𝑟

∞

𝑛=1,3,5…

𝑀𝑛cos(𝑛𝑝𝜃) 

𝑀𝑛 = 𝑀𝑟𝑛 + 𝑛𝑝𝑀𝜃𝑛

𝜕2𝜓𝐼𝐼
𝜕𝑟2

+
1

𝑟

𝜕𝜓𝐼𝐼
𝜕𝑟

+
1

𝑟2
𝜕2𝜓𝐼𝐼
𝜕𝜃2

=
1

𝜇𝑟
∑

1

𝑟

∞

𝑛=1,3,5…

𝑀𝑛cos(𝑛𝑝𝜃) 

𝑯 = −∇𝜓 = −
𝜕𝜓

𝜕𝑟
𝒂𝑟 −

1

𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝜃
𝒂𝜃 

𝜓 

𝐻𝑟 = −
𝜕𝜓

𝜕𝑟
 

𝐻𝜃 = −
1

𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝜃
 



 

 

 

𝑛𝑝 ≠ 1 𝑛𝑝 = 1

𝑛𝑝 ≠ 1

𝐵𝑟𝐼(𝑟, 𝜃)

= ∑
𝜇0𝑀𝑟

𝜇𝑟

∞

𝑛=1,3,5…

𝑛𝑝

(𝑛𝑝)2 − 1
[(
𝑟

𝑅𝑠
)
𝑛𝑝−1

(
𝑅𝑚
𝑅𝑠
)
𝑛𝑝+1

+ (
𝑅𝑚
𝑟
)
𝑛𝑝+1

] {
(𝐴3𝑛 − 1) + 2 (

𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
𝑛𝑝+1

− (𝐴3𝑛 + 1) (
𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
2𝑛𝑝

𝜇𝑟 + 1
𝜇𝑟

[1 − (
𝑅𝑟
𝑅𝑠
)
2𝑛𝑝

] −
𝜇𝑟 − 1
𝜇𝑟

[(
𝑅𝑚
𝑅𝑠
)
2𝑛𝑝

− (
𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
2𝑛𝑝

]

} cos(𝑛𝑝𝜃) 

𝐵𝜃𝐼(𝑟, 𝜃)

= ∑
𝜇0𝑀𝑛

𝜇𝑟

∞

𝑛=1,3,5…

𝑛𝑝

(𝑛𝑝)2 − 1
[−(

𝑟

𝑅𝑠
)
𝑛𝑝−1

(
𝑅𝑚
𝑅𝑠
)
𝑛𝑝+1

+ (
𝑅𝑚
𝑟
)
𝑛𝑝+1

] {
(𝐴3𝑛 − 1) + 2 (

𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
𝑛𝑝+1

− (𝐴3𝑛 + 1) (
𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
2𝑛𝑝

𝜇𝑟 + 1
𝜇𝑟

[1 − (
𝑅𝑟
𝑅𝑠
)
2𝑛𝑝

] −
𝜇𝑟 − 1
𝜇𝑟

[(
𝑅𝑚
𝑅𝑠
)
2𝑛𝑝

− (
𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
2𝑛𝑝

]

} 𝑠𝑒𝑛(𝑛𝑝𝜃) 

𝐵𝑟𝐼𝐼(𝑟, 𝜃) = ∑ 𝜇0𝑀𝑛

∞

𝑛=1,3,5…

𝑛𝑝

(𝑛𝑝)2 − 1
[(
𝑟

𝑅𝑚
)
𝑛𝑝−1

+ (
𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
𝑛𝑝−1

(
𝑅𝑟
𝑟
)
𝑛𝑝+1

]



 

 

 

{
(𝐴3𝑛 −

1
𝜇𝑟
) (
𝑅𝑚
𝑅𝑠
)
2𝑛𝑝

+ (1 +
1
𝜇𝑟
) (
𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
𝑛𝑝+1

(
𝑅𝑚
𝑅𝑠
)
2𝑛𝑝

− (𝐴3𝑛 +
1
𝜇𝑟
) −

𝜇𝑟 + 1
𝜇𝑟

[1 − (
𝑅𝑟
𝑅𝑠
)
2𝑛𝑝

] −
𝜇𝑟 − 1
𝜇𝑟

[(
𝑅𝑚
𝑅𝑠
)
2𝑛𝑝

− (
𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
2𝑛𝑝

]

(1 −
1
𝜇𝑟
) (
𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
𝑛𝑝+1

𝜇𝑟 + 1
𝜇𝑟

[1 − (
𝑅𝑟
𝑅𝑠
)
2𝑛𝑝

] −
𝜇𝑟 − 1
𝜇𝑟

[(
𝑅𝑚
𝑅𝑠
)
2𝑛𝑝

− (
𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
2𝑛𝑝

]

} cos(𝑛𝑝𝜃)

+ ∑ 𝜇0𝑀𝑛

∞

𝑛=1,3,5…

𝑛𝑝

(𝑛𝑝)2 − 1
[(
𝑅𝑟
𝑟
)
𝑛𝑝+1

+ 𝐴3𝑛] cos (𝑛𝑝𝜃)

 

𝐵𝜃𝐼𝐼(𝑟, 𝜃) = ∑ −𝜇0𝑀𝑛

∞

𝑛=1,3,5…

𝑛𝑝

(𝑛𝑝)2 − 1
[(
𝑟

𝑅𝑚
)
𝑛𝑝−1

− (
𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
𝑛𝑝−1

(
𝑅𝑟
𝑟
)
𝑛𝑝+1

] 

{
(𝐴3𝑛 −

1
𝜇𝑟
) (
𝑅𝑚
𝑅𝑠
)
2𝑛𝑝

+ (1 +
1
𝜇𝑟
) (
𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
𝑛𝑝+1

(
𝑅𝑚
𝑅𝑠
)
2𝑛𝑝

− (𝐴3𝑛 +
1
𝜇𝑟
) −

𝜇𝑟 + 1
𝜇𝑟

[1 − (
𝑅𝑟
𝑅𝑠
)
2𝑛𝑝

] −
𝜇𝑟 − 1
𝜇𝑟

[(
𝑅𝑚
𝑅𝑠
)
2𝑛𝑝

− (
𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
2𝑛𝑝

]

 

(1 −
1
𝜇𝑟
) (
𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
𝑛𝑝+1

𝜇𝑟 + 1
𝜇𝑟

[1 − (
𝑅𝑟
𝑅𝑠
)
2𝑛𝑝

] −
𝜇𝑟 − 1
𝜇𝑟

[(
𝑅𝑚
𝑅𝑠
)
2𝑛𝑝

− (
𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
2𝑛𝑝

]

} 𝑠𝑒𝑛(𝑛𝑝𝜃) 

+ ∑ 𝜇0𝑀𝑛

∞

𝑛=1,3,5…

𝑛𝑝

(𝑛𝑝)2 − 1
[(
𝑅𝑟
𝑟
)
𝑛𝑝+1

+ 𝐴3𝑛] 𝑠𝑒𝑛 (𝑛𝑝𝜃) 

 



 

 

 

𝑛𝑝 = 1

𝐵𝑟𝐼(𝑟, 𝜃) =
𝜇0𝑀1
2𝜇𝑟

[1 + (
𝑅𝑠
𝑟
)
2

]

{
𝐴3𝑛 (

𝑅𝑚
𝑅𝑠
)
2

+ 𝐴3𝑛 (
𝑅𝑟
𝑅𝑠
)
2

+ (
𝑅𝑟
𝑅𝑠
)
2

ln (
𝑅𝑚
𝑅𝑟
)
2

𝜇𝑟 + 1
𝜇𝑟

[1 − (
𝑅𝑟
𝑅𝑠
)
2

] −
𝜇𝑟 − 1
𝜇𝑟

[(
𝑅𝑚
𝑅𝑠
)
2

− (
𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
2

]

} cos(𝜃) 

𝐵𝜃𝐼(𝑟, 𝜃) =
𝜇0𝑀1
2𝜇𝑟

[−1 + (
𝑅𝑠
𝑟
)
2

]

{
𝐴3𝑛 (

𝑅𝑚
𝑅𝑠
)
2

+ 𝐴3𝑛 (
𝑅𝑟
𝑅𝑠
)
2

+ (
𝑅𝑟
𝑅𝑠
)
2

ln (
𝑅𝑚
𝑅𝑟
)
2

𝜇𝑟 + 1
𝜇𝑟

[1 − (
𝑅𝑟
𝑅𝑠
)
2

] −
𝜇𝑟 − 1
𝜇𝑟

[(
𝑅𝑚
𝑅𝑠
)
2

− (
𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
2

]

} 𝑠𝑒𝑛(𝜃) 

𝐵𝑟𝐼𝐼(𝑟, 𝜃)

=
𝜇0𝑀1
2

{
 

 𝐴3𝑛 (
𝑅𝑚
𝑅𝑠
)
2

− 𝐴3𝑛 + ln (
𝑅𝑚
𝑅𝑟
) [
𝜇𝑟 + 1
𝜇𝑟

(
𝑅𝑟
𝑅𝑠
)
2

−
𝜇𝑟 − 1
𝜇𝑟

(
𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
2

]

𝜇𝑟 + 1
𝜇𝑟

[1 − (
𝑅𝑟
𝑅𝑠
)
2

] −
𝜇𝑟 − 1
𝜇𝑟

[(
𝑅𝑚
𝑅𝑠
)
2

− (
𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
2

]
}
 

 

[1 + (
𝑅𝑠
𝑟
)
2

] sen(𝜃) +
𝜇0𝑀1
2

[𝐴3𝑛 − ln (
𝑟

𝑅𝑚
) + (

𝑅𝑟
𝑟
)
2

ln (
𝑅𝑚
𝑅𝑟
)] sen(𝜃) 

𝐵𝜃𝐼𝐼(𝑟, 𝜃)

= −
𝜇0𝑀1
2

{
 

 𝐴3𝑛 (
𝑅𝑚
𝑅𝑠
)
2

− 𝐴3𝑛 + 𝑙𝑛 (
𝑅𝑚
𝑅𝑟
) [
𝜇𝑟 + 1
𝜇𝑟

(
𝑅𝑟
𝑅𝑠
)
2

−
𝜇𝑟 − 1
𝜇𝑟

(
𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
2

]

𝜇𝑟 + 1
𝜇𝑟

[1 − (
𝑅𝑟
𝑅𝑠
)
2

] −
𝜇𝑟 − 1
𝜇𝑟

[(
𝑅𝑚
𝑅𝑠
)
2

− (
𝑅𝑟
𝑅𝑚
)
2

]
}
 

 
 

[1 − (
𝑅𝑠
𝑟
)
2

] 𝑠𝑒𝑛(𝜃) −
𝜇0𝑀1

2
[−1 + 𝐴3𝑛 − 𝑙𝑛 (

𝑟

𝑅𝑚
) − (

𝑅𝑟
𝑟
)
2

𝑙𝑛 (
𝑅𝑚
𝑅𝑟
)] 𝑠𝑒𝑛(𝜃) 



 

 

 

𝑛𝑝 ≠ 1

𝐴3𝑛 =

{
 

 (𝑛𝑝 −
1

𝑛𝑝
)
𝑀𝑟𝑛

𝑀𝑛
+
1

𝑛𝑝
 

𝑛𝑝

𝑛𝑝 = 1

𝐴3𝑛 = {
2
𝑀𝑟1

𝑀1
− 1 

1

𝑩𝑑 = 𝑩𝑑
′ −

𝑆𝑢
𝑆𝑑
𝜇0𝑯𝜃 







 

 



 

 



 

 



 

 



 

 

x2

x1

y2

y1

x1, x2,   xn y1, y2,   yn

Conjunto de Pareto Frente de Pareto

Espacio de búsqueda Espacio objetivo



 

 



 

 

• 

• 

• 

• 

• 



 

 



 

 



 

 

Determinístico
Búsqueda en espacio 

de estados
Ramificación y Poda Geometría Algebraica

Probabilístico
Algoritmos 

Montecarlo

(Estocástico) Ascenso 

de colina

Algoritmos Evolutivos

Optimización aleatoria

Recocido simulado

Búsqueda tabú

Templado paralelo

Algoritmos genéticos

Programación 

evolutiva

Estrategia de 

evolución 

Programación genética

Sistema de clasificación de 

aprendizaje

Evolución diferencial

Programación genética 

estándar 

Programación genética 

guiada gramatical 

Programación genética 

lineal 

Computación 

Evolutiva

Inteligencia de 

enjambres

Computación 

Evolutiva

Computación 

Evolutiva

Búsqueda de 

armónicos

Algoritmos memeticos

Computación suave

Computación suave

Inteligencia Artificial

 



 

 

 



 

 



 

 



 

 

 

 

 



 

 

 

 

 



 

 





 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 



 

 

 

𝑃(𝐶𝑖) =
𝑓(𝐶𝑖)

∑ 𝑓(𝐶𝑖)
𝑁
𝑗=1



 

 

 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

Grupo de 

cópula

Los dos mejores 

individuos

Nueva 

población

 



 

 

 

▪ 

G1 G2 G3 G4 G5 G6 G7 G8 G1 G2 G3

g1 g2 g3 g1 g2 g3 G4 G5 G6 G7 G8g4 g5 g6 g7 g8

g4 g5 g6 g7 g8



 

 

 

G1 G2 G3 G4 G5 G6 G7 G8 G1

G2

G3

g1 g2 g3 g1

g2

g3 G4

G5

G6

G7

G8g4 g5 g6 g7 g8

g4

g5

g6

g7

g8

▪ 

𝐶1 = (𝑥1
1, 𝑥2

1, … , 𝑥𝑛
1) 𝐶2 = (𝑥1

2, 𝑥2
2, … , 𝑥𝑛

2) 

𝐶′ = (𝑥1
′ , 𝑥2

′ , … , 𝑥𝑛
′ ) 

𝑥𝑖
′ = 𝜆𝑖 ∙ 𝑥𝑖

1 + (1 − 𝜆𝑖) ∙ 𝑥𝑖
2

𝜆𝑖

• 

• 

• 

• 

• 

• 



 

 

 

 

1 0 0 1 0 0 0 0 01 0 0

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 



 

 

 

𝒙 = [𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏]
𝑻, 𝒙𝒊 ∈ 𝑹

𝑓(𝒙) = [𝑓1(𝒙), 𝑓2(𝒙), … , 𝑓𝑘(𝒙)]
𝑻



 

 

 

Evaluación
Calcule los valores 

objetivos de los 

candidatos a la solución

Asignación de Aptitud
Use los valores objetivos 

para determinar los valores 

de aptitud física 

Reproducción
Crear nuevos individuos 

desde el grupo de  

reproducción por cruza  y 

mutaciónr

Selección
Seleccione los individuos 

más aptas para la 

reproducción

Fenotipo x

Genotipo g

Población

Función objetivo fi

Población Inicial
Crear una población 

inicial de individuos al 

azar

Genotipo g

Población Pop

mutación

cruza

G
P

M



 

 

 

𝑓(𝑥),  𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑖)
𝑇

𝑝𝑐 𝑝𝑚

𝑝𝑐

𝑝𝑚



 

 

 

Inicio

Crear población aleatoria 

inicial

Evaluar aptitud para cada 

población

Conserva mejor individuo

Proceso de reproducción

Creación de nueva 

generación a través de cruza

¿Óptima o buena solución 

encontrada?

Reproduce e ignora pocas 

poblaciones

Realiza mutación

Finaliza



 

 

 

Determinación de parámetros iniciales de diseño

Utilización de Algoritmos Genéticos para obtener 
las variables optimas de diseño (Minimizar la 

función objetivo sujeta a restricciones)

Cálculo de dimensiones principales basado en 
ecuaciones de dimensionamiento para máquinas 

eléctricas.

Diseño electromagnético de núcleos de estator y 
rotor y características de devanados.

Cálculo de cantidades eléctricas, 
pérdidas y contenido armónico la 

máquina

Si se alcanza la precisión requerida, se 
guardan las variables de diseño.

Actualización de datos 

calculados

Sí no se alcanza la precisión 
requerida





∇ × 𝑬 +
∂𝐁

∂t
= ∇ × [𝑬 +

∂𝐀

∂t
] = 0

𝑬 +
∂𝐀

∂t
= −∇V

𝐉 = σ𝑬 = σ [−
∂𝐀

∂t
− ∇V]

∇ × 𝑯 = 𝑱 𝑩 =  𝜇𝑯 +

𝑩0

∇ × (
1

𝜇
∇ × 𝑨) = σ [−

∂𝐀

∂t
− ∇V] + ∇ ×

1

𝜇
𝑩0



∇ × υ∇ × 𝐀 = 𝑱𝑠 − 𝜎
∂𝐀

∂t
− 𝜎∇𝑉 + ∇ × 𝑯𝑐 + 𝜎𝑣 × ∇ × 𝑨

𝜐

∇ × υ∇ × 𝐀 = 𝑱𝑠 − 𝜎
∂𝐀

∂t
− 𝜎∇𝑉 + ∇ × 𝑯𝑐



Diseño

Tipo de 

solución

2. Fronteras

2. 

Excitaciones

Analizar
Refinar 

Mallado
Resolver

3. Operador

de Mallado

TerminaActualizar

2. Lazo de Solución

1. Modelo Paramétrico

Geometría/Materiales

2. Configurar Análisis

Configurar solución

Frecuencias, etc.

4. Resultados

Reportes 2D

Campos
Converge

Si

No



 

 

 





 

 

 







 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 

 





𝑚𝑖𝑛 𝐹(𝑥) = 𝑇𝐻𝐷(𝑉) = √
∑ |𝐵𝑛|

2∞
𝑛=2

|𝐵1|
2



 

 

 

∑ 𝛼𝑖 = 𝜃𝑝𝑜𝑙𝑜
𝑛

𝑖=1

𝐿𝑟 ∈ [𝐿𝑟,𝑚𝑖𝑛, 𝐿𝑟,𝑚𝑎𝑥]; 𝐿𝑟,𝑚𝑖𝑛 = 𝐿𝑟 ∓ 1.5𝑚𝑚, 𝐿𝑟,𝑚𝑎𝑥 = 𝐿𝑟

𝑆𝑐𝑝,𝑖 > 0

𝑥 = [𝐿𝑟 , 𝑆𝑐𝑝,1, 𝑆𝑐𝑝,2 ]

𝐵𝑛 = 𝐵1,  𝐵3, 𝐵5, 𝐵7…



 



 

 

 

 



 

 

 





 

 

 





 

 

 



 

 

 





 

 

 





 

 

 



 

 

 



 

 

 







∇ ×
1

𝜎
∇ × 𝑯 +

∂𝐀

∂t
= 0

∇ ∙ 𝐁 = 0

−∇ ∙ (ϵ∇
∂ϕ

∂t
) − ∇(σ∇ϕ) = 0



 

 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 



















 

 

 



 

 

 





 

 

 





 

 

 





θ



 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 






