EDUCACION a

== ‘\ TECNOLOGICO
7‘% NACIONAL DE MEXICO«

INSTITUTO TECNOLOGICO DE HERMOSILLO

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BASICAS

INFORME FINAL DEL EJERCICIO SABATICO
Periodo del 19 de Agosto de 2019 al 18 de Febrero de 2020.
TIPO DE PROGRAMA ACADEMICO:

ELABORACION DE MATERIAL Y AUXILIARES DIDACTICOS PARA LA
ENSENANZA.

TiTULO DEL PROYECTO: “MANUAL DE PRACTICAS DE CALCULO
VECTORIAL”

PRESENTA:

DAGOBERTO ROSAS PANDURO

HERMOSILLO SONORA, A 18 DE FEBRERO DE 2020.



INDICE
Préctica 1: Algebra vectorial y sU ge0Metria.....c.ccccevvveeeereeeereeeeeeeee e 4
Practica 2: Producto escalary vectorial........cceeeveevninvenene e 14

Practica 3: Ecuaciones paramétricas de algunas curvas planas y su

representacion SrafiCa......oovviviciiirireeeeeeee e e e er e e 23
Practica 4: Curvas planas y graficacidon en coordenadas polares................. 34
Practica 5: Funcion vectorial de una variablereal......c..ccoovveiieiieceicienne 47
Practica 6: Derivacion e integracién de funciones vectoriales......................57
Practica 7: Grafica de una funcidn de varias variables ..........ccccooeeveieviceennen. 67
Practica 8: Derivadas parciales.........ccceeveeeeveeieeveeeieecee et 78
Practica 9: Regla de la cadena y derivacion implicita.......ccceeeeeeeeeeeeeeennnnnnnnn. 89
Practica 10: Integral doble en coordenadas rectangularesy polares............ 99
Practica 11: Integral triple en coordenadas rectangulares................uu....... 112

Practica 12: Integral triple en coordenadas cilindricas y esféricas.............. 125



OBJETIVO GENERAL:

Proporcionar al maestro una herramienta tedrico-practica como apoyo
para la ensefianza del Calculo Vectorial, con lo cual el alumno pueda aplicar
los principios y técnicas basicas de la materia para resolver problemas de
ingenieria del entorno.

JUSTIFICACION Y UTILIDAD DEL MANUAL:

La importancia de la realizacion de este documento se basa principalmente
en la falta de herramientas a las que se enfrenta el docente al momento de
impartir la materia de calculo vectorial. Este curso se caracteriza por la
amplitud y complejidad de su contenido, ya que es una extensién a varias
variables de sus dos materias predecesoras: el calculo diferencial y el
calculo integral. En esta materia se ven practicamente todos los temas de
las dos primeras matematicas de licenciatura pero con mayor profundidad,
ya que el alumno se enfrenta a la novedad de tener que analizar los temas
con mas de una variable, y eso lo obliga a enfrentar nuevos retos como
saber graficar en tercera dimension con la dificultad pedagogica que eso le
agrega al trabajo del maestro.

Por lo anterior, es indispensable que el docente tenga los apoyos didacticos
suficientes para brindar al alumno un abanico de casos y formas de resolver
los problemas tan variados que presenta el curso. Este manual presentara
una serie de ejercicios para que el alumno los resuelva en equipo y se nutra
de los comentarios de sus companeros; asimismo, el manual ofrecera al
maestro la solucion de dichos casos, incluido el procedimiento. Ademas se
incluird una seccion de exdmenes de opcidon multiple con la clave de las
soluciones por separado como apoyo para el docente.

Estas herramientas didacticas, ademas de ayudar a unificar criterios de
evaluacién, buscan que el alumno obtenga los conocimientos de manera
amplia para que los aplique eficientemente en materias posteriores de su
carrera como ecuaciones diferenciales y algunos cursos de especializacién;
pero sobre todo tiene como finalidad primordial reducir el indice de
reprobacion de la materia y el indice de desercidén en las carreras de
ingenieria, justificando asi la necesidad de la elaboracidn de este manual, y
al mismo tiempo apoyando una de las finalidades de la institucidon, en
cuanto a lograr las metas de egreso y titulacion de sus alumnos.



PRACTICA 1: “ALGEBRA VECTORIAL Y SU GEOMETRIA”

COMPETENCIA A DESARROLLAR:

Conocer y desarrollar las propiedades de las operaciones con vectores para
resolver problemas de aplicacion en las diferentes areas de la ingenieria.

INTRODUCCION:

En el cdlculo introductorio el estudio se concentra principalmente en las
funciones de una variable cuyas graficas existen en el plano bidimensional.
De ahora en adelante iniciaremos el estudio del calculo de varias variables
con una introduccion a los vectores en el espacio bidimensional, para luego
expandirnos al espacio tridimensional.

En ciencias, matematicas e ingenieria se distinguen dos cantidades
importantes a saber: los escalares y los vectores. Muchas cantidades en
geometria y fisica, como el area, el volumen, la temperatura, la masa y el
tiempo se pueden caracterizar por medio de un sélo numero real en
unidades de medicidn apropiadas; estas cantidades se llaman escalares.
Otras cantidades, como la fuerza, la velocidad y la aceleracién, tienen
magnitud y direccidon y no pueden caracterizarse completamente por medio
de un sdlo nimero real, a estas cantidades se les llama vectores.

Los escalares y los vectores se analizan por separado y luego interactian
entre ellos para analizar resolver problemas practicos de ingenieria.

CORRELACION CON OTROS TEMAS DEL PROGRAMA DE ESTUDIO.
APLICACION EN EL CONTEXTO

El calculo vectorial es la expansién a mds de dos dimensiones del calculo
diferencial e integral; es decir, practicamente todos los temas que se ven
en calculo diferencial e integral con una variable independiente, ahora se
analizardn nuevamente, pero con mas de una variable independiente. Por
otro lado, en la siguiente practica se utilizan escalares y vectores para
realizar los llamados producto punto y producto cruz, con aplicaciones
practicas sencillas. Ademas, en algebra lineal se utiliza la nocién del



producto vectorial en el calculo de determinantes para resolver sistemas de
ecuaciones lineales.

MEDIDAS DE SEGURIDAD E HIGIENE

No requeridas

MATERIAL Y EQUIPO NECESARIO:

Papel para graficar, calculadora y lapiz

METODOLOGIA:

Reunirse en equipo para resolver los ejercicios por medio de lluvia de ideas
y por comparacion.

SUGERENCIAS DIDACTICAS

Se analizaran las caracteristicas principales de las cantidades escalares y
vectoriales, asi como las propiedades de los escalares y los vectores para
gue el alumno los pueda representar graficamente y sea capaz de realizar
operaciones entre ellos.

El andlisis grafico debe empezar en dos dimensiones con vectores vy
productos de escalares con vectores, para posteriormente representar
vectores y problemas con vectores en tercera dimension.



ACTIVIDADES A REALIZAR (En equipo)

I.  Hallar los vectores u y v cuyos puntos inicial y final se dan. Mostrar
que uy v son equivalentes.
a) u:(-4,0), (1,8) b) (-4,-1), (11,-4)
v: (2,-1), (7,7) (10, 13), (25, 10)

[I. Hallar el vector unitario en la direccion de u vy verificar que tiene

longitud 1.
a) u = 5i+ 15] b) u =-6.2i + 3.4j
ll. En los siguientes ejercicios, hallar lo siguiente: ||g| , ||g +v || y
utv
flu+ ]
a) u=jyv=3i-3j b) u=2i-4j y v=5i+5j

IV. Hallar las componentes del vector v dadas su magnitud y el angulo que
forma con el eje x positivo

a) |lvl|=5, 6=120°

b) ||vl|=1, 6= 3.5°

V. Sean A, By Clos vértices de un triangulo. Encontrar AB + BC + CA

VI.Seanu=i+j,v=j+k y w=au+bv
a) Dibujaruyv
b) Siw =0, demostrar que tanto a como b deben ser cero.
c) Hallaraybtalesquew=i+2j+k

d) Probar que ninguna elecciondeay b daw =i+ 2j + 3k



REPORTE DEL ALUMNO (RESULTADOS)

BIBLIOGRAFIA

Larson, R. (2009). Cdlculo de varias variables. México: Mc Graw Hill
Zill, D. (2015). Matemdticas 3. México: Mc Graw Hill
Purcell, E. (2000). Cdlculo. México: Prentice Hall



SOLUCIONES PRACTICA 1 (En equipo)

. a) u={1—(—4),8 —0}={5,8}
v={7 — 2,7 — (-1)}={5,8}

u=yv

b) u={11 — (—4),—4 — (-1)}={15,-3}
v={25 — 0,10 — 13}={15,-3)}

u=yv

. a)|ju||= V5% +152=v250=5V10

u _ {5,15}_{ 1 3

V= [l 5V10 ’_10’\/E} vector unitario

b) |[ul|=/(—6.2)% + (3.4)2=V50=5V2

Ve ||ﬁ||' {_653;'4}= {_3;4, 0\'/658} vector unitario
. a) |ul=v0 + 1=1

u+v={3,-2}- |u + v|=v9 + 4=V13

u+v - 3-2 utuv || _ 1
[ V13 lu+ v



IV. a) v=5[(cos120°%)i + (sen 120°)j]= _Tsi + %gj

b) v=[(cos 3.5%)i + (sen 3.5°)j]=0.9981i+ 0.0610j

A

AB + BC=AC Porlotanto AB+BC+CA=AC+CA=0

VI. a)




b) w=au+bv=ai+(a+b)j+bk=0
a=0, a+b=0,b=0

Asi, ambos ay b son cero

c)ai+(a+b)j+bk=i+2j+k
a=1,b=1

w=u+yv

d) ai+ (a +b)j + bk =i+ 2j+3k
a=1l,a+b=2,b=3

Lo cual no es posible

10
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ACTIVIDADES A REALIZAR (Etapa individual)
Seleccione la respuesta correcta:

1. Cantidad fisica que puede valer 1, y sélo tiene magnitud
a) Vector
b) Escalar
c) Vector unitario
d) Ninguna anterior

2. Dos vectores pueden sumarse colocandose de “punta a cola “ sin
importar cual se dibuja primero
a) Propiedad distributiva
b) Propiedad asociativa
c) Propiedad conmutativa
d) Ninguna anterior

3. Sitenemos dos vectores uy vy algun escalar c tal que u = cv,
entonces los dos vectores son:
a) Paralelos
b) Perpendiculares
c) Colineales
d) Ninguna anterior

4. En un sistema dextrégiro, un punto que esta colocado sobre el eje y,
tiene 0 en su coordenada
a) x
)y
z

(=}

c)
d) Ninguna anterior

5. El siguiente punto se localiza siete unidades delante del plano yz,
dos unidades a la izquierda del plano xz y una unidad debajo del
plano xy

a) (7,-2,-1)

b) (-7,2,1)

c) (-7,-2,-1)

d) Ninguna anterior
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. Vector paraleloaz= %i - %j + %k
a) 6i-4j+9k

b) -i+4/3j-3/2k

c) 12i+9k

d) %i-j+9/8k

. Determine la localizacidén de un punto (x, y, z) que satisfaga las
condicién |y| < 3

a) El punto estd abajodey=3

b) El punto estd a la izquierdadey =3

c) El punto esta entre los planosy=-3 y y=3

d) Ninguna anterior

. Hallar un vector unitario en la direccion opuesta a u = 6i + 8k
a) -6/10i-8/10k

b) %i+%Kk

c) —6/+10i - 8/v/10k
)

d) Ninguna anterior

. Seleccione la ecuacién que describe el cuerpo siguiente: “Esfera
solida de radio 4, centrada en (2, -3, 4)”:
a) —2x% 4+ 3y? —4z% < 16
b) x?2 +y? +2z?> <4x — 6y + 8z — 13
c) x> +y*+z2<—-4x+6y—8z—13
d) Ninguna anterior

10.Si tenemos el vectorv=1i-%j+ %k, su punto inicial (0, 2, 5/2),

encuentre el punto final.
a) (1,-4/3,3)
b) (1, 4/3, 3)
c) (1,4/3,-3)
d) Ninguna anterior



SOLUCION PRACTICA 1 (Etapa individual)

OO NOU AR WDNR
Q
~

13
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PRACTICA 2: “PRODUCTO ESCALAR Y VECTORIAL”

COMPETENCIA A DESARROLLAR

Calculary analizar caracteristicas entre vectores como angulos, paralelismo,
perpendicularidad, entre otras.

INTRODUCCION:

En esta practica consideraremos dos tipos de productos entre vectores que
se originaron en el estudio de la mecanica, la electricidad y el magnetismo:
el producto punto y el producto cruz. El producto punto opera tanto en el
espacio bidimensional como en el tridimensional y genera un numero.
Mientras que el producto cruz, solo esta definido para vectores en el
espacio tridimensional y genera otro vector en el espacio tridimensional.

CORRELACION CON OTROS TEMAS DEL PROGRAMA DE ESTUDIO.
APLICACION EN EL CONTEXTO

Los productos entre vectores se relacionan con la aplicacién de varios
temas de fisica, como determinacion de volumenes, cdlculo de fuerzas,
obtencidon de cantidad de trabajo, calculo de torques o momentos de
fuerzas, etc. La base para su estudio esta en la primera practica con la
caracterizacién de los vectores y su interpretaciéon geométrica. Mas
adelante se verd una practica denominada “funciones vectoriales” donde
se analizan todo los ambitos del cdlculo para funciones definidas por
vectores.

MEDIDAS DE SEGURIDAD E HIGIENE

No requeridas

MATERIAL Y EQUIPO NECESARIO:

Papel para graficar, calculadora y lapiz
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METODOLOGIA:

Reunirse en equipo para resolver los ejercicios por medio de lluvia de ideas
y por comparaciéon

SUGERENCIAS DIDACTICAS

El alumno debe distinguir las cantidades que entre vectores y escalares, y
saber donde se aplica cada caso para eso debe conocer las propiedades de
cada uno de ellos. Ademas es importante que establezca con facilidad el
paralelismo y la ortogonalidad entre los vectores para cuando tenga que
resolver problemas de aplicacién en el area de la fisica. Debe comprender
los espacios en dos y tres dimensiones para graficar sin error, empezando
con graficas conocidas y, posteriormente poder localizar cualquier vector,
desde su dibujo hasta el calculo conjunto con otros vectores. Cualquier
aplicaciéon fisica con trazos bien hechos y propiedades bien aplicadas
conducira a un problema claro y de facil comprension para el estudio del
alumno.
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ACTIVIDADES A REALIZAR (En equipo)

VI.

Determinea)u-v, b)u-u,c) ||u||2 ,d)(u-v)v y e)u-(2v) paralos

siguientes pares de vectores

. u=-4i+8] y v=6i+3j
Lu=2i+j-2k y v=i-3j+2k

Determinea)uxv, b)vxu y c)vxv paralos siguientes pares de
vectores

. u=3i+5k y v=2i+3j-2k
.u=3i-2j-2k y v=i+5j+k

Los siguientes puntos son los vértices de un triangulo, compruebe
gue los vectores forman un triangulo rectangulo: (1, 2, 0), (0,0,0) y
(-2,1,0)

Calcule ux v y compruebe que es ortogonal tantoaucomoav

u=i+6j v=-2i+j+k

PROBLEMA DE OPTIMIZACION: Una fuerza de 200 libras actta sobre
el soporte mostrado en la figura.

a) Determine el vector AB y el vector F que representa la fuerza (
F estard en términos de ).

b) Calcular la magnitud del momento respecto a A evaluando
IAB x F||.

c) Usar el resultado del apartado b) para determinar la magnitud
del momento cuando 8 = 30°.

d) Usar el resultado del apartado b) para determinar el angulo 6
cuando la magnitud del momento es maxima. A ese angulo,
¢Cual es la relacion entre los vectores F y AB?, ¢Es lo que se
esperaba? ¢Por qué si o por qué no?

e) Usar una graficadora para representar la funcidon de la
magnitud del momento respecto a A para 0° <9 <180°.
Hallar el cero de la funcion en el dominio dado. Interpretar el
significado del cero en el contexto del problema.

Use el triple producto escalar para encontrar el volumen del
paralelepipedo que tiene como aristas adyacentes u,vy w.

u=i+3j+k v = 6 + 6k w = -4i - 4k



REPORTE DEL ALUMNO (RESULTADOS)

BIBLIOGRAFIA

Larson, R. (2009). Cdlculo de varias variables. México: Mc Graw Hill
Zill, D. (2015). Matemdticas 3. México: Mc Graw Hill
Purcell, E. (2000). Cdlculo. México: Prentice Hall
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SOLUCIONES PRACTICA 2 (En equipo)

(—4i+8j) - (6i +3j) = (—4)6 +8(3) =0
b)u-u = (—4i+8)) - (—4i + 8j) = (—4)(—4) + 8(8) = 80

¢) ||g||2 = 116

du-vyv=0=0
eu-(2v)=2w-v)=20)=0

2.a)u-v=(2)1+1(=3) + (-2)(2) = =5
b)u-u = (2)2+1(1) + (=2)(~2) = 9

d) (u-v)v = =5(i — 3j + 2k) = —5i + 15j — 10k
e)u-(2v) =2(u-v) =2(-5) =-10

. 1l.a)uxv=det|(3i+5k)x(2i +3j — 2k)| = —15i + 16j + 9%k
b)vxu=—(uxv)=15i—16j — 9k

c)vx 0

I
I

2.a)uxv=det|(3i—2j—2k)x(i+5j+k)|=8i—5j+17k
b)vxu=—-(uxv)=-8i+5—17k

c)vx 0

I
Il

lll.  Elvectori+ 2j que se obtiene de los puntos (1,2,0) y (0,0,0), es
perpendicular al vector —2i +
J que se obtiene de los puntos (—2,1,0) y (0,0,0), entonces:(i +
2]+ 0k) - (—=2i+j+ 0k) = 0, por lo tanto el triangulo es un
triangulo rectangulo.
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uxv=det|(i+6j+0k)x(—2i+j+k)=6i—j+13k
u-(uxv)=1(6)+6(—1) =0 = uesperpendiculara (u x v)
(uxv)=-2(6)+1(—1) + 1(13) = 0 > ves perpendicular a

a)AB=—j+k y F=-200(cos6j+ send k)

b) det AB x F = |(0i + = + k) x (0i — 200cos j —
200senb k)|

IAB x F|| = |250sen6 + 200cos6| = 25|10senf + 8coso)|

c)Para30°, ||ABx F||=25(10() +8(%)) = 25(5 + 4//3) ~
298.2

d)SiM = ||AB x F||

aM

S = 25(10cosf — 8send) = 0 = tand = 2 =6~ 51.34°

Los vectores son ortogonales, porque es donde se alcanza el
momento de torsidn maximo.

u-(wxw)=det|(0i+6j+ 6k)x(—4i+0j—4k)| = =72

V=lu @xw)|=72



ACTIVIDADES A REALIZAR (Etapa individual)

Seleccione la respuesta correcta:

=

Calcule el producto vectorial de los vectores unitarios k x j
0

-i

]

Ninguna anterior

0O o W
N S—

Q-\—/

N

. Calcularu - (v x w)paralosvectoresu=i+j+k,v=2i+j y w=k
) 1
) -1
)

0
d) Ninguna anterior

0 oW

3. Calcule el drea del tridngulo con los vértices dados (% |[u x v]|) (2,-
31 4)1 (01 112) y (_1) 21 0)

Ninguna anterior

4. Calcule el angulo g entre los vectoresu=3i+j y v=2i-j
T

a)ﬁ
)

2
) %
) Ninguna anterior

o1

Si u - v = 0 entonces los vectores son:

Q

~— S—

Perpendiculares
Paralelos
Colineales
Ninguna anterior

O

d

(@]
~— —

20
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6. Encuentre el dngulo de direccidn g del siguiente vector u = - 4i + 3j
+ 5k

124.4°

45°

64.9°

Ninguna anterior

a
b
c
d

~— = e ~—

7. Propiedad que no es valida en el producto vectorial
a) Distributiva

b) Elemento nulo

c¢) Conmutativa

d) Ninguna anterior

8. Calcule el area del paralelogramo que tiene los vectores dados
como lados adyacentes. u=i+j+k y v=j+k

d

e

)
)

(@]
ZI\J

)
d)

mguna anterior

9. Calcule el triple producto escalaru - (ux v) parau=i+6j y v=-
2i+j+k

8

i-j+13k

—

a)
b) 6
) 0
) N

(@)

d) Ninguna anterior

10.Verifique que los puntos son los vértices de un paralelogramo y
calcule su drea: (2,-3,1), (6,5,-1), (3,-6,4) y (7,2,2)

a) 24230

b) 920

) VIos

)

Ninguna anterior

c
d



SOLUCION PRACTICA 2 (Etapa individual)

b)
b)
c)
c)
a)
c)
c)
a)
c)

=

0O NOURWN

[y
o
Q

S

22
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PRACTICA 3: “ECUACIONES PARAMETRICAS DE ALGUNAS CURVAS
PLANAS Y SU REPRESENTACION GRAFICA”

COMPETENCIA A DESARROLLAR:

Establecer ecuaciones de curvas planas en coordenadas rectangulares o en
forma paramétrica, para brindarle al alumno las herramientas necesarias
para el estudio de curvas mas sofisticadas.

INTRODUCCION:

Una ecuacion rectangular o cartesiana no es la Unica manera, y a menudo
la mas conveniente, de describir una curva en el plano de coordenadas. en
esta practica consideraremos una manera diferente de representar una
curva que es importante en muchas aplicaciones del calculo.

Hasta ahora se ha representado una grafica mediante una sola ecuacidn con
dos variables. Ahora estudiaremos situaciones en las que se emplean tres
variables para representar una curva en el plano.

CORRELACION CON OTROS TEMAS DEL PROGRAMA DE ESTUDIO.
APLICACION EN EL CONTEXTO

Esta practica esta directamente relacionada con el calculo diferencial por la
similitud en la construccién de graficas. También estd muy relacionada con
el area de fisica por el tipo de situaciones que se representan como el
analisis del movimiento de los objetos. al mismo tiempo se van sentando
las bases para la graficacidon en otros sistemas de coordenadas, como
coordenadas polares en dos dimensiones, y coordenadas cilindricas y
esféricas en tres dimensiones.

MEDIDAS DE SEGURIDAD E HIGIENE
No requeridas
MATERIAL Y EQUIPO NECESARIO:

Papel para graficar, calculadora y lapiz
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METODOLOGIA:

Reunirse en equipo para resolver los ejercicios por medio de lluvia de ideas
y por comparaciéon

SUGERENCIAS DIDACTICAS

El alumno debe entender la relacién entre las variables y el parametro
utilizado. Debe hacerse siempre una tabulacion detallada para que la
grafica quede bien definida. Deben utilizarse suficientes datos para lograr
la “suavidad” necesaria en la representacion grafica final de la situacidn
analizada, y debe incluirse la direccion del movimiento de la grafica por
medio de flechas, segin el dominio utilizado.
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ACTIVIDADES A REALIZAR (En equipo)

a)
b)

Considere las ecuaciones paramétricas x = 4cos?0 y y = 2senf
Haga una tabulacion para hallar x y y con 5 valores del angulo @
Haga la grafica con los puntos (x,y)generados en la tabulacién
anterior. Indique la orientacion de la grafica.

Halle la ecuacién rectangular mediante la eliminacidn del parametro
y dibuje su gréfica.

Si se seleccionaran valores de 9 en el intervalo E,%n]para la tabla del

inciso a), ¢Seria diferente la gréafica del inciso b)?. Explicar el
razonamiento.

Trace la curva que representa las ecuaciones paramétricas y obtenga
la ecuacion rectangular por medio de la eliminacion del parametro

x=1+%, y=t-—-1

x = tan’f, y = sec?8

Halled—ypara:
dx
x =3t y y=4-—1t

x =2e% y y=e2

2

d d , . .
& y ﬁ, asi como la pendiente y la concavidad (de ser

Hallar
dx

posible) en el punto correspondiente al valor dado del pardmetro.

x =ty y=+t—-1 t=2
x =0 —senf y y=1—cos8 60 =nm



REPORTE DEL ALUMNO (RESULTADOS)

BIBLIOGRAFIA

Larson, R. (2009). Cdlculo de varias variables. México: Mc Graw Hill
Zill, D. (2015). Matemadticas 3. México: Mc Graw Hill
Purcell, E. (2000). Cdlculo. México: Prentice Hall
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SOLUCIONES PRACTICA 3 (En equipo)

27

| a)x = 4 cos* 0 y = 2sen@
0<x<4 —2<y<?2
0 —m/2 | -m/4 0 /4 /2
X 0 2 4 2 0
y —2 ) 0 J2 2

b)
y
A
3--1-—
i - x
3
c) == cos?6
4
Y. — sen26 *y Yo
4 4 4
x=4-y%, —-2<y<2

d) La grafica estaria orientada en la direccidn opuesta




umx=1+%
y=t—1
x=1+42 implica t = L
t x—1
—_ 1 —
Yy =5
b) x = tan?0
y = sec?6
sec?0 = tan?0 + 1
y=x+1
x=0
dy _ 2
Moa)2==2=_"1 = 3t
N VT
dy -6
d_y _ E _ (—1/2)6 2 _ _18_39/2 _ -1
dx  9x 2e9 T4 T 4e39/2

ae

IV. a)x =+t, y=+Vt—1

dy _ 1/@Vt-1) _ vt _ .
a1 —m—\/fcuandot—Z

28



%y _ W1/ @VD-VEQ/2VED]/E-1) _ -1

dx? 1/(2V0) T (t-1)3/2

Cdéncava hacia abajo

b) x =0 —senf, y=1-—cosfc¢

dy _ senf
dx  1-cos8

=0 cuando 0 =7

[(1—cosB)cosO—sen? 6]

(1—cos6)2 _ -1
(1—cosB)?

d’y
dx2

1—cosf

Cdéncava hacia abajo

=—1 cuando t =2

cuando 6 =1

29
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ACTIVIDADES A REALIZAR (Etapa individual)

Seleccione la respuesta correcta:

1. ¢éCudleslaecuacidnrectangularquerepresentaax =3 -2t y y =
2+ 3t?

a) 2x—3y+5=0

b) 2y +3x—-13=0

c) 3x—2y—-8=0

d) Ninguna anterior

2. ¢Cudl es la ecuacién rectangular que representa a x = 2t2 y y =

t* +1?
2

a) y=%+1
2

b) y ==—1
4

c) y=x7+1

d) Ninguna anterior

3. ¢Cual esla ecuacién rectangular que representa ax = 3cosf y y =
3senf?

x2+y2=3

~+2=0

x2+y2=9

Ninguna anterior

a
b

c
d

~ S~—

_— ~—

4. ¢Qué grafica resulta de las siguientes ecuaciones paramétricas: x =
2cos@ 'y y = 6senf?

Una elipse

Dos curvas

Curvas periddicas

Ninguna anterior

a
b
c
d

~— Y e ~—
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5. éQué grafica resulta de las siguientes ecuaciones paramétricas: x =
sec y y=cos0?

Curvas periddicas

Curvas asintoticas

Una recta

Ninguna anterior

a
b
c
d

~— S—

—_— ~—

6. Encuentre las ecuaciones paramétricas para la siguiente ecuacién
rectangulary = 3x — 2:

a) x=t y y =3t—2
b) x=t—-3 y y=3t—-11
c) x = §t+§ y y=2t

d) Todas las anteriores

. . d : -
7. Halle la primera derivada é de las ecuaciones paramétricas x =

Vvt vy y =3t—1 enelpuntot=1

a) 6
1
b) 3
c) V3
d) Ninguna anterior

. a? . .
8. Halle la segunda derivada d_x321 de las ecuaciones paramétricas x =

2cos@ y y = 2senf enelpunto = %
a)
) 5

RIS

(@)

) —
d) Ninguna anterior
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9. Halle la pendiente de las siguientes ecuaciones paramétricas en el

puntodado: x =t2+3t+2 y y=2t ent=0.
2

O Q
— S

(@)

3
3
2
2
)5
d) d) Ninguna anterior
10.Halle la concavidad de las siguientes ecuaciones paramétricas en el
punto dado: x = cos30 y y =sen30 paraf = %.
a
b

c
d

Cdncava hacia abajo
Cdéncava hacia arriba
Punto de inflexién
Sin concavidad

~—  S—

—_— ~—



SOLUCION PRACTICA 3 (Etapa individual)

b)
a)
c)
a)
b)
d)
a)
c)
. a)
10.b)

=

© PNV R WN
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PRACTICA 4: “CURVAS PLANAS Y GRAFICACION EN COORDENADAS
POLARES”

COMPETENCIA A DESARROLLAR:

Establecer ecuaciones de curvas planas en coordenadas rectangulares,
polares, o en forma paramétrica, para brindarle al alumno las herramientas
necesarias para el estudio de curvas mas sofisticadas.

INTRODUCCION:

Hasta ahora hemos utilizado el sistema de coordenadas rectangulares para
especificar un punto P o describir una curva C en el plano. Este sistema es
una reticula de lineas horizontales y verticales donde un punto se
determina por la interseccidn de dos rectas perpendiculares en el plano.
Otro sistema para localizar puntos en el plano es el sistema de coordenadas
polares.

Para establecer un sistema de coordenadas polares empleamos un sistema
de circulos centrados en el punto O, denominado polo, y lineas rectas o
rayos que emanen de O. Tomamos como eje de referencia una media linea
horizontal dirigida hacia la derecha del polo, a la cual se le nombra eje polar.
Un punto P se identifica mediante el par ordenado (7, 6), que son las
coordenadas polares de P.

Por otro lado veremos que la grafica de una ecuacidén polar r = f(8)es el
conjunto de puntos P con al menos un conjunto de coordenadas polares
que satisfacen la ecuacion.

Una manera de trazar la grafica de una ecuacion polar consiste en
transformarla a coordenadas rectangulares para luego trazar la grafica de
la ecuacidn rectangular, con esto se comprueba que hay mas de una
manera de representar un mismo punto en el plano.
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CORRELACION CON OTROS TEMAS DEL PROGRAMA DE ESTUDIO.
APLICACION EN EL CONTEXTO

Algunas graficas , especialmente curvas, resultan mas faciles si se grafican
con una recta y un angulo, por eso se escogen las coordenadas polares en
lugar de las rectangulares que se usaron en calculo diferencial e integral.

Las ecuaciones que se utilizaron en los dos cursos anteriores ahora pueden
ser transformadas a coordenadas polares y se podra observar que graficas
complejas en coordenadas rectangulares, son sumamente sencillas de

tabular y graficar en coordenadas polares, como el caso de una espiral r =
6.

El uso de coordenadas polares sera la base de la graficacion en tercera
dimension de las coordenadas cilindricas, pues al par ordenado (7, 8)sdlo

se le agrega la profundidad de la coordenada z para tener la triada ordenada
(r,0,2).

MEDIDAS DE SEGURIDAD E HIGIENE

No requeridas

MATERIAL Y EQUIPO NECESARIO:

Papel para graficar, calculadora y lapiz

METODOLOGIA:

Reunirse en equipo para resolver los ejercicios por medio de lluvia de ideas
y por comparacion.

SUGERENCIAS DIDACTICAS

Para poder hacer la transformacién de coordenadas rectangulares a polares
, lo primero que debe hacer el alumno es aprenderse las formulas y saber
el origen de cada una de ellas para posteriormente poder transformar
también ecuaciones de un sistema a otro.
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También es conveniente que el alumno construya su propio plano polary
obtenga varias copias de él para estar practicando la construcciéon de las
graficas sencillas y luego mas elaboradas. Entre mas subdivisiones tenga el
plano polar, mejor.

Debe analizarse de antemano la posible simetria de la grafica para
construirla mas rapido y con menos trabajo, y debe hacerse lo mas claray
grande posible .
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ACTIVIDADES A REALIZAR (En equipo)

I. Representar graficamente el punto dado en coordenadas polares y
hallar las coordenadas rectangulares correspondientes:

a) (—Z,Zn)
b) (—3,—-1.57)

[I.  Halle dos conjuntos de coordenadas polares del puntocon 0 < 6 <

2.
a) (4,-2)
b) (3,-V3)

lll.  Transforme la ecuacidn rectangular a la forma polary trace su grafica
a) x =10
b) (x* +y?)*—9(x*—y*) =0

IV. Transforme la ecuacion polar a la forma rectangular y trazar su

grafica
a) r = 2csch
b) r = 5cos@

V. Grafique la siguiente ecuacion polar y halle un intervalo para éen el
que la grafica se trace sélo una vez
a) r =5(1 — 2send)
b) r? = 4sen26



REPORTE DEL ALUMNO (RESULTADOS)

BIBLIOGRAFIA

Larson, R. (2009). Cdlculo de varias variables. México: Mc Graw Hill
Zill, D. (2015). Matemdticas 3. México: Mc Graw Hill
Purcell, E. (2000). Cdlculo. México: Prentice Hall
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SOLUCIONES PRACTICA 4 (En equipo)

La)(-2,2)

b) (—3,—-1.57)
x =-3cos (—1.57) = —0.0024
y=-3sen(-1.57) = 3 (x,y) =

(—0.0024, 3)

39
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. a)(x,y)= (4,-2)

ﬁ
Il
[+
[
(=)}
+
N
Il
A

tanf =

&
I
SRR

~—0.464
(2V5,—-0.464), (—2V5,2.678)
b) (x,y) = (3,V3)

r=v9+3=2V3
V3
tanf = T
11w
(1", 0) = (2\/§r T)
= (_2\/§,5?”
n. a) x=10
rcosf = 10

r = 10secO rectavertical




IV.

b)

a)

(** +y)?-9(x* —y*) =0
(r*)? —9(r%cos?*0 —r*sen?0) =0
r2[r?2 — 9(c0s20)] = 0

2 =9¢c0s20 Limazén

r=2csct
rsenf =2

y=2 =y-2=0 recta horizontal

41
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b) r=5cos @
2 =57rcos0
x* +y?=5x
25

2 _ 25, 228
x 5;\c+4+y—4

(x — ;)2 +y2 = (;)2 circulo de radio g centrado en

el punto (g, 0).

a) r=5(1—2senf) Intervalopedidoes0 <6 <2n

Cardioide con rizo interior




b) r? = 4sen26
ry = 2Vsen26
r, = —2Vsen20 Intervalo pedidoes 0 < 0 < g

Limazén a 45°

43
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ACTIVIDADES A REALIZAR (Etapa individual)
Seleccione la respuesta correcta:

1. Halle las coordenadas rectangulares correspondientes del punto
11w
polar (_ZT)
a) (—1.73,1)
b) (—1,1.73)
c) (1,—-1.73)
d) Ninguna anterior

2. Halle un conjunto de coordenadas polares del punto dado en

coordenadas rectangulares (3\/7, 3\/7)
a) (45,6)
b) (6,6)
c) (6,0.785)
d) Ninguna anterior

3. ¢Queé figura resulta de la siguiente ecuacion polarr = 4 + 3cos60?
a) Caracol con hoyuelo

b) Cardioide

c) Caracol con lazo interior

d) Ninguna anterior

4. éQué figura resulta de la siguiente ecuacién polar r = 2c0s36?
a) Rosa de 6 pétalos

b) Rosa de 3 pétalos

c) Rosa de 5 pétalos

d) No es una curva rosa

5. Transforme la ecuacién rectangular a la forma polar x = 10
a) r = 10csch

b) r = 10senf

c) r = 10cos6

d) Ninguna anterior
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6. Transforme la ecuacion polar a la forma rectangular 6 = -

V3
a) —x
3
V3
—X
3
) —=x
RN

d) Ninguna anterior

] 1 . 1
7. Circuloconcentroeny = Y deradior = 5

O
ﬁ

a) r= senH
)

E
c) 6 =%
d) Ninguna anterior
8. Recta vertical x = =3
a) r = 3sech
b) r = —3cos6
c) r = —3sech
d) r = 3/cos6

9. Recta que pasa por el origen y por el punto (3, 3)

a) 6 =—45°
b) r =45

c) 6 =—135°
d) r =225

10.Espiral que se abre sin fin a la izquierda y derecha del polo
a) r= 9

) T
c) Cualqwera anterior
d) Ninguna anterior

O
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SOLUCION PRACTICA 4 (Etapa individual)

=

a)
c)
a)
b)
d)
b)
a)
c)
c)

0O NOURWN

=
o
(2]

—
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PRACTICA 5: “FUNCION VECTORIAL DE UNA VARIABLE REAL”
COMPETENCIA A DESARROLLAR:

Establecer ecuaciones de curvas en el espacio en forma paramétrica para
analizar el movimiento curvilineo de un objeto, asi como contribuir al
disefio de elementos que involucren curvas en el espacio.

INTRODUCCION:

Una funcion vectorial asigna vectores a numeros reales. Se puede usar una
funcidn vectorial para representar el movimiento de una particula a lo largo
de una curva.

Una funcion vectorial en dos dimensiones esta formado por un vector iy
otro vector j; en tres dimensiones, tenemos tres vectores: i, j y k.

Las funciones vectoriales es otra forma de representar curvas en el espacio.

CORRELACION CON OTROS TEMAS DEL PROGRAMA DE ESTUDIO.
APLICACION EN EL CONTEXTO

Las funciones vectoriales son un compendio de las ecuaciones paramétricas
vistas en practicas anteriores. Si se analiza una curva plana, tendremos
entonces pares ordenados (f(t),g(t)) junto con sus ecuaciones
paramétricas. Si la curva analizada es una curva en el espacio C, se tendra
un conjunto de todas las ternas ordenadas (f (t), g(t), h(t)) junto con sus
ecuaciones parameétricas.

En la siguiente practica se utilizard la derivacion e integracion de funciones
vectoriales para hallar, en el primer caso, con una derivada y segunda
derivada, la velocidad y la aceleracién de una particula.

MEDIDAS DE SEGURIDAD E HIGIENE
No requeridas
MATERIAL Y EQUIPO NECESARIO:

Papel para graficar, calculadora y lapiz
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METODOLOGIA:

Reunirse en equipo para resolver los ejercicios por medio de lluvia de ideas
y por comparaciéon

SUGERENCIAS DIDACTICAS

Se debe estar bien familiarizado con la graficacidn en tercera dimensidn con
sistemas dextrégiros. El alumno debe aprender a construir referencias
visuales claras, como sombras y lineas punteadas, para la ubicacién de los
puntos y los planos en el espacio.

Se deben llevar a cabo las siguientes actividades clave cuando se esta
graficando: escribir la ecuacion que se esta graficando cerca del dibujo,
plasmar la direccidén del movimiento de la particula, anotar las coordenadas
de los puntos claves de la trayectoria dibujada y toda la identificacion
necesaria en la grafica para una interpretacidon correcta del problema
representado.
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ACTIVIDADES A REALIZAR (En equipo)

I. Hallar el dominio de la funcion vectorial dada
a) r(t) = F() + G(t) donde

F(t) =costi—sentj—+tk, G(t)=costi+ sentj
b) r(t) = F(t) x G(t) donde

Ft)y=t3i—-tj+tk, Gt)=73ti+ j+t+2)k

t+ 1

ll. Si r(t) =3costi+2sentj+ (t—2)k y u(t) = 4senti —
6cost j + t% khallar 7(t) -u(t). éEs el resultado una funcién
vectorial? Explicar

Ill.  Dibujar tres graficas de la funcion vectorial r(t) =ti+tj+2k
vistas desde los puntos:
a) (0,0, 20)
b) (10, 0, 0)
c) (5,5,5)

IV. Dibuje la curva representada por la funciéon vectorial y dar la
orientacion de la curva
a) r)=({*+t)i+ (t*—1t)j
b) r(t) = 3costi + 4sent j +§ k

V. Representar las siguientes curvas planas por medio de una funcién

vectorial:
a) y=4—x?
2 2
b) =+ =1
16 9

VI.  Evalule los siguientes limites:
. t . _
a) lim(etl+ﬂ]+e tk)
t—0 t

b) tim (et i+7 j+——k)

t— oo tZ2+1




REPORTE DEL ALUMNO (RESULTADOS)

BIBLIOGRAFIA

Larson, R. (2009). Cdlculo de varias variables. México: Mc Graw Hill
Zill, D. (2015). Matemdticas 3. México: Mc Graw Hill
Purcell, E. (2000). Cdlculo. México: Prentice Hall
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SOLUCIONES PRACTICA 5 (En equipo)
. a) r(t)=F(t)+ G(t) = (costi—sentj+\tk)+ (costi+
sentj) =

2 cost i +\tk
Dominio: x > 0
b)  T(t) =F(®)*G(t) =det|(Bi—tj+th)x(VEi+—j+
(t+2) k)=

[—t(t +2) - HLl] i—[t3t+2)—t¥t]j+ [;—31 + ti/i] k
Dominio:(—o,—1), (—1, )
. r()- -u(t) = (3cost)(4sent) + (2sent)(—6cost) + (t —
2)(t*) =
t3 — 2t esunescalar
. r@)=ti+tj+2k
x=t y=t z=2 = x=y

a) (0,0,20)

b) (10,0,0)




c) (5,5,5)

¥

Hélice eliptica

z

52
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V. a)y=4 — x*
Si x = t,entoncesy = 4 — t*

rt) =ti+ (4 —t%)j

Si x = 4cost, y = 3sent
r(t) = 4costi + 3sentj

VI. a)tzir%[eti+%”j+e‘tk]=i +j+k

Debido a que lti’){)l%nt =1 (Reglade L'Hopital)

b) lim |e7ti +2 Jt e k]—O

t—oo

- - t
Debido a que ggge =0,y %gg t2+1 =0
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ACTIVIDADES A REALIZAR (Etapa individual)

Seleccione la respuesta correcta:

1. El producto punto de dos funciones vectoriales arroja:
) Un vector
) Un escalar
Cualquiera anterior

Ninguna anterior

d
b
c)
d)

3 -t
2. Evalle la funcién vectorial r(t) =Vti+tzj+e+ k en t =0
a) 0

b) 1
c) k
d) Ninguna anterior

3. El dominio de una funcidn vectorial es
a) Launion de los dominiosdei, jyk

b) La suma de los dominios dei, jyk

c) Lainterseccion de los dominios dei, jy k
d) Cualquiera anterior

4. Evalue la funcidén vectorial r(t) = Int i+ % j+3tk ent=0
a) 0
b) No esta definida

)i

i
d) Ninguna anterior

(@)

5. Una curva plana puede representarse por una funcion vectorial:

FoV



55

6. Hallar una funcién vectorial que describa los limites de la regién
encerradapory =x%, x=0 y y=4.

rt)=ti+t?j 0<t<2

rt)=2—-t)i+4j] 0<t<2

r)=4—-tj 0<t<4

Cualquier anterior

Q

~—  S—

b
c
d

—_— ~—

7. Determine el o los intervalos en que la siguiente funcion vectorial es
continua:r(t) =2eti+e tj+In(t—1)k

(1, +x)

(-0, 1)

(o0, +00)

Ninguna anterior

a
b
c
d

~— S—

—_— ~—

8. El producto cruz de dos funciones vectoriales es:
a) Otra funcioén vectorial

b) Un escalar

c) Cualquiera anterior

d) Ninguna anterior

9. Si f,g y h son funciones polindmicas de primer grado, entonces la
curvadadaporx = f(t),y=g(t) v z=h(t)esunarecta: Fo V

10.Si la curva dada por x = f(t),y = g(t) y z = h(t) es una recta,
entonces f, g y h son funciones polindmicas de primer grado:

FoV



SOLUCION PRACTICA 5 (Etapa individual)

b)
c)
c)
b)
Y
d)
a)
a)
Vv

00 NOURWNRE

[y
o
-
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PRACTICA 6: “DERIVACION E INTEGRACION DE FUNCIONES VECTORIALES”
COMPETENCIA A DESARROLLAR:

Resolver derivadas e integrales de funciones vectoriales con el fin de
determinar algunas caracteristicas fisicas de las curvas analizadas.

INTRODUCCION:

La definicidn de la derivada e integral de una funcién vectorial es paralela a
la dada para funciones reales.

El proceso de limite en la interpretacion geométrica de la derivada de una
funcion vectorial es similar al de las funciones de una variable del calculo
diferencial.

Las propiedades de las derivadas son similares también a las vistas en
calculo diferencial, excepto por el hecho de que ahora se debe tener
cuidado cuando se derive un producto, porque puede ser producto punto
o producto cruz.

La integral definida de una funcidn vectorial sigue un proceso analogo al de
calculo integral.

CORRELACION CON OTROS TEMAS DEL PROGRAMA DE ESTUDIO.
APLICACION EN EL CONTEXTO

Las reglas de derivacidn e integracion del calculo diferencial e integral sirven
de base para el analisis de esta practica, solo que la nocién de una variable
se extiende a tres dimensiones, o mejor dicho a tres vectoresi, j y k.

También se hace uso del algebra lineal al momento de resolver productos
vectoriales.

MEDIDAS DE SEGURIDAD E HIGIENE

No requeridas

MATERIAL Y EQUIPO NECESARIO:

Papel para graficar, calculadora y lapiz



58

METODOLOGIA:

Reunirse en equipo para resolver los ejercicios por medio de lluvia de ideas
y por comparaciéon

SUGERENCIAS DIDACTICAS

El alumno debe tener bien identificadas las reglas de derivacion y todos los
métodos de integracidon para poder avanzar en el calculo de las funciones
vectoriales.

El proceso de la derivacion debe hacerse sin saltarse pasos aunque en
algunos casos sean procesos largos sobre todo cuando se involucran
derivadas de orden superior y productos vectoriales.
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ACTIVIDADES A REALIZAR (En equipo)

| Para las siguientes funciones vectoriales encuentre r"(t) y r'(t) -
r'(t)
a) r) =2+t i+ ({2 —1t)j
b) r(t) =eti+t?j+tantk

[I.  Halle la integral indefinida:
a) [(Inti+3j+k)dt

b) [(e"tsenti+ e fcostj)dt

[ll.  Halle la integral definida:
a) [1(ti+ ¢3) +¥tk)de

T
4

b) fo [(secttant )i+ (tant)j+ (2sent cost) k]dt

IV.  Halle el vector unitario tangente T(t), el vector unitario normal
principal N(t) y las componentes tangencial y normal de la

aceleracion para la funcién vectorial 7(t) = efi+ e 2tj, t=0

V. Halle la longitud de la curva que genera r(t) = 2senti+ 5tj +
2costk del0,m]

VI.  Hallarlacurvatura K delacurvar(t) =4cos2nti+4sen?2mtj



REPORTE DEL ALUMNO (RESULTADOS)

BIBLIOGRAFIA

Larson, R. (2009). Cdlculo de varias variables. México: Mc Graw Hill
Zill, D. (2015). Matemdticas 3. México: Mc Graw Hill
Purcell, E. (2000). Cdlculo. México: Prentice Hall
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SOLUCIONES PRACTICA 6 (En equipo)

. a)r®)={>+t)i+ (2—t)j
r't)=2t+1) i+ 2t—1)j
r't)=2i+ 2j

r@)-r'®) = (2t+1)(2) + (2t -1)(2) = 8t

b)r(t) =eti+t?j + tan(t) k
r'(t)=—eti+2tj + sec’tk

r't)=eti+2j+ 2sec’ttantk
') -r''(t) = —e2ti+4tj + 2sectttant

I [|mei+3j+ k|dt=(tint — )i+ Intj+thk+C
Integracion por partes
Jle"tsenti + e tcostjldt = eT_t(—sen t —cost)i

-t
+eT(—cost + sent)j + C

1 . 3 - 3 _ 2, tt 3 3 _
m L+ + Vekde = [Si]+ |5 ]+ e k] =0
‘(secttant)i + (tant)j+ (2sentcost) kldt =
0
[secti + In|sect|j + sen’t k] =

=(VZ-Di+mV2j+5k



V.

r(t) =e'i + e 2j, t=0
v(t)=e'i —2e2jv0)=i—-2]j
alt) =e'i —4e %t ja0) =i+ 4j

v(t) eli-2e72tj

T(t) = =
I® ||y(t)|| Vae 4t + g2t

T(0) = —
20+ j
N(0) = NG
1 —7v5
ar=a ZzTE(l_S)_T
1 65
ay = a ﬂ=\/—§(2 4) =—

r(t)=2senti+5tj+2costk en [0,m|

dx_2 . dy_5 dz_ ) .
T cos t, rriml i sen

T
s=f J4 cos?t + 25 + 4 sen?t dt
0

= [T V29dt = V29n
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VL.

r(t) =4cos2nti + 4sen2mtj
r'(t)=—-8mwsen2mti + 8mcos2mtj
T(t)=—-sen2mti + cos2mtj

T'(t) = —2mcos2nt i — 2msen2t j

Nir@l] a4

G
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ACTIVIDADES A REALIZAR (Etapa individual)

Seleccione la respuesta correcta:
1. Haller'(t) para r(t) = Wttt jt+Int*k

a) r'(t) = —l+—]+%k
3

b) r'(t) = —l+3ﬁj+%k
3

)T(t)——l+5ﬁ]+ k

d) Ninguna anterior

2. Hallelacurvaturader(t) =4ti— 2tj ent=1
a) 4
)

b) O
c) 2
d) Ninguna anterior

3. Halle la longitud de arcode r'(t) = ti +t?j de [0,4]
4.87

8.15

16.82

Ninguna anterior

a
b
c
d

~— S—

—_— ~—

4. Ladivisién de la derivada del la funcidon vectorial entre su magnitud

Q

) K
b) N(t)
c) T(t)
)

d) Ninguna anterior



0O o o
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La division de la derivada del vector unitario tangente entre su
magnitud

K

N(t)

T()

Ninguna anterior

La divisidn de la magnitud de la derivada del vector unitario tangente
entre la magnitud de la derivada de la funcion vectorial

K

N(t)

T()

Ninguna anterior

Lacurvaturader'(t) =ti+t?j t=1
2

5v5

4

5V5

2z

3V3

Ninguna anterior

Si una particula se mueve a lo largo de una esfera centrada en el
origen, entonces su vector derivada es siempre tangente a la esfera
FoV

La integral definida de una funcidn vectorial es un nimero real

FoV

10.Si el indicador de velocidad de un automoévil es constante, entonces

el automovil no puede estar acelerando F o V



SOLUCION PRACTICA 6 (Etapa individual)

=

a)
b)
c)
c)
b)
a)
a)
vV
F

0O NOURWN

Y
o
-
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PRACTICA 7: “GRAFICA DE UNA FUNCION DE VARIAS VARIABLES”

COMPETENCIA A DESARROLLAR:

Aprender a graficar diferentes tipos de superficies en el espacio,
comenzando con superficies cuadraticas conocidas, extendiéndose a
funciones de varias variables

INTRODUCCION:

Muchas cantidades en la vida real son funciones de dos o mas variables y
en esta practica aprenderemos a representar graficamente ese tipo de
funciones, empezando por comprender las representaciones graficas que
se denominan curvas de nivel. Las curvas de nivel se utilizan para plasmar
en el plano el parametro de una funcion en particular, por ejemplo la altura
de una montafia, el cambio de temperatura de un mapa, entre otros.

Aungue los tres ejes coordenados pueden dibujarse de diferentes maneras,
debe cuidarse que sigan la regla de la mano derecha en su ubicacion.

Una grafica en tres dimensiones bien hecha nos dejara ver el dominio y
rango de la funcién directamente, también podremos tener una idea de la
derivada en cualquier punto de la superficie, y podremos establecer los
limites de integracién para obtener el volumen de cualquier cuerpo en
tercera dimension.

CORRELACION CON OTROS TEMAS DEL PROGRAMA DE ESTUDIO.
APLICACION EN EL CONTEXTO

La graficacidon en tercera dimension se relaciona con la construccion de
graficas en dos dimensiones de practicas anteriores, ya que para dibujar un
solido tridimensional es necesario empezar dibujando la proyeccion en el
plano de dos dimensiones y luego dar la altura a cada punto del plano.

La grafica es la herramienta que nos ayuda a definir con mayor rapidez
cualquier tema del calculo, desde la definicion del limite, continuidad,
derivadas e integrales. Sobre todo en el tema de las integrales multiples, Ia
grafica es una pieza clave en el planteamiento de la integral para resolver
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cualquier situacion que involucre varias variables, principalmente
volumenes, los cuales se verdn en las dos ultimas practicas.

MEDIDAS DE SEGURIDAD E HIGIENE

No requeridas

MATERIAL Y EQUIPO NECESARIO:

Papel para graficar, calculadora y lapiz

METODOLOGIA:

Reunirse en equipo para resolver los ejercicios por medio de lluvia de ideas
y por comparacion

SUGERENCIAS DIDACTICAS

Cuando se construye una grafica, sobre todo en tercera dimension, debe
ponerse atencion a varios detalles fundamentales para que el dibujo final
no arroje errores de apreciacion. La escala de los ejes debe ser la misma,
aunque el eje que da la profundidad puede ser de escala diferente para
contrarrestar ese efecto. De la misma manera debe cuidarse el paralelismo
de todas las trazas para que el dibujo final no quede alterado. También,
para disminuir la complejidad de graficar con tres variables, puede hacerse
primero la proyeccion en el plano de las parejas ordenadas y después
agregar la altura o profundidad de la tercera dimension.

Por otro lado, es aconsejable plasmar todos los datos clave en la grafica,
como funcion, ejes, triadas ordenadas, puntos de inflexion, maximos o
minimos, etc., esto se hace con el fin de que esos detalles sirvan de
auxiliares para cuando se requiera hacer las manipulaciones de cualquier
cantidad de los temas del calculo vectorial, como derivadas, longitudes e
integrales.
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ACTIVIDADES A REALIZAR (En equipo)

V.

Halle y simplifique los valores de la funcion.

1. f(x,y,z2)=/x+y+2z

a) (0,54) b) (68,-3) «c) (46,2) d) (10,-4,-3)

2. f(x,y) = 3xy + y?
a) fx+Ax,y)—f(x,y) b) fx,y+4y)—f(x,y)

Ax Ay

Describa el dominio y rango o recorrido de la funcién

) f(xy) =4 = x* —4y?
) f(x,y) = arccos(%)

Dibuje la superficie dada por la funcién

) f(x,y) =6—2x—3y

Dibuje la grafica de la superficie de nivel f(x,y,z) = c para el valor
de “c” que se especifica.

) f(x,y,2) =4x +y + 2z, c=4
) f(x,y,2) =x*+y2+2z% =9

La temperatura T (en grados celsius) en cualquier punto (x,y) de un
placa circular de acero de 10 metros de radio es:

T =600 — 0.75x2% — 0.75y?

donde x y y se miden en metros. Dibujar algunas de las curvas
isotérmicas.



REPORTE DEL ALUMNO (RESULTADOS)

BIBLIOGRAFIA

Larson, R. (2009). Cdlculo de varias variables. México: Mc Graw Hill
Zill, D. (2015). Matemadticas 3. México: Mc Graw Hill
Purcell, E. (2000). Cdlculo. México: Prentice Hall
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SOLUCIONES PRACTICA 7 (En equipo)

.
1. a) f(0,5,4)=V/0+5+4=3
b) f(6,8—3)=V6+8—-3 =11
0)f(4,62)=VE+6+2=+/12=23

d) £(10,—4,-3) =V10—-4—-3 =3

)f(x+Ax.y)—f(x,y) _ [BGx+Axn)y+y*]-(Bxy+y?)
Ax o Ax

_3xyt3@ny+y’-3xy-yt _ 340y _ a0 40
Ax Ax y,

p) Lyt a1 Cy) _ [3x(y+4y)+(y+4y)?]-Bxy+y?)
Ay Ay

_3xy+3x(zly)+yz+2y(Ay)+(Ay)2—3xy—y2
= Ay

_4y(3x+2y+Ay)
D 3x+2y+ A4y, Ay # 0

. a)f(x,y) =4 —x2 — 4y2

Dominio: 4 — x? —4y2 >0 Rango: 0 <z <2
x2+4y?2 <4
x_ y_<
PR

1
2
x y
4 <

b) f(x,y) = arccos%

Dominio: {(x, y):—1< % < 1}

Rango: 0<z<m



m. a)f(x,y)=6—-2x—3y

b)z = %w/x2 + y?

Af(xy)=e™

72
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a)f(x,y,z) =4x+y+2z c=4

4 =4x+y+2z Plano

b) f(x,y,z) =x*+y*>+z% ¢c=9

9 =x%+4y?+2° Esfera




V.

T = 600 — 0.75x% — 0.75y?

Las curvas de nivel son de la forma:

¢ =600 y c =300
c =500 c=200
c= 100

¢ =600 —0.75x% — 0.75y?

600—c
x%+y% =
0.75

Las curvas de nivel son circulos centrados en el origen
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ACTIVIDADES A REALIZAR (Etapa individual)

Seleccione la respuesta correcta:

1. Halle el valor de la funcién f(x,y) = xseny en el punto (—3,%)

a) %ﬁ b) 2 c) %\E d) Ninguna anterior

2. Halle el valor de la funcién g(x,y) = f;%dt en el punto (4, 1)

a) lni b) —In4 c¢) Las dos anteriores d) Ninguna anterior

3. Determine el dominio de la funcién f(x,y) = In(xy — 6)
a) xy—6=20Db)xy=6 ¢)0=<—6+xy d)Ninguna anterior

4. ¢Cudl es el valor de x en la gréfica de la siguiente funcién: z = y?2?
a) Cero b) (—o0,+00) c)x=y d) Ninguna anterior

5. ¢Cudl es el dominio de la funcién f(x,y) = 8?
a) x,y=0 b)x,y =8 c)x,y = R d) Ninguna anterior

6. La grafica de la funcion f(x,y) = 8 — 2x — 4ypasa por los puntos:
a) —8enelejez,2enelejex,4enelejey

b) 8enelejez,4enelejex,2enelejey

c) 8enelejez,—2enelejex,—4enelejey

d) Ninguna anterior

7. ¢Cudl es la grafica de la funcién f(x,y) = 9 — x% — y2?
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9. ¢Cudl es la gréfica de la funcién f(x,y) = /4 — 2x2 — y2?

a) | b) )
10.¢Cuadl es la grafica de la funcion f(x,y) = el=x*~v*?



SOLUCION PRACTICA 7 (Etapa individual)

=

a)
c)
c)
b)
c)
b)
a)
a)
. b)
10.b)

© PNV R WN
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PRACTICA 8: “DERIVADAS PARCIALES”

COMPETENCIA A DESARROLLAR:

Aplicar los principios del calculo de funciones de varias variables con
derivadas parciales, para resolver y optimizar problemas de ingenieria del
entorno, asi como para mejorar su capacidad de andlisis e interpretacion de
leyes fisicas.

INTRODUCCION:

En aplicaciones de funciones de varias variables suele surgir la pregunta:
¢Como afectaria al valor de una funcidén un cambio en una de sus variables
independientes?, se puede contestar esta pregunta considerando cada una
de las variables independientes por separado. Por ejemplo, para
determinar el efecto de un catalizador en un experimento, un quimico
podria repetir el experimento varias veces usando cantidades distintas de
catalizador, mientras mantiene constantes las otras variables como
temperatura y presion. Para determinar la velocidad o el ritmo de cambio
de una funcidn f respecto a una de sus variables independientes se pueden
utilizar un procedimiento similar. A este proceso se le llama derivacion
parcial y el resultado se llama derivada parcial de f con respecto a la
variable independiente elegida.

CORRELACION CON OTROS TEMAS DEL PROGRAMA DE ESTUDIO.
APLICACION EN EL CONTEXTO.

Este tema esta relacionado directamente con la interpretacién de la
pendiente de la tangente del calculo diferencial ya que se sigue el mismo
analisis, pero en nuestro caso, la interpretacion geométrica se extiende al
analisis de varias variables. Por otro lado, las derivadas parciales nos dan la
base metodolégica para comprender el estudio de la derivada direccional
con sus multiples aplicaciones: gradiente, divergencia y rotacional; y por
ultimo se puede decir que el estudio de las derivadas parciales sirve de
requisito fundamental para la comprension de la integrales iteradas que es
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una herramienta basica en la comprensién de la integracidon multiple en
todas sus formas y aplicaciones, y que por su complejidad sera el tema de
la Ultima practica de este manual.

MEDIDAS DE SEGURIDAD E HIGIENE

No requeridas

MATERIAL Y EQUIPO NECESARIO:

Papel para graficar, calculadora y lapiz

METODOLOGIA:

Reunirse en equipo para resolver los ejercicios por medio de lluvia de ideas
y por comparacion

SUGERENCIAS DIDACTICAS

Para una adecuada comprension del funcionamiento de la derivacion
parcial, el alumno debe conocer y manejar sin error las principales reglas
de derivacion del calculo diferencial, y extender su uso a funciones de mas
de una variable. También debe saber distinguir la diferenciacién parcial y
sus modalidades: implicita, regla de la cadena y de orden superior. Debe
comprender la diferencia entre derivacién parcial y total. Debe comprobar,
entre otras cosas, que las derivadas de orden superior son consistentes en
su resultado, independientemente del orden de ejecucion de las derivadas.
Debe distinguir las formas de resolver derivadas parciales implicitas, asi
como las del tipo donde se aplica la regla de la cadena. Y por ultimo, uno de
las sugerencias mas importantes: el alumno debe optimizar la parte del
proceso denominada simplificacién de resultados.
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ACTIVIDADES A REALIZAR (En equipo)

VI.

) z=

Hallar las dos derivadas parciales de primer orden ax y dy.
x+y

a) z=In—

x—y
Xy
o x2+y2

c) z=-eYsenxy

Utilice la definicion de derivada parcial empleando limites para
calcular f,(x,y) ¥ £, (x,y).

) f(,y)=x+y
) fx,y) = —

xX+y

Calcule la pendiente de la superficie z = e *cos y en las direcciones
de “x” y de “y” en el punto (0,0,1)

Calcule las derivadas parciales de primer orden con respectoax, yy
1

ll_xz_yz_zz'

z de la funcién G(x,y,z) =

Muestre que las derivadas parciales mixtas fiyy, fyxy ¥ fyyx SON

. . s 2Z
iguales para la funcién f(x,y,z) = Ty

TEMPERATURA APARENTE: Una medida de la percepciéon del calor
ambiental por unas personas promedio es el indice de temperatura
aparente. Un modelo para este indice es:

A = 0.885t — 22.4h + 1.20th — 0.544

donde A es la temperatura aparente en grados celsius, t es la
temperatura del aire y h es la humedad relativa dada en forma
decimal (Fuente: The UMAP journal, otofo 1984)

a) HallaraA/0t y 0A/0hsit=30° y h=0.80
b) éQué influye mas sobre A, la temperatura del aire o la
humedad? Explicar.



REPORTE DEL ALUMNO (RESULTADOS)

BIBLIOGRAFIA

Larson, R. (2009). Cdlculo de varias variables. México: Mc Graw Hill
Zill, D. (2015). Matemdticas 3. México: Mc Graw Hill
Purcell, E. (2000). Cdlculo. México: Prentice Hall
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SOLUCIONES PRACTICA 8 (En equipo)

I a)z=lng=ln(x+y)—ln(x—y)
oz __ Y 1 _ _ %
ax  x+y x-y  x2—y2

0z 1 + 1 2y
dy x+y x-y xZ-y?

b) f(x,y) = 7>

_ Py ) -(xy)(2x) _ ¥ -xly
fr(x,y) = (2 +y2)? = (21y2)?

_ (YD) (0)-(ey)(2y) _ ¥3-yix
fy(x' y) - (x2+y?)? T (x2+y2)2

c)z = eYsenxy
“ = yeYcos x
Y y
0z
3y e’sen xy + xeYcos xy

= eY(x cos xy + senxy)

. a)f(x,y)=,/x+y

i) . x+A4x,y)—f(x, . x+Ax+y—./x+y
o _ i FEHANS Y _ e v
dax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

(Jx+Ax+y—[x+y)(Jx+Ax+y+ [x+y)

im
24x—0 Ax([x+Ax+y+/x+y)

1 1
lim =
Ax—0 (Jx+Ax+y+ [x+y)  2\/x+y
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f(x'y) — lim \/x+y+Ay_\/x+y

(x+y)?

lll.  Superficie: z = e ™ cos y

83

dy  Ay-0 Ay Ay—0 Ady
— im (Jx+y+Ay—/x+y)(|/x+y+Ay+ [x+y)
24y—0 Ay(\Jx+y+Ay+. [x+y)
= lim L =1
Ay—0 (\Jx+y+Ay+/x+y) 2. /x+y
b) f(x,7) = —
4 T xty
_ 1 1
A — P LA TCY) g X485y xty iy 1 =
ax  Ax-0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 (x+4x+y)(x+y)
-1
(x+y)?
_1 1
 _ pim FEYEANSEY) iy X008y x4y g -1 —
dy  Ay-0 Aay Ay—0 Ay Ay-0 (x+y+A4y)(x+y)



IV.

z =e *cosy enelpunto (0,0,1)

0z

— = —e*cos
ax Yy

En (0,0):22 = —1

2 — _e*sen
ay )I

En (0,0):% =0

1
1-x2—yZ—72

G(x,y,z)=

X
Gx(x; yl Z) = (1_x2_y2_22)3/2

_ Yy
Gy (x; Y, Z) - (1—x2—y2—zz)3/2

z
GZ(xJ y; Z) = (1_x2_y2_22)3/2

2z
f(x,y,z) = Ty
foy,2) = ——2
(x+y)
-2z
HErD =Gy
4z
fyy(x,y,2) = x1y)?
4
fry(%9,2) = ——

(x+y)3

84
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_ 4z

[yx(x,y,2) = x1y?

—-12z
[yyc(X,y,2) = Tyt

—-12z
[ryy(X,y,2) = Tyt

—-12z
[yxy(%,,2) = Gyt

VI. A =0.885t—22.4h+ 1.20th — 0.544

ad

a) 2-=0.885+1.20h
ot

oA
5 (30°,0.80) = 0.885 + 1.20(0.80) = 1.845

oA _ 22.4 +1.20t
ah_ . .

oA
oy, (30%,0.80) = ~22.4 + 1.20(30°) = 13.6

b) La humedad tiene un mayor efecto sobre A ya que su
coeficiente -22.4 es mas grande (en valor absoluto)que el de t.
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ACTIVIDADES A REALIZAR (Etapa individual)
Seleccione la respuesta correcta:

1. ¢éCudles el signo de la derivada parcial 9z/0dx en el punto(—1,0)de la
siguiente figura?
a) az/dx >0 b) 0z/0x < 0 c)oz/dx =0 d) Ninguna

2. Enlafigura anterior, ¢ Cual es el signo de la derivada parcial az/dy en
el mismo punto?
a) az/dy >0 b)oz/0y <0 c)az/dy=0 d) Ninguna

3. De la misma figura, halle el signo de la derivada parcial az/dx en el
origen

a) az/0x >0 b)az/dx <0 c)oz/dx =0 d) Ninguna

4. Halle la derivada parcial 0z/0y para z = In(x? — y?).

2x -2y —-2x .
a) s b) P c) s d) Ninguna
5. Evalle f, en el punto (1,1) para f(x,y) = S
. y P L) P YY) = m
a) 8/9 b) 10/9 c)7/9 d) Ninguna

6. Calcule la derivada parcial de primer orden con respecto a z de la
X

funcién w = —>—en el punto (3, 1, -1)
X+y+z
a) 0 b) % c)-% d) Ninguna
2
7. Siz = 2xeY — 3ye™* calcule la derivada parcial mixta aicazy'

a) 2eY +3ye™* b) 2e¥ —3ye™ ) 2e¥ +3e™* d) Ninguna
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8. Si f(x,y,z) =e*senyz muestre que las derivadas parciales
fxyys fyxy ¥ fyyx soniguales a:

a) z’e ™ senyz b) —z e™* cos yzc) —z?

e ¥ sen yz d) Ninguna

9. Sif(x,y) =[] (t?—1)dt halle f,(x,y)
a) y2—1 b) 1 — x? c)2t+C d) Ninguna

10.éEn qué punto (x,y) de la funcién f(x,y) = 3x3 —12xy + y3

resulta que f,(x,y) = f,,(x,y) = 0 simultaneamente?

a) (0,0) b) (3247,;7) c) Incisos a)y b) d) Ninguna



SOLUCION PRACTICA 8 (Etapa individual)

b)
c)
c)
b)
a)
c)
c)
a)
b)

=

0O NOURWN

=
o
O

—
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PRACTICA 9: “REGLA DE LA CADENA Y DERIVACION IMPLICITA”

COMPETENCIA A DESARROLLAR:

Aplicar los principios del calculo de funciones de varias variables con
derivadas parciales utilizando, la regla de la cadena y la derivacidon implicita
para resolver y optimizar problemas de ingenieria del entorno, asi como
para mejorar su capacidad de analisis e interpretacidon de leyes fisicas.

INTRODUCCION:

Cuando una funcidn de varias variables esta conectada a un pardmetro en
cada una de sus variables, entonces la derivada parcial de la funcion con
respecto al parametro se vuelve una derivada total. Por ejemplo si z =
f(x,y), donde f es una funcién derivablede xyy, ysix = g(t) y y = h(t),
donde g y h son funciones derivables de t, entonces z es una funcién
diferenciable de t, y:

dz _ 0z dx 0z dy

dt  dxdt 9y dt
Y si la funcion tiene dos variables independientes como parametro,
entonces tenemos:

0z _ 0z dx 0z 0y 0z __ 0z 0x 0z dy

ds dxds 9y ds y at  daxat Ay at
Ademas tenemos una aplicacién de la regla de la cadena para determinar la
derivada de una funcidn definida implicitamente:

Si la funcidén F(x, y) = 0 define a y implicitamente como funcién derivable de
X, entonces:

dy _ F(xy)
dx Fy(x,y)’ Fy (x,y) #0

Si la ecuaciéon F(x, y, z) = 0 define a z implicitamente como funcidn
diferenciable de x y y, entonces:

0z — Fx(x'y'z)
ox  F(x.2)

0z Fy(x,y,z)
ay N FZ(X;Y:Z)’

y F,(x,y,z) #0

este teorema puede extenderse a funciones diferenciables de cualquier
numero de variables.
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CORRELACION CON OTROS TEMAS DEL PROGRAMA DE ESTUDIO.
APLICACION EN EL CONTEXTO

Los temas de derivacién por regla de la cadena y derivacion implicita tienen
la misma base tedrica que cuando se vieron para sélo dos variables, la regla
de la cadena puede hacerse tan extensa como se necesite de acuerdo al
numero de variables que participen en la funcién, y por otro lado la
derivacion implicita es un recurso necesario para utilizarse cuando sea
complicado hacer el despeje de la funcidén analizada.

MEDIDAS DE SEGURIDAD E HIGIENE

No requeridas

MATERIAL Y EQUIPO NECESARIO:

Papel para graficar, calculadora y lapiz

METODOLOGIA:

Reunirse en equipo para resolver los ejercicios por medio de lluvia de ideas
y por comparacion.

SUGERENCIAS DIDACTICAS

El alumno debera practicar primero con derivadas que contengan un sélo
parametro o variable independiente para resolver derivadas totales, y
después debera ser capaz de resolver derivadas parciales encadenadas a
cualquier numero de funciones y variables para aplicar correctamente la
regla de la cadena. Los resultados de la regla de la cadena podran ser
comprobados sustituyendo las funciones secundarias en la funcidn
principal y derivando ésta, los resultados deberan ser equivalentes.

El alumno podra también validar el método de derivacion implicita para
funciones de varias variables comenzando con una funcion que pueda ser
despejada directamente para derivarla explicitamente y después obtener el
mismo resultado de manera implicita.
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ACTIVIDADES A REALIZAR (En equipo)

VI.

VII.

T oxZ+y?

Hallar dw/dt a) utilizando la regla de la cadena apropiada y b)
convirtiendo w en funcién de t antes de derivar.

.WwW=xycosz x=1t, y=t? z= arccost
. W =Xy x =2sent, y=cost

A continuacién se dan las ecuaciones paramétricas de las trayectorias
de dos proyectiles. ¢ A qué velocidad o ritmo cambia la distancia entre
los dos objetos en el valor de t dado?

x; = 48V2t, y, =48V2t—16t2
x, =48V3t, y, =48t — 16t> t=1

Hallar aw/ds y dw/dt utilizando la regla de la cadena apropiada.

. W=xcosyz, x=5s% y=t? z=s-—2t
. w=ze*Y, x=s-—t, y=s+t, z=st

Hallar dy/dx por derivacién implicita
cosx + tanxy + 5 =0
X 2

Hallar las primeras derivadas parciales de z por derivacion implicita
x + sen(y+z)=0

Hallar las primeras derivadas parciales de w por derivacion implicita

w—Jx—y—\y—2z=0

VOLUMEN Y AREA SUPERFICIAL. El radio de un cilindro circular recto
se incrementa a razon de 6 pulgadas por minuto, y la altura decrece
a razon de 4 pulgadas por minuto. ¢Cuadl es la velocidad o el ritmo de
cambio del volumen y del area superficial cuando el radio es de 12
pulgadas y la altura de 36 pulgadas?
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SOLUCIONES PRACTICA 9 (En equipo)

I
1. w=xycos z

zZ = arccost
a) C;—V: = (ycosz)(1) + (xcosz)(2t) +
. 1
(—xy sin2) (- =)

= t2(1) + t(t)(2t) —t(tz)\/l—t2 (_v%)

= t3+2t3 + 3 = 4¢3

d
b) w=t*, == 4¢3
dt

2. w=xy, x=2sent, y= cost
) dw_owdx owdy

at axdt+EE:2yCOSt + x(—sent) =2ycost—

x sent = 2(cos*t — sen’t) = 2 cos 2t

d
b)w=2sentcost = sen2t, d—Mt/= 2 cos 2t

Il. Distancia = f(t) =/ (x3 — x1)%2+ (¥, — y1)% =

= \/[48 +(V3-V2) | +[48t1 —V2]

= 48t/8 — 2v2 — 2V6
f(t) =48V8 —2v2 —2v6 = f'(1)
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M. 1L.w=xcosyz, x=s% y=t? z=s-—2t
ow/ds = cos (yz)(2s) —xz sen (yz)(0) —xy sen (yz)(1)
= cos (st? — 2t3)2s — s?t? sen(st? — 2t3)
ow/0dt = cos (yz)(0) — xz sen(yz)(2t) — xy sen (yz)(—2)
= —2s%t(s — 2t) sen(st? — 2t3) + 2s%t? sen (st? — 2t3)

= (6s%t? — 2s3t) sen (st? — 2t3)

2. w=1ze¥Y, x=s—-t y=s+t z=st

ow/ds = yex/y(l) + _y ex/y(l) + e*/y(t)

— p(s—t)/(s+t) [ _ st t]
s+t (s+t)?

_ o(5-D/(s+t) [st(s+t)—s2t+st2+t(s+t)2]
- (s+1)2

_ e(s £)/(s+t) t(sZ+4st+t?)
(s+t)2

zX x

— ;ex/y( 1)+ -= /y(l) + ex/J’(S)

— o(5—0)/(s+t) —_St_st(s—t)
€ [s+t (s+t)? +S]

_ o(5—)/(s+t) [—51:(s+t)—st(s—t)+s(s+t)2
(s+t)?

_ p(s—D)/(s+t) SEZHEY)

(s+t)?
V.
dy  Fx(xy) _ - senx + y sec’xy
“dx Fy(xy) x secZxy
X d F,(x,
] —y2-6=0 dy _ _Fx(xy)
X +y dx Fy(x,y)

(2 -x2)/(x%+y%)?
(—2xy)/(x2+y?)2-2y

yZ_ 12 _ yZ_ x2

T 2xy +2y(x2+y2)2  2xy +2yx*+4x2y3+2y5
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V. x+sen(y+z)=0
1+ Z—i cos(y+z) = 0 implica que

0z 1 _ N
ox  cos(y+z) secy +2)

(i) (1 + Z—JZ]) cos (y+z) =0 implica que Z—)Z} = -1

VI. F(x,y,zw)=w— /x—y—,/y—-z=0

w __ -Fy 1@x-y Y2 1
ax F, 2 1 T 2 /x—y

ow _—Fy _1(x-y71/2
ay F, 2 1

1 —
+o(y—2)71?

-1 1

dv (2 hdr+ 2dh)_ (Zhdr+ dh)
T ™ a) T dr " de

= (12)[2(36)(6) + 12(—4)]
= 4608m in3/min
S = 2mr(r + h)

ds dr dh)
= 27| @r+ Mo+ r | = 2ml(24 4 36)(6) + 12(-4)]

= 624w in3 /min.
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ACTIVIDADES A REALIZAR (Etapa individual)

Seleccione la respuesta correcta:

1.

a)

Siw = cos (x —y), x =t? y = 1;Halledw/dt utilizando la regla
de la cadena apropiada.
—2t sen (t? — 1)_b)2t sen (t? — 1) c)—2 sen (t* — 1) d) Ninguna

Siw=x%/y, x =t y=t+1, t=1.Evalted?w/dt? utilizando
la regla de la cadena apropiada en el valor de t dado.
4.25 b) 2.45 c)5.42 d) Ninguna

Una primera derivada parcial de x? + y% + z% — 5yw + 10w? = 2
por derivacion implicita es:
2x 5w-2y
b)
5y—20w 20w-5y

c) Incisos ay b d) Ninguna anterior

Halle g—i sitan(x +y) + tan(y +z) = 1:

__sec?(x+y) )secz(x+y)

+ 1 c)Incisosayb d)Ninguna anterior

sec?2(y+z) sec?(y+z)

ow ., VA
HaIIe£5| W=y7, x=0% y=r+0, z=r—20

r2 —27"2

2
. b) > ¢) 3

02

d) Ninguna anterior

. 2 0Z
Siz=e*"; x=u3 y=1u—v?Encuentre —
v

—4wcye"3’2 b) —4xye"3’2 c) 4vxye"3’2 d) Ninguna anterior

Encuentre dy/dx en la ecuacidon y = sen xy.
Yy coS Xy Yy coS Xy —y COS Xy
———— b) c

d) Ninguna anterior
1-x cos xy 1+x cos xy 1-x cos xy

Ehw =xyz, x= t2, y=2 z= et la derivada parcial de z con
respecto a x se llama:
Derivada parcial b) Derivada total c¢) Cualquiera d) Ninguna

Six Iny + y?z + z% = 8. Halle una primera derivada parcial de z.
Iny —Iny Iny
7 b) = ) 2

y«—=2z y~«—2z y“+2z

d) Ninguna anterior
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10.Sea 0 el angulo entre los lados iguales de un triangulo isdsceles y sea
x la longitud de estos lados. Si x se incrementa a razon de % metro
por hora y #se incrementa a razén de =/90radianes por hora. Hallar
la tasa de incremento del drea cuandox = 6y 6 = /4.

a) 5.622m?/h b) 6.255m?/h  ¢)2.566 m?/h  d) Ninguna



SOLUCION PRACTICA 9 (Etapa individual)

=

a)
a)
c)
d)
c)
a)
a)
b)
b)

0O NOURWN

=
o
(2]

—

98



99

PRACTICA 10: “INTEGRAL DOBLE EN COORDENADAS RECTANGULARES Y
POLARES”

COMPETENCIA A DESARROLLAR:

Formula y resuelve integrales multiples a partir de una situacion propuesta,
eligiendo el sistema de coordenadas mas adecuado para desarrollar su
capacidad para resolver problemas.

INTRODUCCION:

En las practicas anteriores se vié como derivar funciones de varias variables
con respecto a una variable, manteniendo constantes las demas.
Empleando un procedimiento similar, se pueden integrar funciones de
varias variables. Ademas, se pueden resolver integrales con multiples
variables; pero de manera practica, se analizara el caso del area de una
region plana mediante la integracion doble y mediante la integral triple,
encontraremos volumenes.

En el caso de la utilizacién de integrales dobles para el calculo de areas, lo
haremos por medio de coordenadas rectangulares y polares. Dependiendo
del caso a veces es mas conveniente utilizar uno de los dos sistemas de
coordenadas.

También se pueden encontrar voliumenes utilizando la integracion doble,
asi como dareas de superficies definidas en tres dimensiones.

Por ultimo, podemos decir que la integral doble también tiene otras
aplicaciones geométricas vy fisicas, entre ellas: masa de una lamina plana,
centros de masa, momentos de inercia y radios de giro.

La forma general de una integral doble para obtener el volumen de una
region solida se desprende de la siguiente definicion:

Si f es integrable sobre una regién plana Ry f(x,y) = 0 para todo (x,y)
en R, entonces el volumen de la region sdélida que se encuentra sobre Ry
bajo la grafica de f se define como:

V=J [f(xy)dA
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CORRELACION CON OTROS TEMAS DEL PROGRAMA DE ESTUDIO.
APLICACION EN EL CONTEXTO

La integracion iterada, que da paso a la integracion multiple, esta
directamente relacionada con el tema de la derivacidn parcial, ya que es su
proceso inverso, y su desarrollo servira siempre como comprobacion..
Dentro de la integraciéon multiple, la integracion doble esta relacionada con
la integral triple porque con ambas técnicas pueden obtenerse voliumenes
de regiones solidas.

El tema de integracion multiple tiene una fuerte dependencia del calculo
diferencial, del calculo integral y de los primeros temas de este mismo curso
de calculo vectorial. Su analisis es definitivamente analogo a los cursos
anteriores pero extendiendo el estudio a mas de una variable.

MEDIDAS DE SEGURIDAD E HIGIENE

No requeridas

MATERIAL Y EQUIPO NECESARIO:

Papel para graficar, calculadora y lapiz

METODOLOGIA:

Reunirse en equipo para resolver los ejercicios por medio de lluvia de ideas
y por comparacion

SUGERENCIAS DIDACTICAS

El alumno debera recordar claramente las principales férmulas de
derivacion e integracion de los cursos anteriores, asi como las técnicas para
su aplicacion y métodos de solucion. Lo anterior servird como una
herramienta que hara mas facil el calculo de las integrales multiples.
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Una vez que el alumno tiene claridad en las férmulas necesarias, entonces
se deberd concentrar en aplicar la técnica de integracion iterada paso a
paso, cuidando siempre el manipular una séla variable a la vez, y tratando
a las demas variables como si fueran constantes.

Se sugieren al alumno varias comprobaciones de sus calculos: Cuando
resuelva una integral iterada, puede comprobarla mediante derivacién
parcial o cambiando el orden de las variables de integracion para volver a
resolver la integral.

También puede cambiar de sistema de coordenadas, en este caso de
rectangulares a polares, con el fin de hacer la integral de las dos formasy
obtener el mismo resultado.

Siempre sera fundamental hacer una buena representaciéon grafica de la
region a evaluar, ya sea un area o un volumen; porque la definicion clara de
los limites de las regiones bajo estudio, hara que los limites de integracién
sean correctamente establecidos y el orden de integracion sea facilmente
elegido. Entonces como paso final, sélo quedara aplicar bien las técnicas de
integracion que se han visto desde cursos anteriores, para definir el
resultado del drea o volumen buscado.
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ACTIVIDADES A REALIZAR (En equipo)

I.  Evaluar las siguientes integrales iteradas:
a) fffl‘/;Zye"‘dydx
b) f:m focose 3r2senfdrd@

Il. Utilice una integral iterada para hallar el area de la region:
. 1
a) Bajolacurvay = —myz <x<5.
b) Entrey =x, y=2x, x =2

lll.  Dibuje la region Ry evalde la integral iterada [, [ f(x,y) dA
a) [y fon/z sen’xcos?y dydx

4
b) f; [} x%y? dxdy

IV. Utilice unaintegral doble para hallar el volumen del sélido indicado:
a) En el primer octante, bajoelplanox +y +z = 2
b) En el primer octante, entre las grificas de z=4—y?%, y=

Xy y=2

V. Evalie laintegral doble [, [ f(r, ) dA:
a) f:“ f:rzsene cosO drd6
b) f:/z f23\/9 —r2 rdrd@

VI. Utilice una integral doble en coordenadas polares para hallar el
volumen del sdlido limitado por las graficas de las ecuaciones:
a) z=x*+y?>+3, z=0, x?+y* =1
b) Interior al hemisferio z = /16 — x2 — y2 y exterior al cilindro
x2 +y%=1.
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REPORTE DEL ALUMNO (RESULTADOS)
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SOLUCIONES PRACTICA 10 (En equipo)
. a) f14 fl\/I 2ye *dydx = ff[yze‘x]‘l/}dx = ff(xe‘x — e ¥dx =
[—xe™*]}

_ 11
=—4et+el=--—=
e e

c) f:M focose 3r2senfdrdf = f:/4[r3sen 015°59do =

f:“ cos30senfdl =
cos*@ /4 11,14 3
-, =Elet-1=w
5 (1/Vx-1 S q1/Vx=1 4, (5 1 _
. a) 51y dydx = [J[yly"" dx = [, —dx
2vx—1], =2
y
A
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T (3 o2 2 _ ([l 2 1 m/2
. a)f, JZsen*xcos’y dydx = |, [Zsen x(y+zsen Zy)]o dx

— ("1 2x (2 =21 -
= Jo ;sen x(z) dx =2 [, (1 — cos2x)dx

= [ (x~3senze)] =5

dy =

4
]4 y7/2_y_5 e 2y9/2_ yS
o \ 3 24)7 7|27 T1aa|

_ 1024 256 _ 256

4 a[x3y2 VY
b) [y 7 x2y? dady = [ [<2],
2 2

27 9 27
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IV. a)Volumenbajoelplanox+y+2z =2

2 2—x

2 [2-x 27 y
j f (2—x—y)dydx=f 2y —xy — — dx
0o Jo ol 2],

(2l o2ge = [l o3P %
_foz(z x) dx—_ 6(J\c 2)]0—3

b) Volumen entre las grificasdez=4—-y? y=x y y=

2 2 412
V=5 Ji(4—y)dxdy = [[(4y - y)dy = |22~ 1| =4
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3 4'
a) f:M f: r’sen@ cos0 drdf = f:m [%senecose]o do =

3

2 3

!(64) senzer/ Y16
0

ud m 313
b) [Z [} VO —rZrdrde = [Z|-3(9- rz)i]2 do =

o] -5
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VI. a)Volumenentre z=x*+y*+3, z=0, x* +y* =1

/2 1 w/2 (4 3p2\1 w/2
V=4j j(r2+3)rdrd0=4j (—+—> d0=4j —de
0 0 0 4 2 0 o 4

_711'

2

4
b)V = f;" [{VI6—rZrdrde = [["| -3 (VI6—1%)?| d6 =
= [, 5V15d0 = 10V15n

= /16 — 22 — 3?2
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ACTIVIDADES A REALIZAR (Etapa individual)
Seleccione la respuesta correcta:

1. En una integral doble debe resolverse primero la integral que

contiene el:
a) ler diferencial b) 2do diferencial  c) Cualquiera  d)Ninguna
2. Evalue la siguiente integral iterada foz fyzy(w + 2x% + 2y?)dxdy
130 140 135 .
a) v b)T C)E d) Ninguna

3. Laintegral doble que determina el area entre las siguientes funciones
xy=9,y=x,y=0,x=9es:

a) f03 fox dydx + f: f09/x dydx b) f01 f; dxdy + f13 f;/y dxdy c)adb
d) Ninguna

4. Laintegral doble que determina el area entre las siguientes funciones
2x—3y=0,x+y=5y=0es:

2 ~5—- 5 .2— 2 .5— '
a) J‘0 f3y/3; dXdy b) fo fgy/J; dxdy C) fO f3y/3; dydx d) Nlnguna

- 2 3 _
5. Evalue la integral en coordenadas polares fon/ fo re~" drd

a) %(1 + e%) b)%(—l + %) c)%(l — eig)d) Ninguna

6. Evalue laintegral en coordenadas polares fon/z fol_cosg(sene)rdrde.

1 2 .
a) p b)g c)g d) Ninguna

7. Con una integral doble determine el volumen entre los planos x =
2, y=2x, z=4,en el primer octante.
a) 2 b) 4 c)8 d) Ninguna

8. Con una integral doble determine el volumen entre los planos x =
4, y=2, z=6—2y,enel primer octante
a) 12 b) 32 c) 48 d) Ninguna
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9. Utilice una integral doble en coordenadas polares para hallar el
volumen del sdlido limitado por las graficas de las ecuaciones
rectangulares z=In(x2+7v?%), z=0, x2+y?>1y x?+y%2 <
4

a) 4n (ln 4 —%) b) 3= (ln 3 —%) c) 4n (ln 3 —%) d) Ninguna

10.Utilice una integral doble en coordenadas polares para hallar el
volumen del solido interior al hemisferio zZ=

J16 —x2 —y2 e interior al cilindro x? + y? — 4x = 0.
a) 2@+ 4) 0)Z@Br-4) 2 @4n-3)  d)Ninguna
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SOLUCION PRACTICA 10 (Etapa individual)

=

a)
b)
c)
a)

c)

0O NOURWN
Q
S
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PRACTICA 11: “INTEGRAL TRIPLE EN COORDENADAS RECTANGULARES”

COMPETENCIA A DESARROLLAR:

Formula y resuelve integrales multiples a partir de una situacion propuesta,
eligiendo el sistema de coordenadas mds adecuado para desarrollar su
capacidad para resolver problemas.

INTRODUCCION:

El procedimiento utilizado para definir una integral triple es analogo al que
se utiliza para integrales dobles. Considerar una funcién f en tres variables
gue es continua sobre una regién sélida acotada. Entonces se encierra dicha
region en una red de cubos y se forma una particidn interna que consta de
todos los cubos que quedan completamente dentro de la region. El
volumen del i-ésimo cubo es:

AVi - AXl Ayl AZl
Que sirve de base para la suma de Riemann:
ie1 f (0, yi,2:) AV,
Tomando el limite cuando la particidn tiende a cero se llega a la siguiente
definicion:
“Si f es continua sobre una region sdlida acotada Q, entonces la integral
triple de f sobre Q se define como:

fo | f(x,y,2)dV = IIEIiIm =1 f (i) AV,

|0

siempre que el limite exista. El volumen de la region sélida Q esta dada por:

Volumen de Q=fo [av
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CORRELACION CON OTROS TEMAS DEL PROGRAMA DE ESTUDIO.
APLICACION EN EL CONTEXTO

La integracidon multiple, sobre todo en los ejercicios de aplicacidn, sirve de
repaso para que el alumno recuerde la interpretaciéon geométrica de la
integral; ya que , al estar graficando las funciones que dan lugar a los
cuerpos solidos, el alumno debe decidir cudl es el mejor orden de
integracion y para esto debe visualizar el cuerpo, primero en el plano y
luego, proyectandolo a la tercera dimension, como un volumen.

Otra vez la derivaciéon parcial es clave como un proceso inverso de la
integracion iterada, y sobre todo para ayudar en el proceso matematico de
“completar el integrando” en cada uno de los tres érdenes de integracion.

La integracion doble de la practica anterior esta estrechamente relacionada
con la integracion triple por el hecho de que en realidad, una integral doble
es una integral triple resuelta en uno de sus tres drdenes de integracion, y
con las dos técnicas se obtienen volumenes.

Las integrales triples en coordenadas rectangulares tienen, en su
complejidad una limitante; cuando es muy complicado resolver una triple
integral por medio de ecuaciones rectangulares, entonces se utiliza una
nueva herramienta que se analizard en la siguiente y ultima practica: las
coordenadas cilindricas y esféricas.

MEDIDAS DE SEGURIDAD E HIGIENE

No requeridas

MATERIAL Y EQUIPO NECESARIO:

Papel para graficar, calculadora y lapiz

METODOLOGIA:

Reunirse en equipo para resolver los ejercicios por medio de lluvia de ideas
y por comparacion



114

SUGERENCIAS DIDACTICAS

En esta prdactica debe hacerse un mayor énfasis en cuidar el detalle de
construir una grafica lo suficientemente clara y grande, de tal manera que
la decisidon sobre los limites de integracidn sea sencilla, y nos lleve a la
eleccién del orden de integracién mas adecuado para nuestro problema.

No se debe dudar en cambiar el orden de integracion en el caso de que
resulte una integral que no sea elemental y nos lleve mucho tiempo
resolverla; es mejor buscar otra opcidn para llegar a una integral lo mas
directa posible.

Antes de empezar a plantear la integral multiple, se debe analizar la figura
para saber si el solido tiene alguna simetria con el fin de concentrarse en
so6lo una parte del sélido y reducir el trabajo al minimo.

Cuando ya se tiene completa la figura, y antes de empezar el proceso de
integracion, el alumno debe ensayar lo mas que sea posible una respuesta
aproximada del volumen del sélido analizado de acuerdo a las coordenadas
utilizadas en los ejes principales; lo anterior le servira para saber si sus
calculos van por buen camino, pero en el caso de que el resultado de su
ejercicio se separe mucho de la realidad a simple vista, serd mejor que
revise a detalle los pasos de los calculos hechos.
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ACTIVIDADES A REALIZAR (En equipo)

I.  Evalue la integral iterada:

a) fogfoy/sty _ zdzdxdy

0
b) fon/z foy/z fol/y seny dzdxdy

[I. Plantear una integral triple para el volumen del sélido indicado:

a) Elsélido acotadoporz=9—x2%, z=0, x =0 y y=2x
b) El sélido que es interior comun bajo de la esfera x% + y% + z? = 80

y sobre el paraboloide z = %(x2 + y?)

[ll. Dibujar el sélido cuyo volumen esta dado por la integral iterada:

a) f03 Js ot f06_x_y dzdydx

2__ 2
o) [ [ [ dzdydx

IV. Utilice una integral triple para hallar el volumen del sélido mostrado:

V. En los siguientes ejercicios, escriba los seis posibles dérdenes de
integracion de la integral triple sobre la regidn sdlida Q.

a) Q ={(x,y,2):x*+y?2 <9, 0<z <4}
b) Q ={(x,y,2):0<x<1,y<1-x% 0<2z<6}
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REPORTE DEL ALUMNO (RESULTADOS)
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SOLUCIONES PRACTICA 11 (En equipo)

y ’ 2—-9x2 y
. a) f09 f03 fo g zdzdxdy = %fog f03(y2 — 9x2)dxdy

1

9
— —J [xy? — 3963](3)’/3
2 Jo

=l vy =[] =

LA m oy 5
b) JZ J2 J; seny dzdxdy = [? f;%dxdy = %fon/ senydy =

[Leoss] " -

Nlr—\

. a) f03 fozx fog_xz dzdydx

b)z=%(x2+yz)=>22=x2+y2
x2+y2+22=22+2z°=80>22+2z-80=0
>(z—-8)(z+10)=0=>z=8=>x2+y2=22z=16

Vi6—x2 4/ 80 -
A== e dzdydx

lIl.  a) Plano superior: x + y + z = 6, lado cilindrico: x*> + y2 =9
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b) Cono eliptico: 4x2 + z% = y?

Iv. a)8 [’ [ “ Jo @iyt dzdydx

a JaZ-x?
=8f f Va2 —x2 — y? dy dx
0

0

)] dx

y
Nromyod B

[ a 1 a 4
_4(2)f0(a x)dx—[Zn(ax 3x )]0_3na

a
= 4f [)’\/az —x2—-y2+ (a2 — xz) arcsen(
(]

f\/ﬁ f36—x2—y2

0 0

6 36—x2
[ [ @6-x2-yrayax
0 Y0

v36—x2

6 1
= 4J [36\/36 —x2 — x2/36 — x2 — §(36 — x2)3/2] dx
0

b) 4 f06 dzdydx =

6

xy 1
=4 [9x 36 — x? + 324arcsen (—) +—x(36 — x2)3/2]
6/ 6 0

= 4(162m) = 648n
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V. a)Q={(xy2):x?2+y?2<9, 0<z<4}
9— x2

j j j xyzdV = f ] f xyzdydxdz
9— x2

= f f f /9y 2 xyzdxdydz

= f f f “9 y 2 xyzdxdzdy

f f /9-y" f xyzdzdxdy

3 (4 /9-—x2
=[50y I oo xyzdydzdx

3 V9-x% 4
=[5 [ [—9_xx2 Jo, xyzdzdydx
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b)Q ={(x,y,2):0<x<1,y<1-x2 0<z<6}

—x2
[fy JxyzdV =3 )3~ [§ xyzdzdydx

1 41— 6
= [, )77 [ xyzdzdxdy

1 6 (1
= fo fo fo Y xyzdxdzdy
xyzdxdydz

= I i

= f01 f06 f01—x2 xyzdydzdx

= f06 fol f01—x2 xyzdydxdz

—~
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ACTIVIDADES A REALIZAR (Etapa individual)

Seleccione la respuesta correcta:

1. Resuelva la siguiente integral triple fol fox f;cy xdzdydx

a) 1?56 - 1) b) 175(1 + i) ) 175(1 - i) d) Ninguna

2. Resuelva la siguiente integral triple f_11 f_11 f_11 x%y?z2dxdydz
a) 8/27 b) 27/8 c)15/7 d) Ninguna

- . . 4 re? 1/xz
3. Resuelva la siguiente integral triple [ [ [, Inzdydzdx
a) 4ln4 b) 4In2 c) 2ln4 d) Ninguna

4. Escriba la integral triple que determina el volumen del sdlido
mostrado entre las graficas siguientes

—v2 a2
a) [, [ [Ydzdxdy )%, [ [ dzdydx

c)f_22 Iy f04_y2 dzdxdy d) Ninguna
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5. éCudl es el volumen resultante del anterior ejercicio?

265 526 256 .
a) o b) = c) = d) Ninguna

6. Utilice una integral triple para determinar el volumen del sélido que
se forma entre las superficiesdey =0 y y = 36 — z2 — x?

a) 648m b) 6841 c) 468m d) Ninguna

7. Halle la integral triple que determina el volumen en el siguiente
solido del primer octante:

6 4—2x/3 3-x/2-3y/4 6 4—2x/3 3-x/2-3y/4
a) Jo o T ST dzdxdy b) [y [T [T dzdydx
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8. Encuentre el volumen V del sélido acotado por las graficas de x = y?,
4—x=y2 z=0, z=3.
a) 16v2 b) 143 c) 18v2 d) Ninguna

9. Encuentre el volumen V del sélido acotado por las graficas de y =
x2+z% y=8-—x%—-2z%
a) 14n b) 16n c) 18n d) Ninguna

10.Integral triple para hallar el volumen de una esfera de radio 2
a (Va—x2 \J4-x2-y2
a) 8 [, Jy dzdydx

b) 8 foa fo\/az_xz_yz fO\/aZ_xz dzdydx c) Ninguna
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SOLUCION PRACTICA 11 (Etapa individual)
c)

a)
c)
a)
c)
a)
b)
a)
b)

=

0O NOURWN

[y
o
Q

S
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PRACTICA 12: “INTEGRAL TRIPLE EN COORDENADAS CILINDRICAS Y
ESFERICAS”

COMPETENCIA A DESARROLLAR:

Formula y resuelve integrales multiples a partir de una situacion propuesta,
eligiendo el sistema de coordenadas mas adecuado para desarrollar su
capacidad para resolver problemas.

INTRODUCCION:

Muchas regiones sélidas comunes como esferas, elipsoides, conos y
paraboloides pueden dar lugar a integrales triples dificiles de calcular en
coordenadas rectangulares. De hecho, fue precisamente esta dificultad la
gue llevé a la introduccion de sistemas de coordenadas no rectangulares.
en esta practica se aprendera a usar coordenadas cilindricas y esféricas para
evaluar integrales triples.

Recordemos que la conversion de coordenadas cilindricas a rectangulares
se obtiene asi:

X =1cos0 y=rsenf y zZ=z
y la conversion de coordenadas esféricas a rectangulares es:

x=psenpcosd y=psen¢senb y zZ=pcoso

CORRELACION CON OTROS TEMAS DEL PROGRAMA DE ESTUDIO.
APLICACION EN EL CONTEXTO

Esta prdctica es la segunda parte del tema de integracion triple que inicia
en la practica anterior, complementa los tipos de situaciones que se pueden
presentar al tratar de determinar el volumen de una regién sélida en
tercera dimensidn, sobre todo cuando no es practico resolver un problema
en coordenadas rectangulares.

Asi como una integral doble puede resolverse también en coordenadas
polares por facilidad; la integracion triple cambia las coordenadas
rectangulares por cilindricas o incluso por esféricas.
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Esta practica constituye la culminacion del tema de calculo vectorial ya que
su nivel de complejidad exige que sean dominados los temas anteriores
tales como: dominio, rango y grafica de una funcidn de varias variables,
derivacion parcial e integracion iterada, asi como la integraciéon multiple en
diversos tipos de sistemas de coordenadas.

MEDIDAS DE SEGURIDAD E HIGIENE
No requeridas
MATERIAL Y EQUIPO NECESARIO:

Papel para graficar, calculadora y lapiz

METODOLOGIA:

Reunirse en equipo para resolver los ejercicios por medio de lluvia de ideas
y por comparacion

SUGERENCIAS DIDACTICAS

El alumno debera dominar las ecuaciones que sirven para transformar
sistemas de coordenadas, y deberd visualizar en qué situaciones es mas
conveniente cambiar de sistema de coordenadas para que la integral sea
mas facil de resolver. Incluso debe saber decidir cuando es mas conveniente
utilizar coordenadas cilindricas o esféricas como recurso auxiliar.

Debe iniciar haciendo ejercicios de figuras con varios limites constantes,
luego ejercicios que involucren figuras con simetria para poder reducir el
trabajo convenientemente, después debe animarse a resolver ejercicios
mas complicados, recordando que debera volver a hacer estos mismos
ejercicios cambiando el orden de integracidon cuantas veces sea necesario
para que le sirva de comprobacién de los ejercicios resueltos.

Cuando un ejercicio transformado a un sistema de coordenadas auxiliar
resulta mas facil de resolver se ve la verdadera utilidad de la existencia de
estos recursos matematicos, y el por qué de la necesidad y pertinencia de
incluirlos en los programas de estudio de los cursos de Célculo.
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ACTIVIDADES A REALIZAR (En equipo)

I. Evalue las siguientes integrales iteradas:
/2 T 2 _,3
a) fy Iy Jy e p*dpdode

b) f:“ f:“ focos¢ p*sen¢cospdpdOde

Il. Dibuje la region sdlida cuyo volumen esta dado por la integral
iterada, y evalue la integral iterada

2
a) [ 7 rdzdrd@
2
b) [27 [ 37 rdzdrde

lll. Convertir la integral de coordenadas rectangulares a coordenadas
cilindricas y a coordenadas esféricas, y evaluar la integral mas
sencilla.

a) foz fo = fo oy V% +y* dzdydx
) fy [ T

+ y2 + 22 dzdydx

IV. Utilice coordenadas cilindricas para hallar el volumen del sélido
interior a x? + y% + z% = 16 y exteriora z = \/x2 + Y2,

V. Utilice coordenadas esféricas para calcular el volumen del sdlido
comprendido entre las esferas:

x> +y?*+z2=a%* y x*+y*+z*=b% b>a

e interior al cono z* = x* + y2.
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REPORTE DEL ALUMNO (RESULTADOS)
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SOLUCIONES PRACTICA 12 (En equipo)
2
La) [T [Fe P’ prdpdad = [T [T [_ie—l’3]0d9d¢ _
2 w1 _ 2 _
2l a-e®dodp == (1-e®),

’ fn'/4- fn/4 ch$¢ ZsengcospdpdOdd =
L[ [ sengcospcos*0d0ds

= %f:/‘} f:M sengcosgp[cosd(1 — sen?0)] dod¢

/4

d¢

3
— % f: * sengpcose [sene - 0]0

_ 5V2 (m/4
=3¢ Jo sen¢cospdep = [

5v2 senza]"/ * sz
o 144

4 —2 n —r2
W a) [ [ rdzdrde =[2[’ [ redrde =

E

(1 -e)do=2(1-e")

0o 2




3 —rz 3
b) [ 2T rdzdrde = ffr(s—rz)drde

V3
2m [3r r 2w 9
o B -5, de =150 =

n.  a) foz Jo Aot Jo o= y" X + y? dzdydx =

/2 2 16-12 8772
j j f r2dzdrdd = — — 2mV/3
0 0 Y0 3

n/2 rm/6 (4
f j f p3sen*¢pdpdepdo
0

n/2 rm/2 (2cscPh
j j f p3sen*pdpdpdo

b) fol Jo o Jo e VX% +y?+ 2% dzdydx =

/2 J1-r2 T
f j j rvr2+z2 dzdrd6 =3

2 2 A1
I 137 [y pPseng dpdgpde =

130
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Volumen del sélido interior a x? + y% + z? = 16 y exterior a z =

VX% + y2,

V = Volumen del hemisferio inferior
+ 4(volumen del primer octante)

2
==E§7t(493

/2 2V2

rdzdrd@

0 0
n/2 4  16-12
+ f j j rdzdrd@
0 2270

2V2

_128m /2

r¢drd6

/2 4
+ J j 16 — r2drd@
0 2v2

4
128n+4[8\/—1t+ fon/Z [—%(16—1‘2)3/2]

de]
2V2

128n

44 [8\/_1: sﬁn] _ 1281t+ 64\/_11 641

3 3 3

—(2+V2)
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V. Volumen del sélido comprendido entre las esferas:

xX*+y*+z2=a®> y x> +y*+z*=b?% b>a

e interior al cono z* = x* + y?.

exterior x’+y°t + 22 =1

i =,+Zz w a2

V=28 f:M f:/z f: pisengpdpdOde <= Incluye conos inf.y sup.

_ 8 3 3 11'/4- 1!'/2 _ 4n 3 3 1!'/4 _
=;(b°—a ),y sengpdbd¢ = 5 (b’ —a ) [, senpdgp =

4 /4 \/E 4
— [?Tl' (b3 _ aS)(_cosd))]o = <1 — 7);(113 — a3) =

=22 -VD)(H* -a?)
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ACTIVIDADES A REALIZAR (Etapa individual)
Seleccione la respuesta correcta:

1. Convierta el punto (1,—1,—9) de coordenadas rectangulares a
cilindricas

a) (V2,-1m/4,—9) b) (v2,1/2,—9) c) (v2,—1/6,—9) d) Ninguna

2. Convierta el punto (5,m/2,1) de coordenadas cilindricas a
rectangulares

a) (0,5,1) b) (1,0,5) ¢) (1,5,0) d) Ninguna

3. Convierta la ecuacién x? + y? — z? = 1a coordenadas cilindricas.
a) r—z2=1 b)vr—2z2=1 «¢)r?—=2z2=1  d)Ninguna

4. Convierta la ecuacién r = 5 sec6 a coordenadas rectangulares.
1

a) X =: b)x =5 c)x =5 d) Ninguna

5. Resuelva la integral fon/zfozfoz_rrzdzdrdH en coordenadas

cilindricas.

a) 3 b) c) d) Ninguna

NN |
(o) I

6. Resuelva la mtegralf fn/4 fcos¢ Zsen¢dpdpd en coordenadas

esféricas.

a) g b) c) d) Ninguna

ala
N

7. Convierta la integral [ f\/ﬁfzﬂz xdzdydx a coordenadas
cilindricas
2 (2 (4 o 2 (2 4 o :

a) [, J, J2r*cos8dzdrdd b) [ [, [ r?cos6drdzdf c)Ninguna
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8. ¢éCual es el resultado de la integral del ejercicio anterior?
a) -2 b) 0 c)2 d) Ninguna

9. Determine la integral en coordenadas esféricas para calcular el
volumen del sélido comprendido entre las esferas:

x2+y2+2z2=3%2 y x2+y?+z2=4% b>a
e interior al cono z? = x% + y2.

a) 8f0n/2 fon/4 f: p*sengdpdfdep b) 8f0n/4 fon/z f:pzsendbdpdé?dgb
c¢) Ninguna

10.¢Cual es el volumen resultante de la integral del ejercicio 9?
a) 54.26 b) 64.52 c) 45.62 d) Ninguna
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SOLUCION PRACTICA 12 (Etapa individual)

=

a)
a)
c)
b)
c)
a)
a)
b)
b)

0O NOURWN

=
o
(2]

—



