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Resumen

En esta tesis se trabaja con un sistema mecanico subactuado, es decir, un sistema que tiene
menos actuadores que grados de libertad a controlar; esto significa que algunos elementos no estan
sujetos a la accion directa de un actuador. Para este trabajo de investigacién, el sistema subactuado
bajo estudio es el sistema carro-péndulo de Quanser.

El problema del péndulo invertido es un tema de control que se ha estudiado ampliamente; esto
debido a que el sistema es altamente no lineal, inestable, de fase no minima y subactuado.

En la literatura cientifica se encuentra toda una gama de controladores utilizados para sistemas
subactuados, por lo que se hizo una investigacién del estado del arte para hacer una selecciéon de
los controladores més representativos (actuales y cldsicos). Se opté por elegir dos controladores no
lineales para realizar pruebas de simulacion y ensayos experimentales al sistema, los cuales son:
Control Basado en Energia (CBE) y el Control por Modos Deslizantes (SMC). Se escogieron estos
controladores ya que son los méas faciles de implementar a este tipo de sistemas.

Primeramente se trabaja con el Control Basado en Energia: este un controlador no lineal que
efectia el trabajo de levantar el péndulo hacia la parte vertical superior (swing-up). Para estabilizar
el péndulo en la posicién vertical superior del péndulo se utiliza un controlador lineal LQR, (Linear-
Quadratic Regulator).

El Controlador por Modos Deslizantes tiene como objetivo hacer que las trayectorias del estado
converjan a una superficie de deslizamiento definida y deslizarse hasta llegar al equilibrio.

De este trabajo resulta un andlisis de comparacién de controladores con la intencién de evaluar
el desempeno de la respuesta del sistema en cuanto a rapidez, precisién, exactitud, robustez,etc. Lo
anterior nos permitié conocer de manera més objetiva las diferentes caracteristicas de los contro-
ladores aplicados al carro-péndulo.



Abstract

In this thesis, we work with an under-actuated mechanical system, that is, a system that has
fewer actuators than degrees of freedom to control; this means that some elements are not subject
to the direct action of an actuator. For this research work, it is used the Quanser cart-pendulum
system.

The inverted pendulum problem is a control issue that has been studied extensively; this is
because the system is highly non-linear, unstable, non-minimal phase and under-actuated.

In the scientific literature there is a whole range of controllers used for under-actuated systems,
so an investigation of the state of the art was made to make a selection of the most representative
controllers (current and classic). The choice of controllers was chosen to perform simulation tests
and experimental tests on the system, which are: Energy Based Control (EBC) and Sliding Mode
Control (SMC). These controllers were chosen and they are the easiest to implement to this type
of systems.

First, we work with the Energy Based Control: this is a non-linear controller that does the work
of lifting the pendulum towards the upper vertical part. To stabilize the pendulum in the upper
part, a linear LQR (Linear-Quadratic Regulator) controller is used.

The Sliding Mode Control aims to make the trajectories of the state converge to a sliding surface
defined and slid until reaching equilibrium.

The result of this work is a comparison analysis of controls with the intention of evaluating the
performance of the response of the system in terms of speed, accuracy, robustness, etc. The above
is aimed at knowing more objectively the different characteristics of the controllers applied to the
cart-pole system.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

En los tltimos anos, ha habido un gran interés en el desarrollo de algoritmos de estabilizacién
de los sistemas mecanicos subactuados. Esto proviene de la necesidad de estabilizar sistemas como
barcos, vehiculos submarinos, helicépteros, aviones, dirigibles, aerodeslizadores, satélites, robots que
caminan, etc., que pueden ser subactuados por diseno. Hay ocasiones en que los actuadores que se
encuentran en los sistemas mecdnicos son caros y/o pesados y por lo tanto a veces se evitan en el
diseno de estos [1,2].

La clase de sistemas mecanicos subactuados son abundantes en la vida real por diferentes ra-
zones, por ejemplo, como resultado de elecciones de diseno motivadas por la bisqueda de los dis-
positivos de ingenieria menos costosos o como resultado de un régimen de fallo en los sistemas
mecénicos totalmente accionados [3].

Durante los ultimos 50 afios, las aplicaciones aeroespaciales y robdticas permanecieron como
algunas de las fuentes mas influyentes de la motivacién para el andlisis y control de los sistemas
mecanicos y sistemas no lineales precisos y de gran exactitud. El peso del equipo es de suma im-
portancia. Los cohetes espaciales con destino tienen una carga util limitada, esto ha alimentado
la investigacién de sistemas mecanicos subactuados. La idea es simplemente reducir el peso de
cualquier manipulador robdtico mediante la reducciéon del nimero de motores, que a menudo son
las partes més pesadas y dificiles de manejar. Algunos ejemplos de esto son los robots bipedos y los
drones [2,4].

También existen aplicaciones mas especificas, como en el ambito de las operaciones navales,
donde el combustible y raciones se suministran a un buque de la marina de un barco de suministro
utilizando una gria oscilante. Bajo un estado de alta mar, el movimiento relativo de los dos buques
se vuelve lo suficientemente importante para las operaciones de carga y descarga. En aplicaciones
espaciales, cuando un brazo robdtico se extiende y cualquiera de los motores tiene un mal fun-
cionamiento del brazo, la inica solucién es abandonar la tarea, a menos, de utilizar un algoritmo
subactuado para recuperarla [2].

Dicho todo esto, las consideraciones de costo, peso, consumo de energia y estructura de diseno

Ing. Adridn Fco. Gallardo Tullez 1



CAPITULO 1. INTRODUCCION

del sistema, pueden motivar a los constructores para crear vehiculos subactuados. Es asi que hay
una necesidad de desarrollar nuevas técnicas de control aplicables a los sistemas mecanicos subac-
tuados [1,2].

Todas las investigaciones referentes al tema en general se centran en la obtencién de algoritmos
de control para los sistemas mecanicos subactuados. Ya que este objetivo general es dificil de lograr,
todos los investigadores han simplificado la tarea estudiando los sistemas mecénicos simples. Algunos
de estos sistemas representan puntos de referencia académicos y forman parte de un laboratorio
de control estandar como el péndulo invertido, el péndulo invertido rotacional, el pendubot, el
manipulador plano con resortes entre los enlaces, el péndulo impulsado por una rueda giratoria,
la bola y viga, y el PVDA (plano vertical de despegue y aterrizaje) de aviones. A pesar del hecho
de que son sistemas mecédnicos simples, representan un desafio para la comunidad de control no
lineal [2].

1.2. Planteamiento del problema

Hoy en dia la tecnologia crece a pasos agigantados por lo que el ser humano busca la forma de
adaptarse lo mas rapido posible a estos cambios repentinos y tener una manera de controlar los sis-
temas que se encuentran interactuando en su entorno. Del mismo modo el control ha evolucionado
drasticamente, por lo que se requiere estar actualizandose continuamente en este tema y, gracias a
esto, el hombre estudia la manera de obtener el mejor control sobre los sistemas [1].

Se han disenado métodos de control que operan de manera adecuada para sistemas subactu-
ados y han sido objeto de estudios desde hace varios anos, entre los que estdn: PI (Controlador
Proporcional Integral), PID (Controlador Proporcional Integral Derivativo), Control H,, Control
Adaptable, Control Basado en Energia y Control por Modos Deslizantes, por mencionar algunos.

De manera general, en el ambito de control, cuando un investigador hace una publicacién, este
siempre busca dar argumentos véalidos en como su trabajo mejora o supera al trabajo de otros. Sin
embargo, casi siempre se carece de una comparacion fiel y justa entre resultados obtenidos.

Lo anterior situacién no es ausente en el contexto de sistemas subactuados. Por lo tanto, se pre-
tende hacer una investigacién del estado del arte para, primeramente, conocer las nuevas propuestas
de control publicadas en los tltimos anos, y segundo, hacer una seleccién de los controladores més
representativos (actuales y cldsicos) para ser llevados a evaluacién y obtener una comparacién fiel
en cuanto a desempeno.

1.3. Hipdtesis

Es posible seleccionar al menos dos tipos de controladores para un sistema mecénico subactuado
que presenten las mejores caracteristicas de desempeno entre los que se encuentran en la literatura.

Ing. Adridn Fco. Gallardo Tullez 2



CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.4. Objetivo

Este trabajo tiene los siguientes objetivos general y especificos.

1.4.1. Objetivo general

Evaluar por medios analiticos y experimentales dos técnicas de control adecuadas para un sis-
tema mecanico subactuado.

1.4.2. Objetivos especificos

1. Disenar dos controladores utilizando distintas técnicas para sistemas mecanicos subactuados.

2. Hacer una comparativa de los controladores disenados tomando en cuenta las caracteristicas
mas relevantes para su implementacién.

3. Implementar los controladores al sistema carro-péndulo, que acorde al desempeno previsto en
simulaciones, permita el control del sistema.

1.5. Justificacién

Debido a que los actuadores en los sistemas mecédnicos son caros y/o pesados, a veces se evitan
en el diseno de estos. En un sistema mecénico subactuado se busca reducir el peso mediante la
reduccién del nimero de motores que a menudo son la parte més dificiles de manejar [2].

Muchos sistemas de control que se pueden observar en la vida real, tales como: robots méviles,
robots caminantes, robots nadadores, cohetes espaciales, satélites, aviones de despegue vertical,
helicépteros, proyectiles, vehiculos submarinos, barcos, buques de superficie, etc., son ejemplos de
sistemas subactuados cuyo control esta fuertemente ligado al sector industrial, puesto que han ayu-
dado considerablemente a la mejora de la calidad de los productos fabricados, al aumento de la
eficiencia de los procesos, a la minimizacién del consumo de energia, entre otros, convirtiéndose la
ingenierfa de control en una parte medular para el avance de la ingenierfa y la ciencia [5].

Sabiendo la importancia de trabajar con sistemas subactuados, se pretende obtener mediante
evaluacion en simulacién y ensayos experimentales, los controladores con mejores caracteristicas
de desempeno para sistemas mecédnicos subactuados considerando los controladores mas actuales y
representativos que existen en la actualidad.

1.6. Metas y alcances

Disenar dos estrategias de control para sistemas mecanicos subactuados, y hacer una compar-
ativa de los controladores tomando en cuenta las caracteristicas més importantes de desempeno
(tiempo de respuesta, oscilaciones, etc). Posteriormente, pasar a la implementacién de las estrate-
gias de control en el sistema carro-péndulo de QUANSER, y asf realizar una evaluacién mediante
simulaciones y ensayos experimentales.

Ing. Adridn Fco. Gallardo Tullez 3



CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.7. Descripciéon de la estructura de la Tesis

Esta tesis cuenta con seis capitulos:

En el capitulo 2 se obtiene el modelo matematico no lineal del sistema mecanico subactuado
utilizando la Segunda Ley de Newton y la formulacién Euler-Lagrange. A continuacién se obtiene el
sistema en espacio de estados linealizado alrededor del punto de operacién y se presenta una breve
descripcion técnica del sistema carro-péndulo de Quanser utilizado en este trabajo de tesis.

En el Capitulo 3 se desarrollan dos controladores no lineales los cuales seran aplicados al sistema:
el Control Basado en Energia y el Control por Modos Deslizantes.

En el Capitulo 4 se hace la validacién en simulacién de los dos controladores y de un Control PD
de posicién y PD de velocidad que proporciona el programa de QUANSER, utilizando SIMULINK
de MATLAB.

En el Capitulo 5 se validan los controladores en forma experimental.

En el Capitulo 6 se dan las conclusiones y planteamientos futuros sobre este proyecto de inves-
tigacion.

Ing. Adridn Fco. Gallardo Tullez 4



CAPITULO 2. MODELADO DEL SISTEMA

Capitulo 2

Modelado del sistema

En éste capitulo se presentan el modelo matematico del sistema subactuado carro-péndulo y
parametros del modelo. Todo ello con la finalidad de tener una base matematica para el desarrollo
de los controladores en el Capitulo 3.

2.1. Antecedentes del caso de estudio

El péndulo invertido ha sido una herramienta clasica en los laboratorios de control desde los anos
50. Originalmente eran utilizados para ilustrar las ideas en el control lineal como la estabilizacion
de sistemas inestables [6].

El problema del péndulo invertido es un tema de control que se ha estudiado ampliamente. Esto
es debido a que el sistema presenta multiples retos para el diseno de cualquier tipo de controlador,
va que el sistema es no lineal, inestable, de fase no minima y subactuado. Ademaés presenta efectos
parasitos como la friccién, el juego entre engranes, la tensiéon de las bandas y la saturacién de la
entrada [7].

Algunos trabajos previos desarrollados sobre carros péndulo son los siguientes: en [5] se presenta

- . ] —

Figura 2.1: Implementacién del Péndulo Invertido
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CAPITULO 2. MODELADO DEL SISTEMA

una metodologia que permite implementar un control adaptable al péndulo invertido, la cual utiliza
el método de minimos cuadrados recursivo para identificar un modelo dindmico digital de la planta
y luego, con los pardmetros estimados de la misma, sintonizar en tiempo real un control por reubi-
cacion de polos, donde se toma la conclusién de que en comparacién con los modelos desarrollados
con base en leyes fisicas, los modelos obtenidos a partir de identificadores paramétricos presentan
grandes ventajas, dado que estos se ajustan mejor a la dinamica del sistema, sin despreciar ningin
fenémeno perceptible, lo que hace que el control sea més robusto.

Se ha desarrollado un Controlador Difuso Adaptable (AFLC, por las siglas en inglés de Adap-
tive Fuzzy Logic Control), originalmente propuesto en [8] donde se comenta que este controlador
muestra una gran estabilidad con respecto a otros controladores, ya que mediante el uso de sistemas
difusos se estiman funciones de un sistema parcialmente conocido; en [9] se presenta el tema de un
controlador difuso de modo deslizantes tipo switching, donde todos sus resultados de simulacién
fueron efectivas y los resultados experimentales demostraron que los esquemas de control propuestos
son validos y efectivos para las aplicaciones en ingenieria del mundo real.

En [10] se presenta el procedimiento de disefio de implementacién de un controlador difuso
TKS(Takagi-Kosko-Sugeno) utilizando sintonia ANFIS(siglas en inglés de Adaptive Neuro-Fuzzy
Inference System), que a pesar de solo llegar a la parte de simulacién, se concluye un desempeno
satisfactorio del controlador difuso; en [11] se disena y se describe un controlador digital difuso tipo
Mamdani en un FPGA con la meta final de estabilizar el sistema del péndulo invertido, presentando
una mejor respuesta y en tiempo real debido a que el procesamiento paralelo inherente del FPGA
demuestra que responde més rdpido que el control procesado dentro de una PC; y en [12] se pro-
pone un control de supervision difusa, que es una combinacién de control de estabilizacion difusa y
cambio de angulo del objetivo difuso, exponiendo que el esquema propuesto reduce eficazmente el
nimero de reglas base, reduciendo los esfuerzos computacionales, y mejorando el rendimiento.

Se presentan articulos donde proponen la aplicaciéon de dos estrategias de control, por ejemp-
lo, [13] donde una estrategia la usan para swing-up y la otra para estabilizacién en el punto de
equilibrio inestable a partir de desigualdades matriciales lineales (LMI, por las siglas en inglés de
Linear Matrix Inequality), comentando finalmente que el funcionamiento del control para swing-up
requiere sélo un 25 % de magnitud de sefial de control, lo que establece usar la energia necesaria para
llevar el péndulo cerca al punto de equilibrio inestable y que existe una suave conmutacién entre
los controladores de swing-up y estabilizacion lo que permite controlar satisfactoriamente el péndulo.

Y en [7] se presenta el control de un carro péndulo como un sistema de cuarto orden. Esto quiere
decir que para realizar el control del péndulo, se utilizaran los cuatro estados del sistema: posicién
y velocidad del péndulo, y posicion y velocidad del carro; los resultados obtenidos en simulacién
fueron muy satisfactorios y bastante aceptables.

Se encuentran otras técnicas de control en la literatura por lo que se realizd una investigacién del
estado del arte, de los cuales se obtuvieron 2 de los controladores mas actuales y facil de implementar
en el sistema subactuado carro-péndulo.
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CAPITULO 2. MODELADO DEL SISTEMA

2.2. Modelado matematico del sistema fisico

Para investigar el comportamiento de sistemas ante perturbaciones externas y modifcacién de
sus variables, asi como consecuentemente el disenio de controladores, se usan dos enfoques difer-
entes. Uno es el tedrico, y el otro es el experimental. En el enfoque tedrico, es requerida una
representacion matematica del sistema con la finalidad de investigar su comportamiento dindmico.
Esta representacién viene dada pon un conjunto de ecuaciones diferenciales cuya solucion lleva a
obtener el comportamiento dindmico del proceso [14].

g, Y4

Vi
% N/
¢

°) (o)

7
Figura 2.2: Esquematico y variables para el modelo del péndulo

En este caso, la obtencion de las ecuaciones matematicas del sistema carro-péndulo se deriva de
utilizar la segunda Ley de Newton y la formulacién de Euler-Lagrange [2].

Segunda Ley de Newton
Tomando en cuenta la figura 2.2, las coordenas del centro de masa del péndulo (zg,yq) son:

rqg =x +1sinf

yg = lcosé. (2.1)

Aplicando la segunda Ley de Newton en la direccién x, obtenemos:

d’x e
f= MZgtm—s
d?x d? .
= MW—me(x—l-lSln@)

d .
= Mi+m (x + la(cos 9)9)
= MZZ+mi+ml ((cos 0)6 — (sin 9)92)
= (M +m)i — mi(sin 6)6% + mi(cos 0)f (2.2)

donde x es la posicion del carro, & la velocidad del carro, 8 la posicién del péndulo y 6 1a velocidad
del péndulo.
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CAPITULO 2. MODELADO DEL SISTEMA

El movimiento rotacional del péndulo incluye dos fuerzas: la fuerza que ejerce la gravedad y la
fuerza que ejerce la aceleracién del carro. De hecho, cuando el carro estd en movimiento acelerado,
este aplica una fuerza sobre el péndulo. El momento de la fuerza que ejerce la gravedad esta repre-
sentado por mglsin @ y el momento de la fuerza que ejerce la aceleracion del carro estd dado por
—mi cos 6.

La segunda Ley de Newton establece que la derivada del tiempo del momento angular (estado
de rotacién del cuerpo alrededor de un punto fijo) es igual al momento de las fuerzas aplicadas
sobre el sistema. Entonces, se obtiene:

(I +mi?)0 = mgl sin 6 — mli cos . (2.3)

En donde M es la masa del carro, m la masa del péndulo, [ la distancia desde el eje de giro al centro
de gravedad del péndulo, g la fuerza de gravedad, x la distancia del centro de masa del carro desde
la posicién inicial, 6 el angulo del péndulo con la posicién vertical, I la inercia del péndulo sobre su
centro de gravedad y f la fuerza aplicada al carro.

Finalmente, las ecuaciones (2.2) y (2.3) describen el comportamiento dindmico del sistema.

Ecuaciones Euler-Lagrange.

Para calcular la funciéon de Lagrange, se utiliza la energia cinética y la energia potencial del
sistema.
La energia cinética del carro esta dada por

y la energia cinética del péndulo

miG2  myG? 162
Ky=—F—+—5—+— (2.5)

Sumando (2.4) y (2.5), se obtiene la energia cinética total del sistema:

K= Ki+ K>
1 . 1 .
= 5(M+m)j;2‘ +mli6 cos O + 5(Ierl?)e?. (2.6)
La energia potencial es:
P =mgl(cosd —1). (2.7)

La funcién de Lagrange se obtiene de la diferencia entre (2.6) y (2.7), teniendo como resultado:

L= K-P
1 . 1 .
= §(M +m)i? + mli cos O + 5(] +mi*)0* — mgl(cos 0 — 1). (2.8)
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CAPITULO 2. MODELADO DEL SISTEMA

Las ecuaciones de movimiento correspondientes del sistema se derivan usando las ecuaciones de

Lagrange:
d(oL\ oL . . .
ai\ 9z ) "o =S T Pt

d(oL\ oL
dt\os) o0~

en donde B,y y B son el coeficiente de amortiguacién viscoso del carro y del péndulo respectiva-
mente.
Desarrollando (2.9), se tiene:

(2.9)

(M 4 m)d + mlf cos 6

S RI2 TR =R

= mlicosf+ (I +mi*)f

= mglsing — mli6 sin 6

00

(5
(
5
(&

y finalmente se obtienen las ecuaciones de movimiento (2.10).

(M + m)i + mif cos — mlf?sinf = f — Beyi
) (2.10)
mli cos @ + (I +mi?)8 — mglsinf = —B,0
En base a (2.10), o a las ecuaciones (2.2) y (2.3), el sistema puede ser representado en una forma
estandar como se muestra a continuacion:

M(g)i+ C(q,¢)g+ G(q) = 7. (2.11)

dénde M (q) es la matriz de inercia, C(q, ¢) la matriz de Coriolis y efectos de disipacién, G(q) la
matriz de efectos gravitatorios, y ¢ es el vector de estados del sistema.

K | M+4+m mlcosf
q‘[e]’ M(Q)_[mlcosﬂ I—l—le]’

. 0 —mlfsind
C(q,Q)—[O mosm],

Gla) = [—mlosin 9] » T= [f :Bb;egj] ’

Quedando (2.11) de la siguiente manera:
M+m mlcosf]| [# 0 —mifsind] [& 0 _ | f = Begtt
ml cos 0 I—l—le] [9] + [O 0 ] [9] + [—ml sin@] o [ —Bpé ] ' (2.12)
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CAPITULO 2. MODELADO DEL SISTEMA

Relacién Fuerza - Voltaje

Ya que el movimiento del sistema es producido por un motor de corriente directa, la fuerza
de este se puede expresar en términos de su voltaje aplicado, mediante el anélisis del circuito de
armadura como se muestra en la Figura 2.2. Teniendo en cuenta que:

Figura 2.3: Esquema electromagnético del motor de CD

s NgkgTm T P 7 v kpmwm kgt
= ; m = NMmKtdm; m = 5 3 =
T'mp ’ ! Ry, Ry, T'mp

en donde kg es la relacién de la caja de engranaje, ny la eficiencia de la caja de engranaje, n,, la
eficiencia del motor, k; la constante torque-corriente del motor, r.,, el radio del pifién del motor,
R,, la resistencia de armadura del motor y k., la constante de fuerza electromotriz del motor.
Reemplazando T,,,I,, y w,, en f se obtiene:

kgngnmk: kmktngnmk2

f= 95 (2.13)

v
TrpBm T2 Rm
Reemplazando (2.13) en (2.12) se obtiene:

M +m  mlcos 9] [x] [O —mif sin 9] [x]

mlcos® I+mi%| |6 0 0 0
kgngnmke — kmkingnmk?
0 ololtm ™, Dm0y By
+ —mlsinf| — TmpLtm T?’W.Rm (2.14)
—B,0

Para obtener las ecuaciones del sistema, hay que basarse en (2.11) y despejar §, que es el vector
donde se encuentran implicitas las variables de estados del sistema.

G=M""(1—Cl(q,9)q— G(q))

T (i R 1 R a1 S I

I'+ml*>  —micosf .
. A A Qv — a?i“ + mlh?sin 6
4 — mlcosf M+m [ —B,0 + mglsin® (2.15)
A A
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CAPITULO 2. MODELADO DEL SISTEMA

quedando ' '
. (I +ml*)(aqv — agd +mlb? sin ) — ml cos (mgl sin 0 — B,0)
e A
ml cos B(agd: — ayv — mlf? sin 0) + (M + m)(mgl sin§ — B,0)
- A
donde

A =(M +m)I + Mmi* +m?1*sin® 0

kgngnmks
“= TmpRm
kmktngnmkg
= ————=+ B, |.
(D) < T?npRm + q

2.3. Linealizacion

(2.16)

(2.17)

Se realiza una linealizacién de la representacién de variables de estado del sistema, ya que esto
es de utilidad para aplicar técnicas de control lineales, como el controlador LQR, que se vera mas

adelante.

Linealizando (2.16) y (2.17) alrededor del punto de funcionamiento con § = 0; sin(f) = 6 y cos(6) =

1 (posicién vertical superior del péndulo):

(I + mi?)(a1v — agd) — mi(mgld — B,)

P = 2.18
v (M + m)I + Mml2 (2.18)
i ml(aad — a1v) + (M +m)(mglf — B,0) (2.19)
(M +m)I + Mml?
Teniendo en cuenta como variables de estado:
r1=x, x2=0, x3=71, zi=10
Se obtiene como resultado un sistema lineal como se muestra en (2.20):
' 0 0 1 0
z 0 0 0 1 1
0 _ — m2gl? — (I +ml?)ay miB, T2
il |0 A A A 73
0 0 (M + m)mgl (ml)as — (M +m)By| |24
A A A
2
4 |UAm)ond (2.20)
— mlog
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CAPITULO 2. MODELADO DEL SISTEMA

donde A = (M + m)I + Mmi?.

2.4. Parametros y especificaciones técnicas

En la Figura 2.4 se muestra el sistema carro-péndulo de QUANSER, con el que se realizaron las
experimentaciones en este trabajo de tesis. En la Figura 2.5 se dan a conocer las dimensiones en
las que opera el sistema.

Figura 2.4: Carro-Péndulo
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AT

d f2'L

- e L/g

Figura 2.5: Dimensiones reales del sistema

El sistema utiliza un motor Faulhaber de CD (Corriente Directa), sin nicleo y de imdn per-
manente, de baja inductancia y de alta eficiencia dando como resultado una respuesta mucho maés
rdpida. Con un voltaje de entrada nominal de 6v, corriente maxima de 1A, frecuencia maxima de
50H z y una velocidad de 628.3r[rad/s].

Las posiciones del carro y del péndulo se miden con dos codificadores épticos digitales con una
resolucién de 2.275 x 10~° y 0.0015[rad /cuenta] respectivamente.

La tarjeta de adquisicién de datos que se utiliza es la ” Q8-USB”de QUANSER, como se muestra
en la Figura 2.6. En la tabla 2.1 se muestran algunas de las especificaciones de la tarjeta. En [15]
se dan a conocer todas las especificaciones de esta.

Figura 2.6: Tarjeta de adquisicién de datos
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CAPITULO 2. MODELADO DEL SISTEMA

Especificacién Valor

Numero de canales entradas/salidas analégicas 8

Resolucién entradas/salidas analégicas 16 — bit

Rango entradas/salidas analdgicas +5V, £10V/ + 5V, 10.8V
Tiempo de conversién entradas/salidas analégicas 4us/10us

Numero de lineas I/O entradas/salidas digitales 8

Corriente de fuga de entrada digital +2uA

Corriente maxima salida digital +32mA

Tabla 2.1: Especificaciones Tarjeta de Adquisicién de Datos

Se utiliza un amplificador de voltaje lineal de un solo canal ”VoltPAQ-X1"de QUANSER,
mostrado en la Figura 2.7. En la Tabla 2.2 se observan las especificaciones del amplificador.

Figura 2.7: Amplificador de voltaje

El software utilizado es QUARC de QUANSER, que se combina con SIMULINK del programa
MATLAB para realizar los experimentos de este trabajo.

Todas las simulaciones y experimentos que se llevan a cabo en el sistema fisico tanto en este,
como en subsecuentes capitulos, se desarrollan utilizando los parametros mostrados en la Tabla 2.3.
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Especificacién Valor

Numero de salidas 1

Salida de corriente continua +4A

Salida de voltaje continuo +24V

Nuamero de entradas analégicas 4

Suministro de voltaje de CA 100 — 127V o 220 — 240V
Ganancia del amplificador 1W/V o 3V/V

Comando Amplificador +10V

Tabla 2.2: Especificaciones Amplificador de Voltaje

Parametros Descripcién Valor
m Masa del péndulo 0.127kg
l Longitud del péndulo desde el pivote al centro de gravedad 0.1778m
I Momento de inercia 1.20 x 1073kg - m?
B, Constante de amortiguacién viscosa del péndulo 0.0024%
g Constante de gravedad 9.81z
R,, Resistencia de armadura del motor 2.602
ke Constante torque-corriente del motor 0.18mH
km, Constante de fuerza electromotriz del motor 7.68 x 10*3m‘; 75
N, Eficiencia del motor 0.69
kg Relacién de la caja de engranaje 3.71
Ng Eficiencia de la caja de engranaje 0.90
M Masa del carro 0.75kg
Beg Coeficiente de amortiguacion viscoso del carro 5.4 NT -
Trmp Radio del pifién del motor 6.35 x 10~°m
Tabla 2.3: Parametros del modelo matemético del carro péndulo
2.5. Conclusiones

En el capitulo se presenté el desarrollo del modelo mateméatico que describe al sistema carro-
péndulo, basandonos en la Segunda Ley de Newton y en la formulacién Euler-Lagrange, con la
finalidad de obtener las ecuaciones de la dindmica del sistema, después se linealizaron dichas ecua-
ciones sobre un punto de operacién. Se obtiene el modelo matemético del sistema ya que es la base
sobre el cual se implementaran los controladores. Por ultimo, se presentaron los parametros y las
especificaciones técnicas del carro-péndulo, asi como también de la tarjeta de adquisiciéon de datos
y del amplificador de voltaje.

Ing. Adridn Fco. Gallardo Tullez
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CAPITULO 3. ESTRATEGIAS DE CONTROL

Capitulo 3

Estrategias de Control

3.1. Control Basado en Energia

El control Basado en Energia es un controlador no lineal que moldea la energia del sistema para
disenar la ley de control. Este controlador sirve para efectuar el levantamiento del péndulo desde
la posicién vertical inferior hacia la vecindad de la vertical superior (swing-up). A continuacién se
describe el proceso de diseno del controlador no lineal.

Pasividad del péndulo invertido

La energfa total del sistema carro-péndulo estd dada por la suma de la energia cinética K (g, §)
(2.6), y la energia potencial P(q) (2.7):

E= K(q.9) + P(q)
1 : 1 :
= 5(M +m)i® 4+ milifcosh + 5(I +mi*)60* + mgl(cos § — 1). (3.1)

Por lo tanto, de (2.11) se tiene que la derivada de la energia es:

. 1 .
E= ¢"M(q)i+ =¢"M(q)d + ¢"G(q)

2
1.

= ¢"'(-Ci-G+T1+ SMd) + i'a

’ _ — ml6? sin
B Z B mlf? sin B 0 4 || oot n 2
o 0 0 —mgl sin 6 0 0 —mlzhsin @

2
+ [—mglé sin 9]

= (aqv — ag)z. (3.2)
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E=mgl o} .

Figura 3.1: Puntos de Referencia

Integrando ambos lados de la ecuacién de anterior, se obtiene:

/Ot(ozlv —agz)t-dt = E(t) — E(0)
>  —2mgl — E(0). (3.3)

La propiedad de pasividad del sistema sugiere el uso de la energia total F en el diseno del
controlador, y querer llevar a cero a z, 2 y F.

El sistema (2.11) tiene un subconjunto de dos puntos de equilibrio; (z, 0, &, 9) = (%,0,0,0), es el
punto de equilibrio inestable, y (x, 0, &, 9) = (*,m,0,0), es el punto de equilibrio estable. La energia
total FE(q,q) es igual a 0 para el punto de equilibrio inestable y —2mgl para el punto de equilibrio
estable, como se muestra en la Figura 3.1. El objetivo de control es estabilizar el sistema alrededor
del punto de equilibrio inestable.

Orbita Homoclinica

Una 6rbita homoclinica es una orbita tnica donde se cruzan una variedad estable y una var-
iedad inestable (conjuntos de puntos cuyas drbitas, cuando el tiempo crece, tienden al punto fijo).
Esta orbita deja el punto de silla en una direccién y vuelve en la direccién opuesta. Esto hace que
converja al mismo punto [2].

El ejemplo de una bola rodante sin fricciéon en una superficie curva con alturas maximas difer-
entes, es un ejemplo simple de una érbita homoclinica. En este ejemplo, la bola rodante se desliza en
la superficie entre las dos elevaciones y, al no tener friccion, el desplazamiento es continuo creando
una tnica 6rbita que converge al mismo punto (parte convexa de la superficie), como se muestra en
la Figura 3.2.

Al ser £ = 0y E(q,4) = 0 los valores deseados para llevar al péndulo a su posicién vertial
superior, de (3.1) se tiene que:

%(I—i—le)éQ = mgl(1 — cos ) (3.4)
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¥ Qrbita Homoclinica
&

Figura 3.2: Orbita Homoclinica

la cual define una trayectoria muy particular que corresponde a la 6rbita homoclinica, que al traer
al sistema a esta érbita se resuelve el problema de swing — up del péndulo.

Control para llevar al sistema a la Orbita Homoclinica

Como se mencioné anteriormente, la propiedad de pasividad del sistema sugiere el uso de la
energia total E (3.1) en el disefio del controlador.
Al desear llevar a cero x,2 y E (punto de equilibrio inestable), se propone la siguiente Funcién
Candidata de Lyapunov:

k k., Ky

V(g.4) = 5 E(q,0)* + 5* + = (3.5)
2 2 2

donde kg, k, y ks, son constantes estrictamente positivas. Notar que (3.5) es una funcién semidefini-

da positiva.

Al derivar (3.5), se obtiene que:

V = kpEFE + kyii + kyxi
= kgEi(aqv — ask) + k2@ + kyxd
tlkpE(01v — o) + ko + kyx]. (3.6)

De manera que:

V = —ksi? (3.7)

ya que la derivada de la Funciéon de Lyapunov debe ser almenos semidefinida negativa. Se igualé V'
de esta manera pero no es la tnica solucion.

En el controlador no se tomard en cuenta la friccién viscosa del péndulo (B,) ya que esta fuerza
no conservadora (fuerza que va en sentido opuesto al desplazamiento) generalmente crea dificultades
para modelar y controlar un sistema. Esta friccién crea una disipacién en la energia del sistema que
se puede considerar como una incertidumbre, que afecta el control de este.
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Al tomar (2.16), (3.6) y (3.7) se intenta que:

v

A A

4k, — kpFasi = —kst. (3.8)

ar(kpEA + ky(I + ml2))] o

(I +mi?)(mlf? sin 6 — co) — m212gsin 6 cos 9]

Se despeja v (voltaje del motor) ya que es la fuerza que se ejerce sobre el sistema, y de (3.8), se
concluye que la ley de control queda de la siguiente manera:

(—ksi + kg Basi — kez)A — ky [(1 + mi2)(ml6? sin 0 — asd) — m212gsin 0 cos §

v ar[keEA + k(I + mi?)] - (39)

Tomando en cuenta (3.8), la ley de control (3.9) no tendra singularidades, siempre que:

Ky
kpE + 0. 3.10
( g (M +m)I + Mmi? + m?2]2 sin® 9) 7 (3.10)
Esto da el siguiente limite inferior para k_v
E
ky 2 272
— > 2mgl [(M +m)I + Mmi* + m*I?]. (3.11)

kg

Hay que tener en cuenta que la posicién inicial del carro es arbitraria, ya que siempre se puede
elegir un valor apropiado para k, en V (g, ¢) (3.5). Si z(0) es grande, se debe elegir una k, pequena,
sin embargo, la tasa de convergencia del algoritmo puede disminuir cuando k, es pequeno.

Notar que cuando la energia cinética total K(q(0),4(0)) es cero, la posicién angular inicial 6(0)
deberd pertenecer a (—, 7). Esto significa que el tinico punto prohibido es #(0) = w. En particular,
6(0) puede incluso estar apuntando hacia abajo,es decir, § = 7 siempre que K (q(0),¢(0)) no sea
cero. Ya que V es almenos semidefinida negativa, puede aplicarse el principio de Invariancia de La
Salle para concluir estabilidad asintética [2].

Estabilizacion en el punto de equilibrio inestable

Cuando el péndulo estd en una vecindad de su posicién de equilibrio inestable, el controlador
lineal puede estabilizar satisfactoriamente el péndulo. Para implementar un controlador lineal de
equilibrio, las ecuaciones no lineales (2.16) y (2.17) tienen que ser linealizadas sobre su posicién de
equilibrio superior como se muestra en (2.18) y (2.19).

El controlador lineal que se utiliza para la la estabilizacién es el LQR (Linear-Quadratic Regu-
lator).

El regulador lineal cuadritrico es un tipo de controlador (regulador de retroalimentacién de
estados) que pertenece a la familia de los controladores 6ptimos, y tiene la ventaja de que permite
disenar la matriz de retroalimentaciéon K, de una manera un poco maés sistematica y no necesita el
total control del sistema, solamente que el sistema sea estabilizable.
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Esta ley de control est4 definida como u = —Kx” que minimiza el indice de desempefio (funcién
de costo):

J :/0 [(zQz) 4+ (uRu)]dt (3.12)

donde @ y R son matrices de pesos definidas positivas de los estados y de la entrada del sistema
respectivamente.

Sustituyendo los pardmetros de la Tabla 2.3 en el sistema linealizado (2.20), el sistema lineal en el
espacio de estados queda de la siguiente manera:

i." 0 0 1 0 T 0

0 0 0 0 1 0 0

#l [0 —1.2300 —131012 00133 | |&| T | 13753 | (3.13)
g 0 47.8080 56.7295 —0.5179| |6 —5.9554

Para calcular las ganancias del control lineal LQR . se utiliza el siguiente comando en MATLAB:
>> K=lqr (A, B, diag ([Q(1,1).Q(2,2),Q(3,3),Q(4,4)]) ,R(1,1))
donde

0 0 1 0 0
A 0 0 0 1 B_ 0
|0 —1.2309 -13.1012 0.0133 |’ | 1.3753 |
0 47.8080 56.7295 —0.5179 —5.9554
1 0 00
01 0O
Q= 00 1 ol R=0.1
0 0 01
el cual arroja como resultado
K:[—3.1623 —52.2255 —20.8922 —8.2222] (3.14)

del cual se obtiene el controlador como se muestra a continuacién:

v=—Kz' = [3.1623 52.2255 20.8922 8.2222]

R DR
[T |

= [(3.1623)z (52.2255)0 (20.8922)i

—~
0]

:2222)4)] (3.15)
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3.2. Control por Modos Deslizantes

Debido a su simplicidad de diseno y su invariancia para modelar las incertidumbres, el control
por modos deslizantes continta siendo un tema de estudio reciente. El control por modos deslizantes
tiene como objetivo hacer que las trayectorias del estado converjan a la superficie de deslizamiento
definida y deslizarse en la superficie hasta llegar al equilibrio [16].

La dindmica del modelo del sistema de estudio puede estar escrita como:

&= f(z) + b(x)v (3.16)
donde
) fr )
=[5 0= wo= B
y

A =(M +m)I + Mmi* +m?*sin® 0

f1 =(I +mi?)(—aqgi + mib? sin @) — mi cos (mgl sin § — B,6)
fa =ml cos O(aad — mlf? sin0) + (M + m)(mgl sin 6 — B,0)
hy =(I +mi*)ay

hy = — ml cos Bay
teniendo en cuenta que A = (M + m)I + Mml? + m?1?sin® 6 > 0.

Para la ecuacién dindmica (3.16), el punto de equilibrio inestable es (z1, z2, 3, z4) = [27,0,0, 0],
y el punto de equilibrio estable es (z1, 2, z3, z4) = [2], 7,0, 0], donde z7 es la posicién deseada del
carro. Los objetivos de control son: levantar el sistema carro-péndulo hacia el plano superior sobre
el horizonte (swing-up); y estabilizar el carro-péndulo en el equilibrio inestable.

Sin pérdida de generalidad, se puede establecer 7 y denotar los puntos de equilibrio inestables
como (z4, 04, Ta, 04) = (0,0,0,0).
Se definen las superficies deslizantes Dy y Ds:

Dy =0—04+4 M (0—0,) (3.17)

Dy :x'—x'd—l-()\g/)\g)(x—xd) (318)
donde los parametros de las superficies deslizantes A1, A2, A3 son constantes positivas.
Usando una combinacion lineal de dos superficies deslizantes, se puede considerar A3 como un

pardmetro de acoplamiento combinando las superficies deslizantes (3.17) y (3.18), y proponer la
superficie deslizante:

s = Dl + )\3D2
= 0+ MO+ X3+ Aoz
= x4+ )\1$2 + )\3$3 + )\2!E1. (319)
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Se define la funcién de Lyapunov en términos de la superficie deslizante s:

V= 5% (3.20)

Tomando la derivada, se tiene: .
V =ss. (3.21)

Usando Z y 6, en (3.16), se tiene:

$= 04 MO+ s + \ot

1 1
= K(hl)\g + hg)u + Z(fg + fl)\g) + )\1$4 + )\Q.Ig. (322)
Se define
o+ fi)s hiAs + ha
— L =2 = 3.23
hiXs + ho’ A ( )
y
1 ifs>0
sgn(s) = 0 ifs=0 (3.24)
-1 ifs<0
Se propone el siguiente control general:
A + A +k
MRS T 23 + kasgn(s) (3.25)
P
Sustituyendo (3.25) en (3.22), se tiene:
V =5s[V® + U + A\ x4 + loxs]. (3.26)

Para el teorema de estabilidad de Lyapunov (Apéndice A), el sistema es conducido por el contro-
lador hacia la superficie deslizante s = 0.

Ahora, se tiene la condicién de invertibilidad de (3.25):

hids + hg = A3(I +ml?) — mlcosf # 0. (3.27)
Por lo tanto, se requiere:
As(I +mi?
cosf # M (3.28)
ml

Se sabe que el rango de 6 es [—m, 7], y consecuentemente el rango de cosf es [—1,1]. Esto implica
que la singularidad se puede evitar si se disefia A3 en el control de deslizamiento (3.25), tal que:

)\3 (I + le)
ml

> 1. (3.29)

En lugar de usar el término discontinuo sgn(s) (signo),se puede utilizar la término tanh(s)
(tangente hiperbdlica) para evitar oscilaciones bruscas del sistema que puede excitar dindmicas de
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 J
»

Figura 3.3: Funcién sgn(x)

1, —

Y

Figura 3.4: Funcién tanh(x)

actuador sin modelar, y de alta frecuencia dindmica [16]. Como se muestra en la Figura 3.3, la

funcién sgn toma un valor de [—1, 1], mientras que la funcién tanh toma todos los valores que van
desde -1 a 1, como se observa en la Figura 3.4.

Por lo tanto, el sistema estd garantizado por el esquema de control propuesto para alcanzar la
superficie deslizante s = 0.

Tomando (3.25), ahora la ley de control queda de la siguiente manera:

A A ko tanh
w | At Aad t R b)) (3.30)

v =—
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Diseno de superficie deslizante para balancear y control de posicién
El diseno del controlador de modo deslizantes se hace para lograr los siguientes objetivos:

1. Mover el péndulo hacia arriba desde el equilibrio estable usando un juego de parametros de
superficie deslizante.

2. Cambiar a un conjunto diferente de parametros de la superficie de deslizamiento cuando
el péndulo entra en la regién de conmutacién, y estabilizar el sistema carro-péndulo en el
equilibrio inestable.

Estabilizacion

Se define el vector de estado:

=10 6 7. (3.31)
El equilibrio de estado inestable es
zeg =10 0 0], (3.32)
A partir de (3.32) se linealiza el sistema y se obtiene el modelo linealizado
6'1 = Alel (333)
donde
0 1 0
' mgl ml ml
c—zoze=[0 0 T, A=|TA AN AN
mgl I+ml? I+ml?
—-— A1 A2
A A A

vy Ay = ml — X3(I +mi?).

Definiendo la variable p de Laplace, se obtiene la ecuacién caracteristica det(pl — A1) = 0 donde
det(A) es la determinante de A;.

La ecuacién polindmica caracteristica es:

3

Pt mixy — (I +mi?)s 2, myglAs N mglha

—0. 34
Al P AP TA, 0 (3.34)

Usando el criterio de estabilizaciéon de Ruth-Hurwitz, obtenemos la condicién de estabilidad:

22 ml 3.35
NS Trme (3:35)
De (3.35), se tiene que:
As(I + mi?
Al ml?) (3.36)

ml
Para satisfacer la condicién de invertibilidad (3.28) y la condicién de estabilidad (3.36), el limite de
0 para el rango de operacion del Control por Modos Deslizantes es:

As(I + m12)>

ml

Orim < cos™! ( (337)
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Swing-Up

El equilibrio de estado estable es
zeg=[r 0 0]7. (3.38)

El modelo linealizado alrededor del equilibrio estable es

€2 = Azep (3.39)
donde

0 1 0
. mgl ml ml

=z-zem=[-n 0 47, A=|TRM RN TRM

mgl I +mil? T +mi?

AL - A1 — Ao

AQ AQ AQ

v Ao = ml + A3(I +ml?).
Ahora, se obtiene la ecuacién caracteristica det(pl — A2) = 0y el siguiente polinémio caracteristico:

miXy + (I +mi?)s myglAs mglAs
PP+ A W el (3.40)

Para balancear el péndulo, se tiene que desestabilizar el sistema y aumentar la oscilacion alrededor
del punto de equilibrio estable. De (3.40), se deduce que una parte real de los autovalores es positiva
si:
A
Az < 22 (3.41)
A1

Para evitar la singularidad, se puede concluir de (3.28) que

m (3.42)
Tme =% -
Como resultado, la condicién de swing — up es:
ml )\2
— —. 4
TemE <M <% (343)

La region de conmutacion Ry para el equilibrio inestable estd definida como:
RS = {($1,$2,$3,$4)|$1‘| Sxic;i: 1;2;3;4} (344)

donde z;. es una constante positiva para i = 1,2, 3, 4.

Se hace uso del mismo controlador (3.30) para la estabilizacién y el balanceo del péndulo utilizando
las condiciones que se muestran en (3.35) y (3.43) respectivamente.

Entonces el control por modos deslizantes propuesto puede oscilar el sistema carro-péndulo desde
el equilibrio estable y estabilizar el sistema en el equilibrio inestable.
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3.3. Conclusiones

En este capitulo se desarrollaron los modelos matematicos de dos controladores no lineales
aplicados al sistema subactuado carro-péndulo. El primer controlador no lineal fue el Controlador
Basado en Energia, el cual no tiene muy buenas propiedades de rechazo a perturbaciones, y a su
vez, se crea una disipacién en la energia del sistema si se toma en cuenta la friccién viscosa del
péndulo (B,) en el controlador. Junto con este controlador, para poder estabilizar el sistema en el
punto de equilibrio inestable, se utilizo el controlador lineal LQR. y asi poder mantener el sistema en
la parte superior vertical. Por otra parte, el Controlador por Modos Deslizantes ejecuta la funcién
de levantar el péndulo a la parte verticual superior y estabilizarlo en el punto de equilibrio inestable
utilizando el mismo controlador pero con condiciones de ganancias diferentes.
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Capitulo 4

Desarrollo de controladores en
MATLAB

Para observar el rendimiento de los controladores propuestos para el sistema carro-péndulo, se
realizaron experimentos en MATLAB usando SIMULINK.

4.1. Control Basado en Energia y LQR

En la Figura 4.1 se muestra el esquema de propuesta de control en donde el Control Basado
en Energia hace la funcién del swing-up y al momento de llegar a un abanico de conmutacion, el
control lineal LQR entra en accién para estabilizar al sistema en su punto de equilibrio inestable.

Control Basado en Energia e t Planta
—0 _T

Swing-up

LNV

Regulacion

Figura 4.1: Propuesta de Control

Se escogieron las ganancias kg =1, k, = 1, k; = 0.1 y ks = 1.Estas ganancias se han elegido
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para aumentar la tasa de convergencia con el fin de cambiar al controlador de estabilizacién lineal
(LQR) en un tiempo razonable. Hay que notar que estas ganancias satisfacen la desigualdad (3.11).
El algoritmo lleva el péndulo invertido cerca de la érbita homoclinica, pero el péndulo invertido se
mantendra oscilante a medida que se acerque méas y mas al origen. Una vez que el sistema esté lo
suficientemente cerca al origen, es decir, (|z| < 0.1,]0] < 0.3,]% < 0.2,]0] < 0.3), se cambia al
controlador lineal LQR v = —K[z 6 & 6]7, tomando las ganancias de (3.14).

Las condiciones iniciales propuestas para los estados del sistema, en donde interactiian el Con-
trol Basado en Energia y el control LQR son z(0) =[0.1 27x/3 0 0].

De la Figura 4.2 a la Figura 4.5, se muestra la parte de estabilizacién que ejerce el control LQR
cuando el péndulo se encuentra en la vertical superior. Se observa como la posicién del péndulo, la
velocidad del carro, y la velocidad del péndulo convergen a cero con un tiempo menor a t = 5s, la
posicion del carro tarda un poco mas es estabilizarse en un tiempo ¢ = 15s.

081
0.6
0.4

0.2

t[s]

Figura 4.2: Posicién del carro - LQR
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257
2
1.5
|_‘:-. 1
IC%‘ 0.5
ol
05 ‘M
E o Elv '\ID 1‘5 ZID 2‘5
tls]
Figura 4.3: Posicion del péndulo - LQR
5
4
3
= 2
0
il
E o Elv '\ID 1‘5 ZID 2‘5

tls]

Figura 4.4: Velocidad del carro - LQR
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Brad/ s
&

Figura 4.5: Velocidad del péndulo - LQR

De la Figura 4.6 a la Figura 4.11, se muestra el comportamiento de los estados, del voltaje, y
de la energia en base al controlador no lineal Basado en Energia. Este ejerce el trabajo de llevar el
péndulo desde la posicion vertical inferior hacia la superior. Se observa como la energia toma un
valor ascendente desde —2mgl tendiendo a 0, es decir, lleva al sistema a la érbita homoclinica.

Voltaje[v]

Figura 4.6: Ley de Control - SwingUp
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035 L L I L L 1 L 1
o 50 100 150 200 250 300 350 400

tls]

Figura 4.7: Energia - SwingUp

012
0.1
0.08
0.06
0.04 -

0.02 -

002 L L I L L 1 L 1
o 50 100 150 200 250 300 350 400

tls]

Figura 4.8: Posicién del carro - SwingUp
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Figura 4.9: Posicién del péndulo - SwingUp

o8 L I L L | L L ]

tfs]

Figura 4.10: Velocidad del carro - SwingUp
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Blrad/s

Figura 4.11: Velocidad del péndulo - SwingUp

Las simulaciones de la Figura 4.12 a la Figura 4.17, muestran que el control no lineal hace oscilar
al sistema hasta llevarlo a la 6rbita homoclinica, conmutando al controlador lineal en un tiempo
de t = 350s, que hace que los estados, el voltaje, y la energia del sistema se estabilicen en cero. Se

observa que antes de la conmutacion, la energia E mantiene una minima oscilacion muy cercana a
cero.

Voltaje[u

1 . ; ; ; . | i |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
tls]

Figura 4.12: Ley de Control
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o i j : ; ‘ ‘ i
o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t[s]
. .
Figura 4.13: Energia
031
025
0z2r
015
0.1
0.05 7
0
P i j : ; ‘ ‘ i
o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

t[s]

Figura 4.14: Posicién del carro
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0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t[s]

Figura 4.15: Posicién del péndulo

02

015

o1r

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t[s]

Figura 4.16: Velocidad del carro
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Orad/ s

T i i i i ; i s i i
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t[s]

Figura 4.17: Velocidad del péndulo

4.2. Control por Modos Deslizantes

En la Figura 4.18, se muestra el esquema de propuesta del controlador por Modos Deslizantes,
el cual ejerce la accién de swing — up y estabilizacion del sistema.

Swing-up y Regulacién

Planta

Control por Modos Des:

.

x3

x2

x1

Figura 4.18: Propuesta de Control

En la Tabla 4.1, y en la Tabla 4.2, se indican los valores de las ganancias de las condiciones en
las que el controlador cambia a la superficie deslizante que lleva a los estados al equilibrio. También

se escogio ko = 0.5.

Las condiciones iniciales en el que el controlador ejerce la accidén de estabilizacion del sistema
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Ganancia Valor
A1 4
Ao 6.75
A3 4

Tabla 4.1: Ganancias Estabilizacion

Ganancia Valor
A1 0.01
Ao 129
A3 5.5

Tabla 4.2: Ganancias Swing-Up

de los cuatro estados son z(0) =[0.1 0 0 0]. A su vez, se propusieron las siguientes condiciones
iniciales para el sistema en donde el controlador actiia desde el levantamiento del péndulo hasta la
estabilizacién z(0) = [0 27x/3 0 0]

De la Figura 4.19 a la Figura 4.23, se observa el comportamiento de estabilizacién del control
por modos deslizantes cuando el péndulo se encuentra en el punto de equilibrio inestable, haciendo
que los estados del sistema converjan a cero en un tiempo ¢t = 3s.

30
257

20

Voltaje[e

Figura 4.19: Ley de Control - Estabilizacion
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012

o1

0.06 [

0.04 [

0021

Figura 4.20: Posicién del carro - Estabilizacién
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Figura 4.21: Posicién del péndulo - Estabilizacién
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06

0.4

0.2

0.2

-04 1

06

Figura 4.22: Velocidad del carro - Estabilizacién

Brad/ s
&
&

Figura 4.23: Velocidad del péndulo - Estabilizacién
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El trabajo completo del controlador, muestra como este hace que el sistema oscile desde su
punto de equilibrio estable, subiendo el péndulo hasta la parte vertical superior hasta estabilizar al
sistema en un tiempo de ¢t = 22s, como se observa de la Figura 4.24 a la Figura 4.28.

Voltaje[v

o1r

0.08 [

0.06 -

0.04

5 10 15 20 25 30 a5
t[s]

Figura 4.24: Ley de Control - SMC

N~

5 10 15 20 25 30 a5
t[s]

Figura 4.25: Posicién del carro - SMC
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Brad

0 5 10 15 20 25 30 a5
t[s]

Figura 4.26: Posicién del péndulo - SMC

04 r

e

W

0 5 10 15 20 25 30 a5
t[s]

Figura 4.27: Velocidad del carro - SMC
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Orad/ s
—

L
20 25 30 35

-15 . ;
5 10 16
t[s]

Figura 4.28: Velocidad del péndulo - SMC

4.3. Control PD de posiciéon y PD de velocidad

El programa de QUANSER incluye un controlador PD de posicién y un controlador PD de
velocidad para el sistema carro péndulo. Este se puede utilizar para estabilizar el sistema en el
punto de equilibrio inestable, y hacer uso de él junto con los controladores no lineales anteriores.

En la Tabla 4.3 se establecen las ganancias del controlador para los estados.

Estado Ganancia

T 25
0 100
T 40
6 20

Tabla 4.3: Ganancias

De la Figura 4.29 a la Figura 4.32, se observa el comportamiento de estabilizacién del control
PD con unas condiciones iniciales para los estados de z(0) = [0.1 2x/3 0 0]. Se observa como
la posicion del carro y del péndulo y la velocidad del carro y del péndulo se estabilizan en cero en

un tiempo t = 6s.

42
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05

Figura 4.29: Posicién del carro

FET
2 =
1.5
1H
=
=
= 051
D,
a5+
5 1 2 3 ; £ & 7 E] 5 0
ls]
Figura 4.30: Posicién del péndulo
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Figura 4.31: Velocidad del carro

t[s]

Figura 4.32: Velocidad del péndulo
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4.4. Conclusiones

En este capitulo se muestran los resultados de simulacién del Control Basado en Energia con el
LQR, del Control por Modos Deslizantes, y del Control PD de posiciéon y PD de velocidad.
Se observa como el Control Basado en Energia oscila de manera suave durante un tiempo muy
prolongado en llegar a la vecindad de conmutacion y efectuar la estabilizacién en el punto de
equilibrio inestable. Al momento de efectuarse el cambio de controlador para la estabilizacién, se
generan ciertos picos, y no se genera una conmutacién inmediata entre controladores.
El Control por Modos Deslizantes genera oscilaciones rapidas y de mayor fuerza al hacer el swing-
up, por lo que el tiempo de oscilacién es mucho menor en comparacién con el controlador anterior.
Al momento de estar en la vecindad de conmutacién, se cambia a la condicién de estabilizacién de
una manera mas rapida.
Teniendo en cuenta estas simulaciones, observando que los resultados pueden ser favorables, y que
comportamiento podra tomar el sistema fisico, se pasa a la validacién experimental y probar los
controladores en el sistema carro-péndulo.
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Capitulo 5

Validacion experimental

Control PD de posiciéon y PD de velocidad

Este controlador se probé de manera experimental poniendo en la vertical superior al péndulo
para asi observar el comportamiento de estabilizacién sobre el sistema. Se levanté manualmente el
péndulo hasta llevarlo a un rango de 5° en la parte superior, al hacer esto el controlador entra en
accién y mantiene al péndulo en su punto de equilibrio inestable.

De la Figura 5.1 a la Figura 5.4, se observa el comportamiento de los cuatro estados del sistema
en su estabilizacién bajo el dominio del control PD de posicién y PD de velocidad.

zjmm)

: t -t.] %

Figura 5.1: Posicién del carro
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40k
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Figura 5.2: Posicién del péndulo

|
45

Figura 5.3: Velocidad del carro
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d[rad/s|

400

300

200

100

-100

200

Figura 5.4: Velocidad del péndulo

Control Basado en Energia con LQR

Al probar el controlador en el carro-péndulo, las ganancias que se aplicaron de manera tedrica
no fueron las acertadas para el sistema fisico, ya que la posicién y la velocidad del carro presentaban
oscilaciones bastantes significativas y no se lograba una estabilizacion de los 4 estados del sistema,
por lo que, de manera empirica, se probaron ganancias cerca del valor estipulado que se establecieron
en simulacién. En la Tabla 5.1 y 5.2 se muestra el valor de las ganancias que se aplicaron al sistema,
obteniendo la mejor estabilidad de este.

Se propuso un abanico de conmutacién cerca del origen en donde |§] <= 0.13 y |§] <= 0.35. En
el abanico de conmutacién no se incluyen los estados del carro ya que este no siempre queda en el

origen (posicién inicial).

Estado Ganancia

€T —12
0 —60
i@ —30
0 —8.222

Tabla 5.1: Ganancias LQR
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Constante  Ganancia

ke 1
ko 1
Kz 1.5
ks 2

Tabla 5.2: Ganancias Controlador No Lineal

Aplicando el controlador al sistema, carro-péndulo, se observa como este empieza a oscilar desde
su punto de equilibrio estable hasta llegar a la vertical superior en ¢t = 80s, estabilizando la posicién
del carro y del péndulo, y la velocidad del carro y del péndulo como se muestra de la Figura 5.5 a
la Figura 5.8. Se observa que la posicién y la velocidad del carro tienen unas pequenas oscilaciones
al momento de llegar a la estabilizacion al tratar de mantener al péndulo en la vertical superior.

@ [mm]

t[s]

Figura 5.5: Posicién del carro
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Figura 5.6: Posicion del péndulo
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Figura 5.7: Velocidad del carro

Ing. Adridn Fco. Gallardo Tullez 50



CAPITULO 5. VALIDACION EXPERIMENTAL

400

300

200

100

8rad/ s

-100

-200

-300

400 I I I I I 1
u] 20 40 B0 80 100 120

i3]
Figura 5.8: Velocidad del péndulo

Control por Modos Deslizantes

Como en el caso anterior, del Control Basado en Energia, las ganancias que se aplicaron de
manera tedrica no fueron las acertadas para el sistema fisico. En este caso, la respuesta que daba
el sistema al momento de efectuar el swing-up, lo hacia de una manera muy rapida y esto causaba
danos al pinén del motor, por lo que, se tuvieron que ajustar para que el levantamiento del péndulo
se realizara de una manera mas suave. De manera empirica se probaron ganancias hasta tener una
mejor respuesta del sistema. En la Tabla 5.3 y en la Tabla 5.4, se muestra el valor de las ganan-
cias que se aplicaron al sistema, obteniendo la mejor estabilidad de este. Dando un valor de ko = 20.

Se propuso un abanico de conmutacién para entrar a la superficie deslizante de estabilizacién
donde |z| <= 0.15, |0] <= 0.25, || <= 0.2y |8] <= 2.

Ganancia Valor
A1 4
Ao 6.75
A3 4

Tabla 5.3: Ganancias Estabilizacion
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Ganancia Valor
A1 2
Ao 370
A3 5.5

Tabla 5.4: Ganancias Swing-Up

De la Figura 5.9 a la Figura 5.12, se muestra el comportamiento del sistema carro-péndulo al
estar bajo el Control por Modos Deslizantes, observando como el sistema empieza a oscilar hasta
llegar a la estabilizacién de sus cuatro estados en el punto de equilibrio inestable en ¢ = 23s.
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20
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S50

Figura 5.9: Posicién del carro
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Figura 5.11: Velocidad del carro
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Figura 5.12: Velocidad del péndulo

5.1. Conclusiones

En este capitulo se validaron de manera experimental los controladores no lineales en el sistema
carro-péndulo. Se observa que el Control Basado en Energia tarda més tiempo en llegar a la parte
vertical superior, ya que se tuvo que omitir la friccién viscosa del péndulo en el controlador, al ser
esta un efecto parasito, el cual hace que la energia del sistema de disipe; en cambio, el Control
por Modos Deslizantes es un controlador mas robusto, en el cual se pueden omitir varios factores
del sistema en el controlador, como por ejemplo, la incercia del péndulo, y atn asi poder trabajar
satisfactoriamente. Del mismo modo, el tiempo que tarda en hacer que llegue el péndulo a la vertical
superior, es mucho menor en comparacién con el Control Basado en Energia.

Al momento de aplicar los controladores al sistema, las ganancias establecidas en simulacién no
fueron las acertadas para este, ya que el sistema no se comportaba de la manera esperada acorde
a las simulaciones previas. Se modificaron las ganancias para obtener un mejor control sobre el
carro-péndulo.

En base a lo antes visto en este capitulo, se puede hacer una combinacién de controladores para
hacer la funcién de swing-up y de estabilizacién, por ejemplo, el Control Basado en Energia con la
condicion de estabilidad del Control por Modos Deslizantes; la Condicién de swing-up del Control
por Modos Deslizantes con el LQR; asi como también usar el control PD de posicién y de velocidad
junto con los controladores no lineales.
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Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones finales

En esta tesis se trabajo con un sistema mecanico subactuado, es decir, un sistema que tiene
menos actuadores que grados de libertad a controlar; esto significa que algunos elementos no estan
sujetos a la accion directa de un actuador. Para este trabajo de investigacién, el sistema subactuado
bajo estudio es el sistema carro-péndulo de Quanser.

Se eligieron dos controladores no lineales para realizar pruebas de simulacion y ensayos exper-
imentales al sistema, los cuales son: Control Basado en Energia, junto con el controlador lineal
LQR (Linear-Quadratic Regulator); y el Controlador por Modos Deslizantes. Se escogieron estos
controladores ya que son los méas faciles de implementar a este tipo de sistemas.

De este trabajo, resulté un analisis de comparacion de controladores con la intencién de evaluar
el desempeno de la respuesta del sistema en cuanto a rapidez, precisién, exactitud, robustez,etc. Lo
anterior, permitié conocer de manera mas objetiva las diferentes caracteristicas de los controladores
aplicados al carro-péndulo.

Se observa que el Control Basado en Energia tarda méas tiempo en llegar a la parte vertical
superior, ya que se tuvo que omitir la friccién viscosa del péndulo en el controlador, al ser esta un
efecto parasito, el cual hace que la energia del sistema de disipe; en cambio, el Control por Modos
Deslizantes es un controlador mas robusto en el cual se pueden omitir varios factores del sistema en
el controlador, como por ejemplo la incercia del péndulo y atin asi poder trabajar satisfactoriamente.
Del mismo modo, el tiempo que tarda en hacer que llegue el péndulo a la vertical superior, es mucho
menor en comparacién con el Control Basado en Energia.

Se puede hacer una combinaciéon de controladores para hacer la funcién de swing-up y de esta-
bilizacién, por ejemplo, el Control Basado en Energia con la condicién de estabilidad del Control
por Modos Deslizantes; la Condicién de swing-up del Control por Modos Deslizantes con el LQR;
asi como también usar el control PD de posicién y de velocidad junto con los controladores no
lineales.
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6.2. Aportaciones

Las aportaciones presentadas en estre trabajo de investigacion son:

1. El desarrollo, modelado y simulaciéon de dos controladores no lineales aplicados al sistema
mecéanico subactuado carro-péndulo.

2. La validacién experimental de los controladores.

3. La comparacién entre los dos controladores aplicados al sistema.

6.3. Trabajos futuros y recomendaciones

Como trabajos a futuro de investigacion se desea realizar una comparacién de mas controladores
entre los cuales estdn: Control Adaptable, Control Difuso Adaptable, Control Difuso de Modos
Deslizantes tipo switching. De esto se podra obtener una base de datos mas grande de caracteristicas
de los distintos controladores encontrados en la literatura cientifica.

Del mismo modo se desea saber si los controladores estudiados en este trabajo de tesis, junto
con los demds controladores que se encuentran en la literatura, son adecuados para aplicarlos en
otros tipo de sistemas mecanicos subatuados.
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Apéndice A

Preliminares Matematicos

A.1. Estabilidad de Lyapunov

Un punto de equilibrio de un sistema dindmico representa las condiciones de las variables del
sistema, en donde este se encuentra estatico. Por ejemplo, en el caso de una particula si se encuentra
en reposo sin alguna fuerza externa que representa una entrada, entonces se dice que se encuentra
en un punto de equilibrio. Entonces, un punto de equilibrio estd dado en

= f(2°u’) =0. (A1)

Definicion 1

Considere el sistema auténomo
&= f(z) (A.2)

donde f : D — R"™ es un mapa local de Lipschitz desde un dominio D C R™ a R. Suponemos que
el origen = 0 es un punto de equilibrio de (A.2), que safisface

f(0)=0 (A.3)

La teoria de Lyapunov es la herramienta fundamental para el analisis de la estabilidad de los sitemas
dindmicos.
El punto de equilibrio z = 0 del sistema (A.2) es

1. estable, si todas las soluciones que se inicien en las cercanias del punto de equilibrio per-
manecen en las cercanias del mismo.
Si para cada € > 0, hay § = d(e) > 0 tal que

[=0) [[<d=]=)[<e V=0 (A.4)

2. inestable, si no es estable.

3. asintéticamente estable, si todas las soluciones que inicien en las cercanias del punto de
equilibrio no sélo permanecen en las cercanias del punto de equilibrio, si no que ademaés
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tienden hacia el equilibrio a medida que el tiempo se aproxima a infitnito. De modo que 4 se
puede elegir de tal manera que

1 2(0) [|< 6 = lim a(t) =0 (A.5)

4. exponencialmente estable,si existen dos nimeros estrictamente positivos a y A indepen-
dientemente del tiempo y las condiciones iniciales de tal manera que

lz@t) I<allzO) e V>0 (A.6)

Las definiciones anteriores corresponden a propiedades locales del sistema alrededor del punto de
equilibrio. Los conceptos de estabilidad anteriores se vuelven globales cuando sus condiciones cor-
respondientes se satisfacen para cualquier estado inicial [2].

Definicién 2
Se dice que la funcién real de dos variables E(z,y) es:

1. definida positiva cuando F(0,0) =0y E(x,y) >0 Y(x,y) # (0,0).
Obsérvese que E(x,y) = ax? + by? con a > 0,b > 0 es definida positiva.

2. semidefinida positiva cuando E(0,0) =0y E(z,y) >0 Y(z,y) # (0,0).
Obsérvese que E(x,y) = ax? con a > 0y E(x,y) = by? con b > 0, son semidefinidas positivas.

3. definida negativa cuando E(0,0) =0y E(z,y) <0 Y(x,y) # (0,0).
Obsérvese que E(z,y) es definida negativa si, y sélo si, —FE(x,y) es definida positiva.

4. semidefinida negativa cuando E(0,0) =0y E(z,y) <0 Y(x,y) # (0,0).

Método Directo de Lyapunov

(Semi)definicién. Una funcién escalar continua V' (z) se dice que es localmente (semi)definida
positiva si V(0) = 0y V(z) > 0(V(z) > 0) para x # 0. Del mismo modo, V(x) se dice que es
(semi)definida negativo si —V (z) es (semi)definida positiva.

Funcién de Lyapunov. V(z) se llama una Funcién de Lyapunov para el sistema (A.2) si,
en una bola B que contiene el origen, V (z) es definida positiva y tiene derivadas parciales positi-
vas, y si su tiempo derivado a lo largo de la solucién de (A.2) es semidefinido negativo, es decir,

V(x) = (9V/dx) f)(z) < 0.

Estabilidad Local. El punto de equilibrio 0 del sistema (A.2) es (asintéticamente) estable en
una bola B si existe una funcién escalar V(z) con derivadas continuas tal que V' (x) es definida
positiva 'y V(z) es semidefinida negativa (definida negativa) en la bola B.

Estabilidad Global. EL punto de equilibrio del sistema (A.2) es asintéticamente estable
globalmente si existe una funcién escalar V' (x) con derivadas continuas de primer orden tal que
V(x) es definida positiva, V(z) es definida negativa y V(z) es radialmente ilimitada, es decir,
V(z) - 00 como |z |— oo.
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Principio de invariancia de La Salle

Sea ) un conjunto compacto (cerrado y delimitado) con la propiedad de que cada solucién del
sistema (A.2) que empieza en ) permanece en ) para todo el tiempo futuro. Sea V' :  — R una
funcién continuamente diferenciable tal que V(x) <0 en Q. Sea E el conjunto de todos los puntos
en Q donde V(z) = 0. Sea M la mayor invariante establecida en E. Entonces, cada solucién que
comienza en {2 se acerca a M como t — 0.

A.2. Pasividad

Considere el sistema

z =f(x,u), r eR"

y=h(z,u), u,yeR™ (A7)
donde:
z(t) es el estado del sistema y representa una funcién del tiempo,

u(t) es la funcién de entrada y se asume que u(t) : Rt — R™ pertenece a un conjunto U de
funciones de entrada las cuales son acotadas.

Para (A.7), en sistemas no lineales afines a control se expresa como:

& =f(z) + gla)u
y =h(x) + j(a)u (A8)

Disipatividad

Asuma que el sistema (A.7) tiene asociada una funcién w : R™ x R™ — R, llamada funcién de
suministro la cual es localmente integrable para todo u € U, esto es

t1
/ |wlu(t), y(t)]|dt < oo para todo tg < ty. (A.9)

to

Por otra parte sea X un subconjunto R™ que contiene el origen. Entonces un sistema se dice que es
disipativo en X con una funcién de energia w(u,y) si existe una funcién de energia S(0) = 0 que
cumple que para todo = € X.

Pasividad

Se dice que el sistema (A.7) es pasivo si es disipativo y ademds cumple que la funcién fuente de
energia estd dada por
w=uly. (A.10)

De la definicién anterior se observa que la pasividad es un caso especial de la disipatidad, esto es,
cuando se cumple que la funcién de suministro es el producto de la entrada por la salida [17].
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