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Prologo

Hoy dia en el mundo empresarial, la toma de decisiones debe ser racional, eficiente y
eficaz en virtud de que las empresas se desarrollan en un mercado global y de
competencia perfecta, en el que la aplicacién de la ciencia, la tecnologia y la
innovacién son parte fundamental para su desarrollo. Por ello se demanda de la
aplicaciéon de metodologias de alto impacto en la solucién de sus problemas.

La base fundamental para fortalecer este proceso, es la aplicacion del método
cientifico, un ejemplo practico de ello es la aplicacién de la Investigacion de
Operaciones, la aplicacién de esta area del conocimiento permite dar claridad y
certeza en la solucién de problemas en cualquier sistema en analisis, ademas de dar
claridad y certidumbre en el disefio, manejo y solucién de problemas, asi contribuir a
tener control del sistema que se interviene y disminuir la leyenda de que “si el modelo
usado en la solucién de un problema no se ajusta a la realidad, peor para la realidad”.

Por ello en este proceso de optimacién, en el que se busca hacer mas con
menos haciendo uso de la optimizacién de recursos escasos usados para la
produccion de bienes y/o servicios, buscando obtenerlos con el menor costo, menor
precio de venta, con el mas alto nivel de calidad y por ello ofrecerlos al mercado con
el mas alto nivel de servicio, esto permitira obtener altos niveles de productividad y
por tanto generacién de riqueza para el sector empresarial en el que se aplique
plenamente la Investigacion de Operaciones, asi como posicionar a las organizaciones
como de clase mundial.

Para atender el proceso de solucién de problemas haciendo uso de modelos
cualitativos en las empresas publicas y privadas productoras de bienes y servicios.

El libro Investigacion de Operaciones: un proyecto sustentado en el arte y
la ciencia de las matematicas aplicadas de la autoria del Profesor. Dr. Samuel de
Jesus Hidalgo Orellana, es un excelente apoyo para dar soluciéon de problemas
empresariales en las diferentes areas funcionales de la organizacion, atendiendo
problemas en el que sus soluciones pueden ser fraccionales, enteras o bien en las que
se aceptan estas con una parte entera y otra fraccional. Asi mismo se presentan
algoritmos estratégicos para la solucion de problemas de logistica como la
distribucién de productos, determinacién de rutas éptimas, de asignacién de recursos
escasos, de inventarios, de lineas de espera. Asi como problemas en los que su funcién
objetivo y restricciones tienen un comportamiento no lineal.



El libro Investigacion de Operaciones: un proyecto sustentado en el arte y
la ciencia de las matemadticas aplicadas. Esta estructurado en 6 apartados descritos
como: Capitulo.1. Historia de la Investigacion de Operaciones, Capitulo.2.
Programacion Lineal, Capitulo. 3. Analisis de Redes, Capitulo.4. Programaciéon no
Lineal, CAp.5. Modelos de Inventarios, Cap.6. Lineas de Espera.

Nunca es posible agotar un area del conocimiento, en este libro el Dr. Hidalgo
hace un pequefio esfuerzo al presentar algunas técnicas de la Investigacion de
Operaciones, que permitan facilitar el andlisis y obtencién de soluciones 6ptimas en
diversos problemas empresariales, en los que es posible hacer aplicaciones de esta
area del conocimiento buscando que dichas soluciones sean eficientes y eficaces.

El presente libro es un material de gran valia para estudiantes de las area de
Ingenieria Industrial, Ingenieria en Sistemas Computacionales, Ingenieria en Gestion
Empresarial y la Licenciatura en Administracién, asi como para empresarios
dispuestos a cambiar y buscar él como aplicar mejores metodologias que vayan mas
alla de la simple experiencia, estas les permitiran correr en tiempo real n escenarios
que orienten los esfuerzos para que el gerente tome decisiones eficientes y eficaces.

Con la esperanza de siempre de que este trabajo sea de utilidad en el medio
académico y empresarial y lectura formativa, para su construccién y formacion de
seres humanos mas felices que orienten sus esfuerzos al disefio de un mundo mas
igualitario, equitativo y mejor que permita un uso racional y 6ptimo de sus recursos.

Diciembre del 2017
Dr. Federico Gonzalez Santoyo
Miembro Representativo para México de la

Real Academia de Ciencias Econémicas y Financieras ~-RACEF (Espafa)



Introduccion

Aprender el arte y la ciencia de la investigacion de operaciones, requiere de un gran
esfuerzo, de liderazgo académico, de conocimientos profundos sobre el campo en
particular, de establecer en el aula métodos del aprendizaje cooperativo entre
estudiantes y entre estudiantes y el profesor, entre otros aspectos relevantes.

Hay un nuevo paradigma nuevo en el sistema de educacién superior: los
conocimientos deben ser construidos entre los estudiantes y el profesor, el alumno
debe ser constructor, descubridor y transformador activo de su propio conocimiento;
los profesores deben ser capaces de desarrollar las capacidades y talentos de los
estudiantes, deben fomentar las relaciones personales entre estudiantes y entre
estudiantes y el profesor.

La ensefianza es compleja y requiere de una capacitacion considerable.

Somos responsables de preparar a los estudiantes para triunfar en el campo
laboral, académico o de investigacion, ensefarles tanto las habilidades humanas
como el contenido de las materias o asignaturas.

Hoy en dia, dotar a los estudiantes solamente de conocimientos curriculares
(es decir, habilidades cuantitativas), ya no es suficiente. Los estudiantes deben exigir
que se les ensefien las habilidades que necesitan en el campo laboral.

Transcurrido casi un afo, sale alaluz este libro de texto, fruto de muchas horas
de trabajo, de consultar decenas de articulos, libros, paginas de la red internet,
manuales, apuntes, software especializado, que en la mayoria de los casos esta escrito
en inglés.

Esta obra es Unica, no existe otra igual, pero, es fruto de los conocimientos y
experiencias de muchas personas que se han dedicado a lo largo de toda su vida a
cultivar y profundizar en algunos campos de la investigaciéon de operaciones. A todos
ellos se le ha dado el crédito correspondiente mediante las citas de su obra y en las
referencias bibliograficas seleccionadas que se indican al final de cada capitulo de
este libro.

Los programas Maple, Matlab, Mathematica, Lindo, Lingo, Excel y Geogebra,
fueron de gran utilidad para resolver la gran mayoria de los problemas contenidos en
este libro. Se utilizé el programa Geogebra para disenar la regiéon de factibilidad de
los problemas de dos variables de los modelos de programacion lineal, el programa
Maple fue una valiosa herramienta en todos los capitulos, pero principalmente en los



modelos mas complejos que requerian desarrollos mas elaborados como en los
modelos de programacién no lineal, en los modelos de inventarios y en modelos
estocasticos de lineas de espera. Los programas Lindo y Lingo fueron utiles para
resolver algunos problemas de programacidn lineal, y para modelos de redes, en
especial para los casos de modelos de transporte, asignacion, ruta critica y algunos
modelos de la ruta mas corta, principalmente. El programa Excel, y su complemento
Solver, fue de gran utilidad para analizar modelos de programacion lineal y para
analizar las distintas iteraciones del algoritmo simplex para modelos de pequefia y
mediana instancia.

El libro consta de seis partes, la primera parte es una linea del tiempo sobre el
origen y desarrollo de la investigacion de operaciones. Saul Gass, entranable pionero
en el campo de la investigacion de operaciones, elabor6, en conjunto con Assad parte
de la historia de la investigacion de operaciones, desde sus inicios, hasta el afio 2010.
Antes de su fallecimiento, Saul Gass y Assad A, desarrollaron estudios mucho mas
profundos sobre la historia de este campo tan maravilloso. El crédito principal es de
ellos en la primera parte de este libro.

La segunda parte, contempla el tema de la programacion lineal, se desarrolla
parte de la teoria necesaria para el entendimiento del tema, se muestran las
diferentes soluciones geométricas para problemas de dos variables. Para resolver y
analizar los modelos y problemas se utilizaron distintos programas de computo. El
tema de programacién lineal presenta modelos y procedimientos especificos de
solucion, tales como el método grafico, el algebraico, y mediante algoritmos
especializados como el algoritmo simplex y sus variantes como el algoritmo simplex
de penalizacion. Al final del capitulo se presentan problemas resueltos y propuestos
que permitirdn al alumno aprender y poder demostrar lo aprendido mediante la
resolucion de los casos sugeridos.

En la tercera parte se abordan algunos casos especiales de la teoria de redes,
entre ellos el problema de transporte, el problema de asignacion, el caso especial del
problema de transporte llamado el problema de transbordo, el problema de la ruta
mas corta, y problemas de las redes Pert-Cpm o método de la ruta critica. En este
apartado se utilizan Excel, Maple, Lindo y Lingo. En cada caso, se presentan problemas
resueltos y propuestos para que el estudiante logre los objetivos educacionales y los
aprendizajes del tema. De igual forma, al final de cada subtema se proponen un
conjunto de ejercicios para que sean desarrollados y resueltos por parte de los
alumnos.

La cuarta parte se dedica al estudio la programacion no lineal. Se inicia con los
conceptos basicos y clave del tema, para posteriormente presentar algunas
aplicaciones practicas con modelos no lineales. El concepto de funciones convexas y



céncavas se introduce en esta unidad debido a laimportancia que reviste el tema para
comprender la optimizacién no lineal. Varios métodos de solucion se tocan en esta
seccion: el método de busqueda restringida, el método de la seccion oro, el método
de interpolacién cuadratica y el método de Newton Raphson para modelos de una
variable. Con la finalidad de mostrar la importancia que reviste el calculo diferencial
en el modelado y solucién de problemas de optimizacién no lineal, se introduce el
tema de maximos y minimos y puntos de inflexion para problemas de una y dos
variables. Finalmente, el capitulo concluye con el tema de modelos de programacién
no lineal restringidos. Para este dltimo tema, se utiliza el concepto de multiplicadores
de Lagrange. Se utiliza el programa Maple para resolver la mayoria de los ejemplos
numéricos indicados en el libro.

La seccion quinta corresponde alos modelos de inventarios. Esta seccion inicia
con los conceptos mas importantes del tema, dando paso a la definicion y desarrollo
de las variables y expresiones necesarias para el contenido. Se utiliza el programa
Maple para obtener, en todos los casos, los modelos basicos de inventarios, tales
como: la cantidad 6ptima de pedido o modelo EOQ, el modelo de inventarios cuando
se permiten faltantes, el modelo de inventarios para lotes de produccién de un solo
producto, y el modelo de inventarios cuando existe escasez y se permiten faltantes.
Con la finalidad de cubrir los temas del programa, se utiliz6 bibliografia adecuada
para el tema.

En el capitulo seis tratamos una serie de modelos de colas elementales. Se
presta atencion alos métodos de andlisis de estos modelos, asi como a las aplicaciones
de los modelos de colas mediante un conjunto de problemas numéricos.

En la primera parte del tema se discuten una serie de conceptos basicos sobre
la teoria de colas, una breve historia del tema. Posteriormente se aborda el modelo
de colas relevante y mas simple, y su versidon multiservidor se trata en las siguientes
secciones de este capitulo. De igual forma se muestran algunas variaciones en los
modelos de lineas de espera con determinadas caracteristicas como el modelo de
lineas de espera de perdida. En cada seccion se resuelve un ejemplo numérico por lo
menos. El texto contiene una gran cantidad limitada de ejercicios y se insta al lector a
probar estos ejercicios utilizando programas como Maple, Matlab, Mathematica,
Excel, entre otros.

Deseo recalcar un asunto importante: la investigacién de operaciones es tan
basta y amplia que se requieren varios afios para poder dominar algunas de sus
ramas, mencionaré algunas para colocar en su debido contexto a esta disciplina.
Programacion lineal, programacidon lineal entera, programacion no lineal,
programacion multiobjetivo, programaciéon dinamica, teoria de redes, programacion
por metas, lineas de espera, inventarios, series de tiempo, cadenas de markov, teoria



de decisiones, entre otras. De igual forma, para lograr el aprendizaje de cada una de
ellas, es necesario dominar los conceptos del algebra lineal, del calculo diferencial e
integral, de la teoria de la probabilidad, de la teoria general de sistemas, etc. Ademas
de poseer habilidad para construir y elaborar modelos formales o matematicos que
permitan abstraer la esencia del problema.

En la actualidad, no se concibe la ensefianza de la investigacion de operaciones
sin el uso de la computadora. En el mercado existe una gama amplia de programas de
propdsito general que ayudan a resolver muchos de los problemas que se modelan.
Algunos de los programas son: Matlab, Maple, Mathematica, Lindo, Lingo, Julia, Excel,
Gams, entre muchos.

Finalmente, mi agradecimiento sincero a la institucién, al centro de trabajo
donde cada dia me complace ayudar a muchos de mis alumnos a aprender las técnicas
de la investigacion de operaciones. Mi reconocimiento y gratitud al Instituto
Tecnolégico de Ensenada por darme esta gran oportunidad de contribuir a
engrandecer y a desarrollar al Tecnol6gico Nacional de México.



Semblanza del autor

El Dr. Samuel de Jesus Hidalgo Orellana, es profesor de carrera titular en el
Instituto Tecnoldgico de Ensenada, realizo estudios de ingenieria mecanica y eléctrica
con énfasis en area industrial en la Universidad Nacional Autébnoma de México,
posteriormente se especializé y realizé estudios de posgrado en el campo de la
investigacion de operaciones en la misma maxima casa de estudios.

Ha publicado diversos articulos relacionados con el campo de la optimizacion
lineal, la teoria de las decisiones y la programaciéon matematica, la programacion
lineal multiobjetivo, la teoria de las decisiones y el trabajo colaborativo. De igual
forma, ha presentado diversos trabajos de investigacion en el seno de la Ilustre
Academia Iberoamericana de Doctores.

Ha impartido diversos cursos en distintas universidades e institutos
tecnoldgicos federales y estatales sobre optimizaciéon y matematicas aplicadas
usando programas especializados como Matlab, Maple, Mathematica, Geogebra,
Microsoft Excel, Linear Interactive Discrete Optimization, entre otros.

Su experiencia docente se remite a los mejores programas de posgrado en
diversas instituciones del pais, algunos tépicos especializado impartidos en
programas de posgrado son: Teoria y técnicas de optimizacion en la Divisiéon de
Estudios de Posgrado de la Facultad de Ingenieria, teoria general de sistema en la
Division de Estudios de Posgrado de la Facultad de Quimica, matematicas aplicadas
en la Division de Estudios de Posgrado de la Facultad de Contaduria y Administracidn,
todas ellas de la Universidad Nacional Auténoma de México. En Instituto Tecnologico
y de Estudios Superiores de Monterrey, Campus Ciudad de México, impartid cursos
sobre disefio y el andlisis de experimentos y andlisis de regresion, analisis de
decisiones e investigaciéon de operaciones avanzadas en la Universidad Auténoma
Metropolitana.

En el Sistema de Educacion Superior Tecnolégica se has desempefiado como
profesor visitante en los programas de posgrado en ingenieria industrial en el
Tecnolodgico de Estudios Superiores de Cajeme, Sonora, de igual forma como profesor
visitante en el Tecnolégico de Estudios Superiores de Coacalco, Estado de México.

En el campo administrativo ha desempefiado diversos cargos en el sector
académico: supervisor en la Direccidon General de Educacién Superior Tecnolédgica y
como coordinador académico de la Direccion de Institutos Tecnolégicos
Descentralizados.
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Sus publicaciones especializadas estan sustentadas en el campo de la
investigacion de operaciones usando herramientas y programas especializados como
proyecto sustentado en el arte y la ciencia de las matematicas aplicadas.
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Capitulo I
Historia de la investigacion de
operaciones

Una perspectiva histoérica de la evolucion de la Investigacion de Operaciones
Los precursores de la Investigacion de Operaciones (1564-1873)

Los precursores de la Investigacion de Operaciones (1881-1935)

Una linea del tiempo de la investigacion de operaciones (1936-1946)

La expansion de la investigacion de operaciones (1947-1950)

El desarrollo profesional de la investigacion de operaciones: matematicas y
algoritmos (1951-1956)

El desarrollo de algoritmos, aplicaciones y algunas actividades internacionales
de la investigacion de operaciones (1957-1963)

Publicaciones, métodos y aplicaciones de la investigacién de operaciones
(1964-1978)

Métodos, aplicaciones y tecnologia de la investigacion de operaciones (1979-
2004)

Los primeros programas universitarios en investigacion de operaciones.
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Una perspectiva histérica de la evolucion de la Investigacion de
Operaciones.

El 17 de marzo de 2013 fallece Saul I. Gass. Gass, pionero en el campo de la
investigacion de operaciones (I0), fue, junto a George B. Dantzing, impulsor de la
investigacion de operaciones a nivel internacional.

Gass realiz6 muchas aportaciones a la investigacion de operaciones,
incluyendo publicaciones de libros, enciclopedias y articulos relacionados en el
campo.

Toma de decisiones, modelos y algoritmos, una guia ilustrada de la
programacion lineal, son, entre otras publicaciones, las realizadas a lo largo de su
prolifica carrera académica.

Junto con Carl Harris publican en 1996 Enciclopedya of Operations Research
and Management Science, editada por Kluwer Academic Publishers, Boston.

Gass, se mantuvo vigente en el estudio de la investigacién de operaciones
como profesor emérito en la Universidad de Maryland en la escuela de negocios
Robert H. Smith como profesor y director del departamento de ciencias de la gestién
y las estadisticas en 1975.

Después de la Segunda Guerra Mundial, se utiliza la metodologia e ideas de la
investigacion de operaciones en el mundo civil.

Gass, considera que en esos tiempos se reconocid el nuevo campo llamado
investigacion de operaciones, y en donde habia grupos del ambito privado y publico
que pedian su aplicacion fuera del campo de batalla en los campos mas diversos de la
empresa y la industria.

De acuerdo a Gass (2011):

«[...] para mi, es bastante sorprendente que dentro de los
primeros 20 afios después de su nacimiento, se haya
establecido internacionalmente como un importante

campo cientifico, que se demostré en el nuevo frente de
batalla formado por las necesidades de las empresas y la
industria. ;Qué sucedio y qué resulto en la prdctica?»
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«Soy consciente de que la actual vision de esta disciplina no
se considera como una ciencia en la opinién de muchos
académicos y profesionistas. A mi juicio, sin embargo, creo
que la investigacion de operaciones ha tenido una
evolucion, un crecimiento inicial y un desarrollo que se
debe a la formacion y conocimientos de los cientificos
durante la Seqgunda Guerra Mundial. La fuerza propulsora
fue su clasica formacion cientifica y su vision clarividente
de como las nuevas ideas de la investigacion de
operaciones como una ciencia aplicada que podria hacer
una diferencia en el mundo real de la toma
de decisiones humanas»

Se considera a Patrick Blackett, como el padre de la investigacion de
operaciones, quien fue el responsable de desarrollar nuevas tacticas para el uso de
armas antiaéreas y tratar de destruir los submarinos alemanes.

Blackett en el afio de 1950, analiz6 si era o no la investigaciéon de operaciones
una ciencia y sefalé que estaba implicita, obteniéndose por primera vez la definicion
de esta disciplina. (Assad y Gass, 2011)

En el afio de 1947 es cuando se define a la I0 durante la II Guerra Mundial por parte
de Goodeve en el afio de 1948, modificada posteriormente por Kirby (2003),
definiéndose:

«La Investigacién de Operaciones es un método cientifico que proporciona al
ejecutivo una base cuantitativa para las decisiones con respeto a las operaciones bajo
su control»

Existe una caracteristica distintiva en esta materia, que ha sido oficialmente
llamada Investigacion de Operaciones (I0): su base cientifica y tecnolégica para
resolver problemas en donde el factor humano es importante.

Hay muchas definiciones de investigacion de operaciones: la ciencia de la toma de
decisiones, investigacion operativa, administracion cientifica, o ciencia de la eleccion.

¢La investigacion de operaciones comenzé con Adan y Eva? Pero, ;qué
acontecimientos se han combinado para formar lo que hoy llamamos la investigacion
de operaciones, o la ciencia que ayuda en la resolucién de problemas mediante la
toma de decisiones humanas? (Gass, 2011).
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Como cualquier campo cientifico, la investigacion de operaciones tiene su propia
pre-historia e historia, compuesta de una serie de hechos, personas, ideas y métodos
que han contribuido al estudio de la toma de decisiones, incluso antes del nacimiento
oficial de esta rama de la ciencia.
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IL.

Los precursores de la Investigacion de Operaciones (1564-1873)
De acuerdo a Gass y Assad (2005)
1564 El Libro de Juegos de Azar (Girolamo Cardano)

Médico milanés, matematico y jugador, se cita a menudo como el primer matematico
para estudiar el juego. Su libro, El Libro de Juegos de Azar, estd dedicado a los
aspectos practicos y tedricos de los juegos de azar.

1654 Valor Esperado (Blaise Pascal)

Describe como calcular el valor esperado de una apuesta. En su carta del 29 de julio
de 1654 a Pierre de Fermat, Pascal utiliz6 la idea clave de la igualacién del valor del
juego a su esperanza matematica, calculada como la probabilidad de una victoria
multiplicada por la ganancia de la apuesta.

1662 Probabilidades empiricas de las estadisticas vitales (John Graunt)

El utilizé los datos de las facturas de mortalidad para calcular las probabilidades
empiricas para eventos tales como la peste, la muerte y las tasas de mortalidad por
enfermedades diferentes.

1665 Sir Isaac Newton

Al igual que con la mayoria de los campos de la ciencia, muchas ciencias has sido
influenciadas por la obra de Sir Isaac Newton. En particular, dos de los fundamentales
descubrimientos matematicos de Newton se destacan: la busqueda de las raices de
una ecuacion y las condiciones de primer orden.

1713 Laley de los grandes niumeros (Jakob Bernoulli I)

Jakob Bernoulli I demostro6 lo que ahora se conoce como la ley de Bernoulli de los
grandes numeros. Mostro como medir la proximidad, en términos de una declaracion
de probabilidad, entre la media de una muestra aleatoria y la media verdadera
desconocida de la poblacién a medida que aumenta el tamafo de muestra.

1713 La paradoja de San Petesburgo (Nicolaus Bernoulli II)

Bernoulli II plantea cinco problemas de probabilidad para el matematico francés
Pierre Rémond de Montmort.

16



1715 Series de Taylor

A principios del siglo XVIII, los matematicos se dieron cuenta de que las expansiones
de diversas funciones trascendentes elementales son casos especiales de la serie
general que hoy se conoce como Serie de Taylor.

1718 The Doctrine of Chances (Abraham de Moivre)

Las tres ediciones de este libro clasico de Abraham de Moivre muestran el curso de la
teoria de la probabilidad desde 1718 hasta 1756. El libro consta de una introduccion
con los teoremas elementales de la probabilidad, seguido de una coleccién de
problemas.

1733 Primera aparicion de la distribucion normal (Abraham de Moivre)

Se define el teorema del limite central al introducir la aproximacién normal a la
distribucién binomial.

1733 Inicios de la probabilidad geométrica (George-Louis Leclerc)

Conde de Buffon, tenia amplios intereses en la historia natural, las matematicas y la
estadistica.

1736 Problema del puente de Kénigsberg (Leonard Euler)
Matematico suizo se le atribuye la creacion de la teoria de grafos

1755 Desviacion absoluta minima en regresion lineal simple (Rogerius Josefo
Boscovich)

Profesor de matematicas en el Collegium Romanum en Roma, desarrolld el primer
procedimiento objetivo para ajustar un conjunto de observaciones a una relacion
lineal

1763 Regla de Bayes (Thomas Bayes)

El reverendo propuso una regla (férmula) para estimar una probabilidad p mediante

la combinacién de un conocimiento a priori de p con la informacién contenida en un
numero finito de n ensayos independientes.

17



1788 Multiplicadores de Lagrange (Joseph-Louis de Lagrange)

El célebre libro: Mecanica Analitica, incluye un poderoso método para la busqueda de
valores extremos en funciones sujetas a restricciones de igualdad.

1789 Principio de utilidad (Jeremy Bentham)

Jurista y filésofo inglés, publicé: Introduccién a los principios de la moral y la
legislaciéon en la que proclama que la humanidad se rige por el dolor y el placer.
Propuso un principio de utilidad.

1795 Método de los Minimos Cuadrados (Carl Friedrich Gauss y Adrien Marie
Legendre)

Al matematico aleman y al matematico francés, respectivamente se les acredita al
mismo tiempo el descubrimiento, pero por separado y de forma independiente del
método de los minimos cuadrados. El trabajo de Gauss data de 1795 y el de Legendre
que publica sus resultados en el afio de 1805.

1810 El Teorema General del Limite Central (Pierre-Simoén Laplace)

Deriva el teorema general del limite central: La suma de un niimero suficientemente
grande de variables aleatorias independientes sigue wuna distribucion
aproximadamente normal. Su trabajo dio un impulso sin precedentes con nuevas
técnicas analiticas para influir en la teoria de probabilidades.

1811 Kriegsspiel (juegos de guerra)

Basado en reglas (rigidas), es un proceso basado en operaciones militares reales que
utiliza un mapa, piezas movibles que representan tropas, dos jugadores y un arbitro.
Fue inventado por el Consejero prusiano von Reisswitz y su hijo, un teniente de la
armada de Prusia.

1826 Solucion de desigualdades (Jean-Baptiste-Joseph Fourier)

Matematico francés a quien se le atribuye ser el primero en declarar formalmente un
problema que puede ser interpretado como un problema de programacién lineal.

1826 Solucion de ecuaciones lineales (Carl Friedrich Gauss)
Usa operaciones elementales de fila (eliminaciéon) para transformar una matriz

cuadrada de (n x n), asociada con un conjunto de ecuaciones lineales, en una matriz
triangular superior U.
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1833 Maquina Analitica (Charles Babbage)

Matematico e inventor inglés, se le atribuye ser el primero en concebir un ordenador
de propdsito general (maquina analitica). Aunque nunca se construyo en su totalidad,
su disefio empleaba tarjetas perforadas para los datos y para la definicién de un
conjunto de instrucciones (programa).

1837 La aproximaciéon de Poisson (Siméon Denis Poisson)

El matematico francés era conocido por su «Ley de los grandes nlimeros» que contaba
la proporcién de éxitos en dichas secuencias, cuando la probabilidad p puede variar
de un ensayo a otro. Hoy en dia, el nombre de Poisson es mas facilmente asociados
con la aproximacién a la distribucién binomial que cuenta el nimero de éxitos en n
ensayos independientes de Bernoulli con la misma probabilidad p.

1839 Fundacion de The American Stastistical Society (ASA)

ASA, fue fundada en Boston en 1839, convirtiéndose en la segunda mas antigua de la
sociedad profesional en los Estados Unidos. La misiéon de ASA era promover la
practica estadistica, las aplicaciones y la investigacion; publicar revistas sobre
estadisticas, mejorar la ensefianza de la estadistica, y avanzar en la profesién
estadistica. Su primer presidente fue Richard Fletcher.

1845 Ecuaciones de flujo en red (Gustav Kirchhoff R.)

El fisico aleman, descubre dos famosas leyes que describen el flujo de la electricidad
a través de una red de cables. Las Leyes de Kirchhoff, la conservacién de flujo en un
nodo (en un circuito eléctrico, las corrientes que entran en una unién deben ser
iguales a las corrientes que salen de la unién), y la ley de voltajes (alrededor de
cualquier trayectoria cerrada en un circuito eléctrico la suma algebraica de las
diferencias de voltaje es igual a cero), tienen una aplicacion directa a las graficas y
redes modernas.

1846 Prueba sobre la distribucion de las poblaciones sociales (Adolphe
Quetelet)

En su libro, Sur 'homme et le développement de sesfacultés (1835), el belga
estadistico Adolphe Quetelet presento sus ideas sobre la aplicacion de la teoria de la
probabilidad para el estudio de las poblaciones humanas y su concepto de hombre
promedio.
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1856 Ciclos Hamiltoniano

Dado un grafo de aristas y vértices, una trayectoria cerrada que recorre todos los
vértices de un grafo exactamente una vez, se llama un ciclo Hamiltoniano. ;Cémo
encontrar ese ciclo es un importante problema en el analisis de redes?

1873 Solucion de ecuaciones con no negatividad de las variables

La importancia de las soluciones no negativas en los conjuntos de desigualdades y
ecuaciones no fue evidente hasta el desarrollo de la programacion lineal. Un trabajo
anterior, que viene bajo el titulo de los teoremas de transposicion, es ilustrado por el
matematico aleman como el teorema P. Gordan’s.

1873 Galton quincunx (caja de Galton)
El inglés estadistico Francis Galton disen6 el quincunx para ilustrar cémo la
distribucién normal podria surgir debido a sucesos aleatorios. El nombre se deriva de

una disposicion de cinco objetos, uno en cada esquina de un rectangulo o cuadrado y
uno en el centro.
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III.

Los precursores de la Investigacion de Operaciones (1881-1935)
De acuerdo a Gass y Assad (2005)
1881 Scientific Management / Estudio de tiempos (Frederick W. Taylor)

Frederick W. Taylor, ingeniero estadounidense y consultor de gestion, es llamado «el
padre de la administracién cientifica». Taylor presentdé su método de estudio de
tiempos en 1881, mientras trabajaba como capataz general de la planta para la
Midvale Steel Company.

1885 Scientific Management / Estudio de Movimientos (Frank B. Gilbreth)

Mas o menos coincidente con los estudios de tiempo Frederick W. Taylor fue el
desarrollo de estudio de movimientos de Frank B. Gilbreth.

1896 La Geometria de nimeros (Hermann Minkowski)

El matematico ruso, aleman es considerado el padre del andlisis convexo. En su
tratado innovador sobre la geometria de nimeros, Minkowski us6 las herramientas
de la convexidad para acercarse a la teoria de los nimeros desde un punto de vista
geométrico.

1896 La Representacion de poliedros convexos

El Teorema de representacion declara que cualquier punto de P puede ser
representado como una combinacién convexa de sus puntos extremos mas una
combinacién no negativa de sus direcciones extremas. Este resultado es central en la
programacion lineal y en los aspectos computacionales del método simplex.

1900 Graficas de Gantt (Henry L. Gantt)

Henry L. Gantt, un asociado de Frederick Taylor, ide6 un método de planificacién de
proyectos por el cual los administradores podrian representar, mediante una
secuencia de barras en un grafico, las actividades interrelacionadas de un proyecto,
el programa de relaciones de precedencia entre las actividades, indicar los horarios
de finalizacion, y el desempefio real del proyecto. Todavia es una herramienta de
gestion actual, especialmente en la industria de la construccion.

1900 Movimiento Browniano aplicado al mercado de valores (Louis Bachelier)

Un estudiante de Henri Poincaré, Louis Bachelier, en su tesis doctoral, Théorie de la
speculation, propuso la aplicacion de «el calculo de probabilidades a las operaciones
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del mercado de valores». Este trabajo contiene el primer tratamiento del movimiento
Browniano a los mercados de valores, ofreciendo tres diferentes caracterizaciones.

1901 Solucion de sistemas de desigualdades

El teorema de la dualidad de la programacion lineal que relaciona la solucién de los
problemas primal y dual fue probado por primera vez por David Gale, Harold W. Kuhn
y Albert W. Tucker en 1951, utilizando el teorema de 1902 del matematico htingaro
Julius (Gyula) Farkas.

1906 Solucion 6ptima de Pareto (Vilfredo Pareto)

El economista italiano Vilfredo Pareto propone que en situaciones competitivas una
solucién no es 6ptima (eficiente) si no se puede mejorar la satisfacciéon de otros
actores sin bajar (degradar) el nivel de satisfacciéon de por lo menos el de otros. Es
decir, no se puede robar a Pedro para pagarle a Pablo. En situaciones de objetivos
multiples, un grado 6ptimo de Pareto es una solucidn factible para la cual un aumento
del valor de un objetivo puede ser alcanzado s6lo mediante una disminucién en el
valor de al menos un otro objetivo.

1907 Cadenasy procesos de Markov (Andrei Andreevich Markov)

El matematico ruso Andrei Andreevich Markov desarrollé el concepto de proceso de
Markov a partir de sus estudios sobre secuencias de experimentos.

1908 Distribucion t Student’s (William Sealy Gosset)

Mejor conocido por su nom de plume «Student,» descubrio la distribucién ty su uso.
1909 Erlangy el trafico telefonico (Agner Krarup Erlang)

A principios del decenio de 1900, A. K. Erlang, un ingeniero de telefonia danés inicio
un estudio de las aglomeraciones y de los tiempos de espera que ocurrian en la
obtencion de llamadas telefdnicas. Desde entonces, la teoria de las colas se ha vuelto
mucho mas elaborada y se le ha aplicado a una amplia gama de situaciones que
implican lineas de espera. Anderson, Sweeney y Williams (2011).

1909 Localizar un servicio (Pierre de Fermat)

El matematico francés del siglo, Pierre de Fermat, en su tratado sobre maximos y

minimos, propuso en 1643 un problema que puede ser interpretado como un
problema de localizaciéon de servicios: «EI que no esté de acuerdo con mi método
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intente la solucién del siguiente problema - dados tres puntos en un plano, encontrar un
cuarto punto tal que la suma de sus distancias a los tres puntos dados sea un minimo»

1910 Teorema del punto fijo de Brouwer (Luistzen E. J. Brouwer)

El Teorema de Brouwer establece que, para ciertas condiciones sobre el dominio, una
funcién continua de un conjunto en si mismo tiene al menos un punto fijo, es decir,
tiene al menos una solucion a la ecuacion f(x) = x.

Podemos hacer la siguiente analogia del teorema con el mundo real. Tome una
taza de agua y revuelva el contenido con una cuchara, muy suavemente. Entonces deje
reposar el agua hasta que se detenga completamente. El movimiento suave de la
cuchara simula la accion de una funciéon continua, mientras que el agua
definitivamente va de la taza en la taza. No importa cudnto se revuelva el agua, el
Teorema de Brouwer nos asegura que de entre todas las particulas de agua en la taza,
al menos una de ellas volvera a su posicién original cuando termine el proceso. (Pérez,
2008).

1912 Juegos con informacion perfecta (Ernst Zermelo)

Un juego con informaciéon perfecta se caracteriza de la siguiente manera: los
jugadores conocen de todas las reglas, las opciones posibles y un historial pasado del
juego por parte de los jugadores. Ajedrez, backgammon, tic tac toe son ejemplos de
este tipo de juegos. El aleman, Ernst Zermelo, demostré l6gicamente en su articulo,
que tenia el primer Teorema general de la de la teoria de juegos. Que los juegos con
informacion perfecta estan estrictamente determinados, es decir, existe una solucion
en la que ambos jugadores tienen solo estrategias 6ptimas.

1913 Modelo de cantidad econémica del pedido (EOQ) (F. W. Harris)

F.W. Harris determind la formula matematica para la cantidad 6ptima del pedido. Fue
la primera aplicaciéon de métodos cuantitativos en el drea de manejo de inventarios.
La férmula EOQ determina la cantidad de pedido 6ptima, balanceando el costo de
retencidon anual y el costo anual de ordenar. (Anderson, Sweeney y Williams, 2011)

1914 Ecuaciones de Lanchester’s (Frederick W. Lanchester)

El ingeniero aeronautico britanico, Frederick W. Lanchester, quien, entre otras cosas,
construy6 el primer automovil en el Reino Unido, se traslad6 al estudio de las
operaciones militares mediante el andlisis matematico. Lanchester formula un
conjunto de ecuaciones diferenciales que se ocupan de la relacién entre la
concentracion de fuerzas y la fuerza efectiva de las fuerzas de oposicién, cuya solucién
determina los resultados esperados en un combate. Su analisis produjo N2 leyes.
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1915 Solucidn positiva de las ecuaciones lineales (E. Stiemke)

Las condiciones para la existencia de una soluciéon positiva de un conjunto de
ecuaciones lineales fueron investigadas por el matematico aleman E. Stiemke.

1920 Meétodo de maxima verosimilitud

Lanocidn de la estimacion de un parametro mediante la maximizacién de una funcién
apropiada construido a partir de las observaciones se remonta a Daniel Bernoulli,
Euler Leonhard, Johann Heinrich Lambert y Joseph-Louis de Lagrange. Sin embargo,
fue el estadista Inglés Ronald Aylmer Fisher, que en uno de sus trabajos mas
influyentes (1922), establecié un eje fundamental de razonamiento estadistico,
proponiendo el método de maxima verosimilitud como un procedimiento general
para la estimacién de momentos.

1921 Estrategias minimax para dos personas, juegos simétricos (Emili Borel)

Para dos personas, juego simétrico, de suma cero, Emile Borel definié el marco de la
teoria de juegos y el concepto de un “método de juego" (estrategia) como un cédigo
que determina “para todas las circunstancias posibles... 1o que la persona debe hacer."

Luego sigui6 una estrategia 6ptima y derivé las soluciones minimax para
juegos con tres o cinco estrategias posibles.

1922 Condicion suficiente para el Teorema del Limite Central

Si bien la declaracion del Teorema del Limite Central (CLT) se remonta a Pierre-
Simon Laplace en 1810, la primera prueba rigurosa que se le dio fue en 1901 por el
matematico Ruso Alexander M. Liapanov, un estudiante de Pafnuty L. Chebyshev.

1925 Generacion de digitos aleatorios

Digitos aleatorios fueron generados de forma sistematica por vez primera por
Leonard H.C Tippett para confirmar los resultados de su articulo publicado en 1925.
Tippett muestreo al azar 5,000 observaciones extraidas con reemplazo de una bolsa
que contenia 1,000 tarjetas. Los numeros de las tarjetas seguian una distribucién
normal. También utilizé 40,000 datos registradas en los censos britanicos y los
combiné para obtener 10,000 nimeros del 0000 a 9,999 de forma aleatoria.
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1925 Métodos estadisticos para investigadores, Ronald A. Fisher, Oliver y
Boyd, Londres.

Este libro del célebre estadista inglés y genetista Ronald Aylmer Fisher cubre sus
actividades estadisticas en la Estacion Experimental de Rothamsted para la
investigacion agricola.

1926 Probabilidad subjetiva

Los grados o nocion de creencia, que esta vinculada con el tema que ahora se llama
probabilidad subjetiva, se remonta a las primeras investigaciones de Jakob Bernoulli
I (Ars Conjectandi, 1713), y fue proseguido por Emile Borel, John Venn, y John
Maynard Keynes, entre otros. Frank P. Ramsey cree que la tinica manera de medir los
grados de creencia es observar la conducta manifiesta que se manifiesta en la
elecciéon. De este modo se ligan la probabilidad subjetiva con el concepto de utilidad
y eleccion explicita.

1927 Aplicaciones de la teoria de la probabilidad a la ingenieria telefonica

Edward C. Molina, investigador autodidacta, hizo contribuciones fundamentales a la
teoria del trafico telefénico. La primera central telefénica automatica se habia
instalado en La Porte, Indiana en 1892 y dio lugar al problema de la expansion de las
centrales telefénicas. Son los primeros intentos de utilizar la teoria de probabilidades
para el andlisis de centrales telefénicas.

1927 El andlisis estadistico de las series de tiempo

El estudio de las series de tiempo fue propuesto por el estadistico Britanico George
Udny Yule y el economista y estadistico Ruso Eugene Slutsky. Se observa que, a partir
de una serie de nimeros aleatorios, se pueden tomar sumas o diferencias de tales
numeros para producir nueva serie que presentan las propiedades ciclicas que
aparecen con frecuencia en la serie de tiempo.

1928 Prueba de la existencia de una estrategia de equilibrio para dos personas
en una matriz de juegos.

Dos publicaciones de John von Neumann aparecieron en 1928 con la prueba minimax
para la matriz de dos personas con juego de suma cero. La primera fue una
comunicacién a E. Borel, en la que von Neumann anuncié que habia resuelto el
problema de encontrar una estrategia 6ptima para dos personas en el juego de suma
cero.
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1929 procedimiento de muestreo secuencial

Para una gran cantidad de unidades, (por ejemplo, las piezas fabricadas), el muestreo
implica la extraccién de una muestra aleatoria y se acepte el lote si la muestra
contiene menos de un numero determinado de unidades defectuosas. El muestreo
puede ser exhaustivo, por lo que todos los articulos son examinados, pero esto suele
ser muy costoso y consume mucho tiempo.

1929 Caracterizacion de los grafos planares

El matematico Polaco Kazimierz Kuratowski mostré que si un grafo es no plano debe
contener el grafico completo en 5 nodos (K5) o en el grafo bipartito 6 nodos
(K3 3)como subgrafos.

1930 Limites de confianza

El uso implicito de los limites de confianza para proporcionar un rango de valores
posibles de los parametros estimados se remonta a Laplace y Gauss, pero, dado que
los limites derivados eran aproximaciones, la l6gica subyacente del procedimiento
permanecido en la oscuridad.

1930 Fundacion de The Econometric Society

The Econometric Society, es una sociedad internacional para el avance de la teoria
econdmica y su relacion con las estadisticas y las matematicas, fue fundada en 1930.
Muchos de sus miembros han hecho contribuciones fundamentales a la investigacién
de operaciones, y algunos documentos importantes teoricos y aplicados de 10 han
aparecido en su principal revista Econometrica. Su primer presidente fue Irving
Fisher.

1930 Formula de Pollaczek para el modelodecolasM /G /1

Félix Pollaczek fue un pionero en el estudio de sistemas de colas. Desarrolld la
férmula para el tiempo promedio de espera de un cliente en un sistema de colas
M /G /1. (Llegadas mediante una distribucion de probabilidad Poisson, Distribucion
de probabilidad general para el tiempo de servicio, un servidor).

1931 Graficos de control de calidad

Walter A. Shewhart se unié a Western Electric Company en 1918 y fue transferido a

los Laboratorios Bell Telephone en 1925. Alli permaneci6 hasta su jubilacién en 1956.
En la década de 1920, trabajé en las graficas de control iniciadas en la Western
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Electric como parte de una visién de toda la empresa para el aseguramiento de la
calidad basada en principios cientificos.

1931 Las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

Antes de 1930, los procesos aleatorios estudiados en la teoria de probabilidades
utilizaban generalmente parametros de tiempo discreto. Esto cambié con la
publicacion de un articulo titulado: «Métodos Analiticos» de Andrei N. Kolmogorov
(1931) sobre los procesos de tiempo aleatorio continuos. En resumen, sus resultados
sentaron las bases sobre los procesos de Markov.

1932 Prueba de hipédtesis

Durante el periodo de 1926-1933, Jerzy Neyman y Egon S. Pearson desarrollaron la
teoria de la prueba de hipétesis en respuesta al enfoque ad hoc de Ronald A. Fisher.
Su teoria permitié identificar mediante ensayos éptimos la especificacion de la
hipétesis alterna y el reconocimiento de los dos tipos basicos de error.

1933 Nacimiento de la estadistica matematica

Stephen M. Stigler, un historiador de las estadisticas, selecciona al afio de 1933 como
el nacimiento de la estadistica matematica. Se aclara que esta fecha no se refiere al
nacimiento de los diferentes conceptos que integran el tema (muchas de ellas se
remontan a los primeros siglos), sino al “nacimiento de la estadistica matematica
como disciplina." Institucionalmente, Stigler observa que Harry C. Carver funda la
revista Annals of Mathematical Statistics en 1930, "en términos generales, bajo los
auspicios de the American Statistical Association (ASA).

1933 Analisis de Componentes Principales

Aunque el método de componentes principales se remonta a Karl Pearson (1901), el
procedimiento general es debido al trabajo pionero de Harold Hotelling O. (1933),
profesor de economia en Columbia University. Los componentes principales son una
secuencia no correlacionadas de combinaciones lineales de las mediciones originales,
cada uno con una varianza menor que la anterior, que colectivamente preserva la
variacién total de las mediciones originales. Hotelling demostré cémo estos
componentes se pueden encontrar a partir de los vectores propios de la matriz de
covarianza de la poblacion.

1933 Fundamentos de la Teoria de la Probabilidad

En este libro el célebre, Andrei Kolmogorov desarrolla de forma axiomatica la teoria
de la probabilidad en términos de la teoria de la medida. Este libro se convirtié en el
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simbolo de la moderna teoria de la probabilidad, que sustituye a todos los enfoques
anteriores. Una novedad importante ha sido el tratamiento de los procesos
estocasticos.

1935 Martingalas

Las investigaciones de Paul Lévy’s sobre los conceptos abstractos unificadores de la
teoria de probabilidades le llevé a una sucesién de variables aleatorias, donde la
esperanza de la siguiente variable en la secuencia es siempre igual al valor de la
ultima. Lévy utiliza el término martingala para tal secuencia.

1935 Matroides

En un articulo clasico, el matematico Hassler Whitney presenta los axiomas de una
estructura algebraica que llamé6 matroides. Un matroide M es un conjunto finito S y
una coleccion F de subconjuntos de S, llamados conjuntos independientes, que
desempefian un rol analogo a las bases de un espacio vectorial.

1935 El Disefio de Experimentos
Durante 1924 - 1926, Fisher desarrollé estos principios basicos del disefio
experimental como disefios factoriales, cuadrados latinos, técnicas de confusion y el

analisis de la covarianza. Fisher es considerado como el padre de la estadistica
moderna.
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IV.

Una linea del tiempo de la investigacion de operaciones (1936-1946)
De acuerdo a Gass y Assad (2005)

1936 Tiempo cero: Aplicaciones de la investigacion de operaciones. Ejército
britanico

La mayoria de la bibliografia coincide en que el inicio de esta rama de la ciencia surge
a finales de los afios 30’s (1936), continuando durante el periodo de la Segunda
Guerra Mundial, extendiéndose posteriormente a los Estados Unidos de América tras
el ataque a Pearl Harbor.

El nombre de Investigacion de Operaciones se inicia con los militares
britanicos, ayudados por cientificos civiles, sobre la investigaciéon de cémo deberia
ser desplegado el nuevo invento del radar y operado para la defensa de la patria.

Tales estudios, se amplian a la guerra antisubmarina, utilizando un convoy
como proteccion, asi como la utilizacidn de tacticas de bombardeo con aviones con
gran éxito. (Gass, 2011)

1936 Solucion de desigualdades lineales (Theodore S. Motzkin)

Antes de 1936, existian pocos trabajos que se ocupaban de la solucion de sistemas de
desigualdades lineales. La tesis doctoral de 1936 del matematico Aleman Theodore S.
Motzkin fue citada en 42 articulos. El Teorema de trasposicion de Motzkin para las
desigualdades lineales es una forma mas general que los teoremas de Gordan y de
trasposicion de Stiekme que se pueden derivar. También se puede utilizar para
probar el teorema de dualidad de la programacion lineal.

1936 Economia interindustrial (Wassily W. Leontief)

Wassily W. Leontief (en 1973 el Premio Nobel de Economia), economista ruso, y que
se habia incorporado recientemente a la facultad de la Universidad de Harvard, se
crea el campo de la economia interindustrial. Para una economia, los coeficientes
muestran la cantidad necesaria (entrada) que una industria necesita para producir
una unidad (salida) de cada uno de los sectores de la economia. Aunque la matriz de
Leontief asume linealidad (entrada y salida son proporcionales) y no dinamica, las
aplicaciones de interindustrial (input-output) en la economia para analizar el impacto
de la politica econémica de un gobierno y los cambios en la actividad de los
consumidores han demostrado ser de gran valor. Los coeficientes insumo producto
han sido utilizados por los Estados Unidos, por el Departamento de Estadisticas del
Trabajo, por el Banco Mundial y por las Naciones Unidas.
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1936 Maquinas de Turing (Alan M. Turing)

David Hilbert hizo la pregunta: ;Existe un procedimiento fijo capaz de decidir si una
afirmacion matematica es verdadera para cada afirmacién matematica que puede ser
formalmente establecida? Esta cuestion, llamado el problema de decision
(Entscheidungs problem), atrajo la atencién de Alan M. Turing en 1935, cuando era
un estudiante en King’s, College, Cambridge. En 1936, escribi6 el célebre documento
que responde a la pregunta en sentido negativo. En este articulo, Turing formaliza la
nocion de computabilidad (acciéon de ser computable) e introduce la maquina de
Turing como un modelo para una maquina de computacion universal.

El concepto de una maquina de Turing es la base formal de trabajos
posteriores en la teoria de la complejidad, incluida la definicion de las clases P y NP.

1936 La teoria de grafos infinitos y finitos (Dénes Konig)

Doscientos afios después del trabajo pionero de Euler sobre el problema de los
puentes de Konigsberg, el trabajo de Dénes Konig desarrolla un estudio completo
sobre la teoria de grafos estableciéndolo como subcampo de las matematicas.

1937 El problema del agente viajero (Merrill M. Flood)

Merrill M. Flood se acredita con la popularizacion de este famoso problema
combinatorio: Un vendedor ambulante quiere visitar a cada una de las n ciudades
exactamente una vez y luego regresar a su ciudad natal, y si la distancia (costo) de
viajar de ciudad i la ciudad j es cij ;qué recorrido (tour, circuito) debera tomar el
vendedor para minimizar la distancia total recorrida?

1939 Condiciones de optimalidad para programacion no lineal (William
Karush)

Como parte de su tesis de maestria en el departamento de matematicas de la
Universidad de Chicago, William Karush determino las condiciones de optimalidad
para programacion no lineal, un resultado idéntico a la conocida pero posterior
declaracion de Kuhn Tucker (1951). El trabajo de Karush no fue publicado y
permanecié desapercibido durante muchos afios.

1939 Métodos Matematicos de Organizacion y Planificacion de la Produccion
(Leonid V. Kantorovich)

El matematico ruso y economista, Leonid V. Kantorovich, dio una descripcién

matematica de un problema de asignacién de la produccién que puede ser
interpretada como la primera declaraciéon de estos problemas como un programa
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lineal. También propuso un procedimiento de calculo (resolucién de multiplicadores)
para resolverlo, y, ademas, sefiald que estas estructuras matematicas podrian ser
utilizadas para analizar los problemas en las refinerias de petréleo, en la utilizacion
de los tipos de combustible, en la distribuciéon de la carga sobre una red, y en la
distribucién 6ptima de la tierra arable para cultivos agricolas diferentes.

1940 Blackett «Circus» (Patrick M.S. Blackett)

Bajo la direccidn del fisico Patrick M.S. Blackett, un grupo multidisciplinario (tres
psicologos, un fisico general, dos fisicos matematicos, dos matematicos, un astrofisico,
un oficial del ejército y un topégrafo) fue creado bajo el titulo formal de The Anti-
Aircraft Command Research Group, de la Royal Air Force, para estudiar el uso del radar
en artilleria antiaérea. Conocido como el Circo de Blackett, establecié el concepto de
equipo multidisciplinario de investigacién de operaciones, demostrando el valor y la
eficacia de estos equipos cuando se aplica a complejos problemas del mundo real.

1941 El Problema de Transporte (Frank L. Hitchcock)

El primer desarrollo del clasico problema de transporte (el envio de mercancias
desde un origen i a un destino j a un costo minimo) se debe a Frank L. Hitchcock
publicado en un articulo de 1941 en la que esboza un procedimiento de solucidn.
Durante la Segunda Guerra Mundial, el economista Tjalling C. Koopmans, mientras
trabajaba para el Consejo de la British American Combined, de forma independiente
investigaba y resolvia el mismo problema, por lo que el problema se le conoce como
el problema de transporte Hitchcock- Koopmans.

1942 U.K. naval operational research (Patrick M.S. Blackett)

En diciembre de 1941, cuando Patrick M.S. Blackett fue consultado acerca de la
formacién de una seccién de Investigacion de Operaciones por parte del Ministerio
de Marina del Reino Unido, escribié un memorando titulado «Los cientificos en el
nivel operacional», que resulté ser muy influyente en ambos lados del Atlantico, y que
proporciond un impulso para la formacion de un Grupo de Investigacion de
Operaciones en la Marina de los Estados Unidos para la Guerra Antisubmarina
(ASWORG).

1942 U.S. Navy Antisubmarine Warfare Operations Research (ASWORG)

ASWORG fue la primera organizaciéon civil con personal comprometido en
operaciones militares en los Estados Unidos. Fue organizada por la Marina y por el
fisico Philip M. Morse a principios de la Segunda Guerra Mundial. Comenz6 con 15
cientificos civiles asignados a la Oficina del Jefe de Operaciones Navales, el almirante
Ernest ]. King. Al finalizar la guerra, habia casi 100 analistas empleados para la
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soluciéon de problemas general de la Investigacion de Operaciones (ORG), con
ASWORG como uno de sus subgrupos.

1942 U.S. Air Force operations research

En octubre de 1942, en el apogeo de la Segunda Guerra Mundial, el primer
contingente de analistas de Investigaciéon de Operaciones de los Estados Unidos lleg6
a Inglaterra para trabajar con Air Force’s Eighth Bomber Command (mds tarde
designado la Octava Fuerza Aérea). Ellos fueron: James Alexander, el matematico del
Instituto de Estudios Avanzados de Princeton, Leslie H. Arps y John M. Harlan, los
abogados de la firma de abogados de Nueva York de la matriz, Ballantine, Harlan,
Bushby y Palmer; H.P. Robertson, un fisico de Princeton University; W. Norris Tuttle,
director de investigacion de General Radio Company, William J. Youden, bioquimico
y estadistico, y Boyce Thompson, del Plant Research Institute. Harlan fue jefe de Staff
de la recién formada Seccion de Investigacion de Operaciones.

1942 Teoria de busqueda (Bernard 0. Koopman)

«Search and Screening» por Bernard 0. Koopman, fue la primera publicacién para
describir un enfoque probabilistico basado en la asignacidn éptima para los esfuerzos
de busqueda.

1943 Las Redes Neuronales (Warren S. McCulloch y Walter H. Pitts)

Warren S. McCulloch y Walter H. Pitts, introdujeron la nocién de una red neuronal
como una abstraccion de las propiedades fisioldgicas del sistema nervioso. Su articulo
principal sobre el tema inicia con la siguiente afirmaciéon: "Debido al caracter de todo
o nada de la actividad nerviosa, los eventos neurales y las relaciones entre ellos
pueden ser tratados por la légica proposicional.”

1944 Suavizacion exponencial (Robert G. Brown)

Tal como fue concebido por Robert G. Brown, el suavizamiento exponencial utiliza un
promedio ponderado de valores de series de tiempo pasadas como prondstico.

La suavizacién exponencial es simple y tiene pocos requisitos. Por tanto, es un
enfoque econdémico y util para empresas que hacen muchos prondsticos en cada
periodo. (Anderson, Sweeney y Williams, 2011).

1944 Teoria moderna de la utilidad

La Teoria de la utilidad es el estudio sistematico y la representacién cuantitativa de
las estructuras sobre preferencias. La idea de la utilidad se remonta a Daniel Bernoulli
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(1738), con el término popularizado por Jeremy Bentham en 1789. La evolucion del
concepto se puede encontrar también en Savage en 1954 y en las lecturas recogidas
por Page en 1968. John von Neumann y Oskar Morgenstern proporcionan el primer
tratamiento axiomatico de la utilidad en la segunda edicién de su obra clasica Theory
of Games and Economic Behavior.

1944 Teoria de Juegos y Comportamiento Econémico (John von Neumann,
Oskar Morgenstern)

En el libro Theory of Games and Economic Behavior se establecen los conceptos
basicos de las estrategias del juego y su aplicacion a la teoria econémica y social. La
edicién revisada de 1947 es considerada como modelo de referencia que incluye,
como apéndice, los primeros axiomas de la teoria de la utilidad numérica.

1945 Proyecto RAND

Al término de la Segunda Guerra Mundial, era necesario contar con los servicios de
los cientificos que podrian trabajar en la planificacién militar y en los problemas
relacionados con el gobierno de los Estados Unidos. Con este fin, el gobierno
establecio el Proyecto RAND (Research and Development) en diciembre de 1945
debido a un contrato con la Douglas Aircraft Company.

1945 U.S Navy Operations Evaluation Group (OEG)

Debido a la menor actividad submarina por parte del enemigo y a la necesidad de
aplicar aun mas la Investigacion de Operaciones a los problemas de la marina de
guerra, el equipo que conformaba el (ASWORG), fue rebautizado como Operations
Evaluation Group (OEG) y asignado a la Sede de la Flota del Atlantico

1945 El problema de la dieta (George Stigler)

El economista George Stigler, plantea y analiza el problema siguiente: Para un hombre
moderadamente activo (un economista) que pesa 154 libras, ;qué cantidad de cada
uno de los 77 alimentos debe consumir este hombre a diario para que absorba los
nueve nutrientes (incluyendo calorias) que sea por lo menos igual a la cantidad diaria
recomendada por the National Reseach Counsil en 1943 para que el costo de la dieta
sea minimo? Stigler elabor6 este problema de optimizaciéon en términos de un
conjunto de (9 x 77) desigualdades lineales simultaneas. Como esto era antes de la
formalizacion de la programacion lineal de George B. Dantzig, Stigler no contaba con
procedimiento exacto para encontrar la soluciéon de costo minimo. El, astutamente se
las arreglé para encontrar una solucién que no era la 6ptima de $ 39.93. En 1947
Dantzig formula el problema de Stigler como uno de programacién lineal y lo utiliza
para probar el método simplex que funcionara bien para un problema «a gran escalax.
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Una solucién, usando una calculadora de bolsillo requiri6 120 dias-persona de
esfuerzo, y se encontro con el costo éptimo de $ 39,69 délares. Stigler en 1982 recibid
el premio Noble de Economia por sus estudios de las estructuras industriales, el
funcionamiento de los mercados y las causas y efectos de la regulacion publica.

1946 La computadora digital

Elafio 1946 vio la inauguracion de lo que se considera la primera computadora digital
moderna de propdsito general, el ENIAC (Electronic Numerical Integrator and
Computer). El campo de la investigacién de operaciones no se habria expandido como
lo hizo en la década de 1940 y 1950 sin la influencia sinérgica de la computadora, por
ejemplo, el desarrollo y la utilizacién de Monte Carlo y la simulacién discreta, y la
solucion de problemas de programacion lineal en el gobierno y la industria mediante
el método simplex.

1946 Simulacion de Monte Carlo (Stanislaw Ulam)

El método de Monte Carlo fue idea del matematico y fisico tedrico Stanislaw Ulam,
que reflexionaba y meditaba en él mientras jugaba solitario durante una enfermedad
en 1946.

1946 Métodos Matematicos de Estadistica (Harald Cramér)

El propésito de este libro fue para unir la moderna teoria matematica de la
probabilidad con la ciencia estadistica, desarrollada por Ronald A. Fisher y sus
contemporaneos britanicos y americanos. Harald Cramér fue conocido por la
brillantez de sus conferencias y escritos. Las raices de este libro se remontan a sus
clases en el aula en la década de 1930, pero el texto fue escrito principalmente
durante 1942-1944. Las dos primeras partes del libro desarrollan las bases, mientras
que la tercera parte, que comprende mas del 40% del contenido, se dedica a la
inferencia estadistica.

1946 Métodos de Investigacion de Operaciones (Philip M. Morse, George E.
Kimball)

La version no clasificada introdujo los conceptos basicos de la investigacion de
operaciones en la industria, empresa, ejecutivos del gobierno no militares de los
Estados Unidos, asi como para la comunidad académica. Se cita y populariza una
definicion temprana de la investigacion de operaciones: La "Investigacion de
Operaciones es un método cientifico para poner al alcance de los departamentos
ejecutivos una base cuantitativa para las decisiones relativas a las operaciones bajo
su control.
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V.

Expansion de la investigacion de operaciones (1947-1950)
De acuerdo a Gass y Assad (2005)

1947 Proyecto SCOOP (U.S. Air Force Scientific Computation of Optimal
Programs)

Proyecto SCOOP (Scientific Computation of Optimal Programs). Pentagono, Fuerza
Aérea de los estados Unidos. Grupo de investigacion formado en junio de 1947. Fue
nombrado oficialmente proyecto SCOOP en octubre de 1948 y disuelto en 1955.
Encabezado por el economista Marshall K. Wood, con George B. Dantzig como
matematico en jefe. El objetivo principal del proyecto SCOOP era desarrollar
respuestas mas adecuadas al problema de las necesidades de programacion de la
Fuerza Aérea.

1947 El problema de programacion lineal

Los problemas de programacion se refieren al uso eficiente o la asignacién de los
limitados recursos para alcanzar los objetivos deseados. Ejemplos tipicos son las
operaciones de las refinerias que transforman el petréleo crudo en los distintos
combustibles, el transporte de materiales de muchas fuentes para muchos destinos y
la produccion de bienes para satisfacer la demanda.

El nombre de "programacion lineal" fue sugerido a Dantzig por el economista
Tjalling C. Koopmans.

Koopmans y Kantorovich fueron galardonados con el Premio Nobel de
Economia en 1975 por sus contribuciones a la teoria de la asignacion 6ptima de los
recursos.

1947 El Método Simplex

El algoritmo simplex (primal) fue inventado por George B. Dantzig como un
procedimiento de solucién para resolver problemas de la programacién lineal (PL).

Se ha utilizado para resolver una amplia gama de problemas de forma mas
eficaz en todo tipo de computadoras digitales.

El algoritmo comienza con una solucién basica factible y luego busca en una
secuencia finita otras soluciones basicas factibles hasta que encuentra una que
satisfaga las condiciones de optimalidad. Desde entonces, otros métodos para la
solucion de problemas de PL se han desarrollado, en particular el método de puntos
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interiores, pero el método simplex es el caballo de batalla de la PL. El método simplex
fue elegido como uno de los diez algoritmos mas importantes del siglo XX.

1947 Se funda The Association for Computing Machinery (ACM)

The Association for Computing Machinery es una organizaciéon cientifica
internacional y educativa dedicada a la promocion del arte, la ciencia, la ingenieria y
la aplicacién de tecnologias de la informacién. Su primer presidente fue John H. Curtis.

1947 La definicion de la Investigacion de Operaciones

El trabajo de Charles Kittel (1947) es uno de los primeros documentos que trajeron
lasideas delalO ala comunidad cientifica de los Estados Unidos. Como Kittel expreso:
«Se espera que la publicacion de este documento sirva para estimular la creacion de
grupos de investigacion de operaciones en los Estados Unidos para el avance de
objetivos pacificos». Esta nueva y poderosa herramienta debe encontrar un lugar en
el gobierno y la industria.

1948 Investigacion de Operaciones en el sector industrial: British Iron and
Steel Industry Research Association

The National Coal Board of Great Britain, creada en 1948, estableci6 un grupo de
Investigacion en el campo de la I0 encabezado por Hugh Patrick Berwyn Rivett. Los
principales estudios realizados por este grupo incluian organizacién de las minas de
carbon, las comunicaciones y el transporte subterraneo, la distribucién de carbén, y
el analisis de la mano de obra. El afio 1948 también marc6 la formacién del British
Iron and Steel Industry Research Association (BISRA) con Sir Charles Goodeve como
director. BISRA empleaba la 10 para hacer frente a los problemas de toda la industria
y también ayud6 a las empresas mas grandes de la industria para establecer su propio
grupo de 10.

En particular, Stafford Beer encabez6 mas de 70 grupos de profesionales de 10
para United Steel.

1948 The RAND Corporation

En febrero de 1948, el Proyecto RAND se convirti6 en una corporacion independiente
sin fines de lucro. A través de los afios, los investigadores de RAND contribuyeron en
gran medida en muchas areas de la 10: la teoria de juegos, programacion lineal,
programacion dinamica, analisis de sistemas, simulacion, flujos en redes, y el método
Delphi.
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1948 Johns Hopkins U.S. Army Operations Research Office (ORO)

Durante la Segunda Guerra Mundial, la investigaciéon de operaciones militares en los
Estados Unidos fue llevada a cabo principalmente por elementos de Army Air Corps
and The Navy (Cuerpo Aéreo del Ejército y la Marina). Fue s6lo después de la guerra
que el Ejército de los Estados Unidos, establecié formalmente una actividad de la IO,
la Oficina General de Investigacion, bajo la direccién de los administradores de la
Universidad Johns Hopkins, ubicada en el Fuerte McNair, Washington, DC. El nombre
fue cambiado luego a Operations Research Office (Oficina de Investigacién de
Operaciones), y, en 1951, después de un tiempo ORO trasladé su sede a Chevy Chase,
MD. El director y fundador tnico de ORO fue el geofisico Ellis A. Johnson. ORO fue
disuelta en 1961.

1948 Club de Investigacion Operaciones de Gran Bretaia

El Club de IO fue inaugurado en abril de 1948 en Londres con Sir Charles Goodeve
como su presidente. La génesis del Club fue la necesidad de formar un grupo de apoyo
mutuo para la introduccion de la IO en la industria.

1949 Conferencia de la Comision Cowles

Del 20 al 24 de junio, de 1949, en la Universidad de Chicago, la Comisién Cowles para
la Investigacion en Economia patrocind una conferencia sobre "Analisis de la
actividad de produccién y distribucion." Esta conferencia es notable, ya que fue aqui
donde George B. Dantzig, Tjalling C. Koopmans, Harold W. Kuhn, Albert W. Tucker, y
Marshall K. Wood, entre otros, presentaron los trabajos que ayudarian a establecer
los aspectos teoricos y aplicados de la programacién lineal y sus extensiones.

1949 Teorema de imposibilidad de (Kenneth Arrow)

Cuando se tienen tres o mas alternativas para que un cierto nimero de personas
elijan entre ellas (o establezcan un orden de prioridad entre ellas), no es posible
disefiar un sistema de eleccion que permita generalizar las preferencias de los
individuos hacia una “preferencia social” de toda la comunidad.

Arrow fue galardonado con el premio Nobel en 1972, compartido con John R.

Hicks, por sus contribuciones pioneras a la teoria general del equilibrio econémico y
la teoria del bienestar.

37



1949 Extrapolacién, interpolacion y suavizado de series de tiempo
estacionarias (Norbert Wiener)

Escrito con un enfoque en aplicaciones de ingenieria, este libro se convirti6 en piedra
angular del trabajo futuro en la prediccion y el control 6ptimo. Su proposito era el de
unir la teoria y la practica de la ingenieria de comunicaciones y el andlisis de las series
de tiempo. La mayor parte del trabajo refleja aportaciones originales de Wiener.

1950 Estadistica de la Teoria de las decisiones

Este marco para la toma de decisiones se desarroll6 en la década de 1950 y puede ser
visto como un precursor del moderno analisis de decision.

En el proceso de toma de decisiones individual bajo incertidumbre, una
eleccion debe realizarse sobre un conjunto de acciones 44, A,, .., 4,,, y cada decisién
depende del estado de la naturaleza S;, S5, .., S,. En el proceso de toma de decisiones
se conoce el estado de la naturaleza y la recompensa o pago asociado a cada par
(4, S))-

1950 Primera solucion del problema de transporte en una computadora

El algoritmo simplex, adaptado para la resoluciéon de la estructura especial del
problema de transporte de programacion lineal, se codificé para el National Bureau
of Standards SEAC digital computer, bajo los auspicios del proyecto US AF’s SCOOP.
Un cédigo general con el algoritmo simplex fue desarrollado para el SEAC en 1950.

1950 Post Segunda Guerra Mundial: el control de calidad

W. Edwards Deming fue un fisico matematico en la Oficina de Quimica y Suelos, del
Departamento de Agricultura de los Estados Unidos, donde jugé un rol decisivo en la
introduccion de las ideas modernas del conocimiento estadistico.

1950 El dilema del prisionero

Una historia simple que habla de un juego de suma no cero no cooperativo.

El juego ha generado numerosos libros, y articulos de investigacion, y ha influido en
el pensamiento cientifico social. La historia, contada por primera vez por Albert W.
Tucker a un grupo de estudiantes de psicologia en la Universidad de Stanford, se basa
en un juego de estrategia desarrollado por Merrill Flood y Melvin Dresher de la RAND
Corporation. Se trata de dos supuestos socios en un delito.
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1950 La primera revista (Journal) sobre Investigacion de Operaciones

Bajo los auspicios de British OR Club, la primera revista académica de 10, The
Operational Research Quarterly, se publicé en marzo de 1950. En 1978, su nombre fue
cambiado a Journal the Operational Research Society.

1950 Equilibrio de Nash

Todo juego finito (es decir, finitos jugadores y finitas estrategias de cada jugador)
tiene al menos un equilibrio de Nash, aunque involucre ciertas probabilidades
objetivas de juego de las estrategias por parte de los jugadores (Monsalve, 2003).

Nash, junto con John C. Harsanyi y Reinhard Selten, recibié en 1994 el Premio
Nobel de Economia por sus andlisis pioneros del equilibrio en la teoria de juegos no
cooperativos (Gass 2005).

1950 Programacion dinamica (Richard Bellman)

La programacion dindmica, desarrollada por Richard Bellman, es una técnica de
optimizacién para problemas de decision multietapa basada en el principio de
optimalidad: para cualquier politica 6ptima, sea cual sea la decisién del estado actual
y vigente, las restantes decisiones deben constituir una politica 6ptima para el estado
que resulta de la decision actual. Bellman acufid6 dos nombres: programacion
dinamica y el principio de optimalidad

1950 La Investigacion de Operaciones en la agricultura

En 1946, Charles W. Thornwaite, climatélogo de consultoria, se unié a Seabrook
Farms, Nueva Jersey. Seabrook fue la primera empresa en congelar rdpidamente sus
verduras. Era una empresa de agricultura integrada: siembra, cosecha,
procesamiento, congelaciéon rapida, almacenamiento y distribucion. Al darse cuenta
de que siete mil hectareas de chicharos estaban madurando al mismo tiempo, lo que
representaba una carga pesada para su personal y sistema de congelaciéon de
Seabrook. Thornwaite estudié todos los aspectos de crecimiento de chicharos y
desarrollé un calendario climatico que mostré cuando se debia sembrar y cuando
cosechar. El calendario fue utilizado para desarrollar un programa que permitio la
siembra de chicharos maduros para ser cosechados a una velocidad que era de comtin
acuerdo con la programacion de personal y la capacidad de procesamiento de la
fabrica.
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VI. Desarrollo profesional de la investigacion de operaciones: matematicas y
algoritmos (1951-1956)

De acuerdo a Gass y Assad (2005)
1951 Mezcla de gasolinas para la aviacion

La mejor manera de combinar las gasolinas para la aviacién de manera 6ptima, son
problemas basicos de las compaiiias petroleras. No fue sino hasta la década de 1940
y principios de 1950 cuando los economistas y matematicos se unieron para aplicar
las nuevas ideas de la programacion lineal y los procedimientos relacionados con las
matematicas y la computacion. Los métodos de optimizacién se han desarrollado con
éxito para los problemas de mezclas.

1951 Primera computadora basada en el algoritmo simplex

El algoritmo simplex general fue codificado por el National Bureau of Standards SEAC
digital computer, bajo los auspicios del proyecto SCOOP de la USAF. La primera
aplicacidn fue resolver un problema de programacién que tratara con el despliegue y
mantenimiento de aviones de la Fuerza Aérea de los Estados Unidos.

1951 Programacion no lineal

En un articulo muy influyente, se establecié la "programacién no lineal", Harold W.
Kuhn y Albert W. Tucker dan el nombre del campo y las bases matematicas para el
analisis de estos problemas.

1951 La Investigacion de Operaciones en la empresa

Una de las primeras, si no la primera empresa en formar un grupo interno de IO.
Courtaulds Britain’s, era el mayor productor britanico de hilos. El grupo, bajo la
direccion de A.\W. Swan, se enfocé en los problemas econémicos y técnicos, como el
uso Optimo de las bobinas y la duracién 6ptima de las series de produccién. En los
Estados Unidos, las organizaciones consultoras como Arthur D. Little formaron una
divisiéon de 10 cuyos miembros trabajaban en los problemas de Sears, Roebuck,
Republic Steel, y Simplex Wire & Cable.

1951 La politica 6ptima de inventario dinamico
El trabajo de Kenneth Arrow, Theodore Harris y Marschak Jacob mostraron cémo

determinar valores dptimos de la politica de inventario para un sistema de revision
periddica con demanda aleatoria.
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1951 Se introducen las cadenas de Markov en los sistemas de analisis de lineas
de espera (colas)

David G. Kendall hizo un importante avance metodolégico mediante el poderoso
meétodo de introducir cadenas de Markov para analizar el sistema de analisis de colas.

1951 Primeros programas universitarios en Investigacion de Operaciones

Los primeros programas en Investigacion de Operaciones (maestria y doctorado) se
establecieron en el Case Institute of Technology, Cleveland, Ohio. Los primeros
graduados fueron: 1955 (Maestria, M.S) - Lawrence Friedman, Maurice Sasieni, 1957
(Doctorado, PhD.) Eliezer Naddor, Maurice Sasieni.

En la siguiente seccion de esta tesis abordaremos el papel relevante de este instituto
para impulsar la investigacion de operaciones a nivel nacional e internacional,
incluyendo a México.

1951 Primer Simposio sobre «Desigualdades lineales y programacion»

Bajo el patrocinio conjunto del U.S. Department of the Air Force (proyecto SCOOP) y
the National Bureau of Standars, el Simposio sobre las Desigualdades Lineales y
Programacion se llevo a cabo en Washington, DC, del 14 al 16 de junio, 1951.

Su propdsito era dar a conocer los trabajos técnicos en el campo de la logistica,
la teoria de juegos, el anadlisis cuantitativo de las actividades de la economia (las
relaciones interindustriales), entre otros trabajos. Muchos aspectos importantes de
la programacién lineal se presentaron por primera vez en el simposio: «El teorema
de dualidad basado en el método simplex», George B. Dantzig, Alex Orden;
«Aplicaciones del método simplex a una variedad de problemas matriciales», Alex
Orden; «Mezcla de gasolinas para la aviacién de fusion, un estudio de programacién
interdependiente», Abraham Charnes, William W. Cooper, Bob Mellon, entre otros
trabajos relevantes.

Este simposio es considerado como el Primer Simposio de Programacion
Matematica.

1952 Ecuacion de Lindley
A partir de una relaciéon elemental entre los tiempos de espera de losny (n+ 1)
clientes un modelo de cola general GI1/G/1, Dennis V. Lindley demuestra que los

tiempos de espera tienen una distribucién limitante. El deriva una ecuacién integral
del tipo Wiener-Hopf para esta distribucion que lleva su nombre.
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1952 Se establece MIT Committe on Operations Reseach (ORC)

Debido al interés de los profesores y estudiantes en el nuevo campo, el MIT nombra
a Philip M. Morse como presidente del Committe on Operations Reseach para
coordinar la educaciéon y la investigaciéon en I0. A partir de 1953, la Comision
patrocin6 15 seminarios anuales de verano que ayudaron a traer las ultimas
investigaciones y aplicaciones practicas para la comunidad académica. En 1955, bajo
la direccién de Morse, el Comité se transform6 en un Centro de Investigacion
Operaciones (ORC) que apoyaba a los estudiantes de posgrado y les permitié trabajar
en tesis aceptables de I0.

1952 Se funda Operations Reseach Society of America (ORSA)

La reunién de fundacién de Operations Reseach Society of America (ORSA) se celebré
del 26 hasta 27 mayo del afio1952 en Harriman, Nueva York, en Arden House, la
antigua finca de la familia Harriman operada por la Columbia University para
reuniones académicas. A ella asistieron 71 personas que representaban a una amplia
gama de negocios, industrias, académicos, consultores, militares y organizaciones no
gubernamentales. Philip M. Morse fue elegido presidente.

1952 Primer Journal (revista) en Investigacion de Operaciones en los Estados
Unidos.

El Volumen 1, namero 1 de la Revista The Journal of The Operations Research Society
of America fue publicado en noviembre de 1952. El primer editor fue Thornton Paige.
El nombre de la revista fue cambiado a Operations Reseach en febrero de 1956 en la
edicién del volumen 4, nimero 1. En la actualidad se publica como Operations
Research and The Management Science (INFORMS).

1952 Analisis de la cartera (Harry M. Markowitz)

La primera formulacién de un modelo de programacién lineal que permite a un

inversionista obtener de forma éptima el equilibrio entre la rentabilidad esperada y

el riesgo en la seleccion de una cartera de inversiones se debe a Harry M. Markowitz.
Markowitz recibi6 el premio Nobel de Economia 1990, compartido con Merton

H. Miller y William F. Sharpe, por su trabajo pionero en la teoria de la economia

financiera.

1952 Programacion parameétrica

La Programacion paramétrica considera problemas de programacidn lineal en el que
(1) los coeficientes de la funcién objetivo o (2) los valores del lado derecho son
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funciones lineales de un parametro. Estos problemas surgieron de aplicaciones
especificas y se investigaron de forma independiente por investigadores del Proyecto
SCOOP y de la Corporaciéon RAND. Variaciones directas del método simplex aplicado
a este tipo de problemas producen soluciones que son éptimas para la gama de
parametros asociados.

1952 Se instala UNIVAC I en El Pentagono para resolver problemas de la Fuerza
Aérea de los Estados Unidos mediante la programacion lineal.

Como parte del proyecto SCOOP, la Fuerza Aérea de los Estados Unidos instala la
computadora UNIVAC I en abril de 1952. El c4digo simplex fue escrito por el personal
staff de la Rama matematica de la Fuerza Aérea en la UNIVAC bajo la direccién de Emil
D. Schell.

El codigo simplex en la UNIVAC I resolvia problemas de programacion lineal
del orden de (250 x 500). En ese entonces de consideraban problemas de gran escala.

1952 Se funda The Society for Industrial and Applied Mathematics (SIAM)

The Society for Industrial and Applied Mathematics tenia por objetivo el apoyar las
interacciones entre las matematicas y otras comunidades cientifica y tecnolégicas
para avanzar en la aplicacion de las matematicas y la ciencia computacional en la
ingenieria, la industria, la ciencia y la sociedad, promover investigaciones que
conduciran a la eficacia de los nuevos métodos matematicos y computacionales y
técnicas para la ciencia, la ingenieria, la industria y la sociedad, y proporcionar los
medios para el intercambio de informacion e ideas entre los matematicos, ingenieros,
y cientificos. William E. Bradley, Jr. fue el primer presidente de SIAM.

1953 Se funda The Institute of Management Science (TIMS)

TIMS fue fundado en 1953 como una organizacion internacional de profesionales de
la investigacion de operaciones y académicos. En 1951-1952, Melvin Savelson inicia
conversaciones y reuniones para explorar el interés en esta idea. TIMS fue fundada el
1 de diciembre de 1953, en una reunion en Columbia University, organizada por
Merrill Flood y David Hertz. Participaron alrededor de 100 personas. El primer
presidente de TIMS fue William W. Cooper, Abraham Charnes, Vicepresidente, y el
Merrill Flood, Presidente Electo, C. West Churchman fue elegido como el editor
fundador de Management Science, publicada por primera vez en octubre de 1954.

1953 The RAND programa de logistica

El Departamento de logistica The RAND se form6 en 1953 como parte de la Divisién
de Economia, que incluia el andlisis de la economia y el andlisis de los costos. Por
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recomendaciéon de George B. Dantzig, Murray A. Geisler, que habia trabajado con
Dantzig en SCOOP Project, fue seleccionado en 1954 para encabezar el programa de
investigacion de The RAND logistics.

Las primeras investigaciones se ocuparon de la aplicacién de la teoria
econdmica y de las nociones de costo-efectividad en la logistica. Una aplicacion muy
fructifera surgio en el analisis de los equipos para la aviacién utilizados por Strategic
Air Command desplegados en el extranjero.

1953 Clasificacion de los sistemas de colas (David G. Kendall)

La notacion utilizada para clasificar los sistemas de colas se debe a David G. Kendall.
La notacion basica usa tres caracteristicas principales de un sistema de colas: el
proceso de llegada, la distribucién de tiempo de servicio y el nimero de servidores y
se escribe como A / S / c¢. Una cuarta y quinta letra se emplean a veces para indicar el
nimero maximo de clientes que pueden estar en la cola o en el servicio (K) y (Q)
como la disciplina de cola.

1953 Se funda Operational Reseach Society (UK)

El 10 de noviembre de 1953, los miembros del Club de Investigacién de Operaciones
en Inglaterra votaron para convertirse en la Operational Reseach Society (ORS) con
membresia abierta a cualquier persona involucrada en la investigacion de
operaciones. El primer presidente de la sociedad fue O.H Wansbrough-Jones.

1953 Método simplex revisado

El método simplex revisado es un procedimiento sistematico para implementar los
pasos del método simplex en un arreglo mas pequefio, ahorrando asi espacio de
almacenamiento. Bazaraa (1997)

1953 El método de Metropolis

Un problema comun en la fisica estadistica es encontrar la energia y la configuracion
del estado de menor energia para un sistema compuesto de muchas particulas. Un
enfoque para encontrar este estado de equilibrio es alterar aleatoriamente la posicién
de cada particula y volver a calcular la energia resultante. Si la energia muestra una
disminucién, la posicién nueva se acepta. El procedimiento continda hasta que la
energia no cambia mas.

Nicholas Metrépolis, Arianna W. Rosenbluth, Marshall N. Rosenbluth, y

Augusta H. Teller modificaron este procedimiento cuando el sistema tiene una
temperatura conocida.

44



1953 La paradoja de Allais (Maurice Allais)

El economista francés Maurice Allais propuso situaciones de decision donde se
preguntaba si los axiomas de la teoria de la utilidad se aplican en la practica. En 1952,
Allais present6 una serie de ejemplos de decisiones a prominentes economistas
tedricos con los resultados que muestran que sus decisiones implican un
ordenamiento de preferencias inconsistente, es decir, los economistas no se
comportan de acuerdo con los axiomas de la teoria de la utilidad. Sus resultados se
muestran en Allais (1953). Las discusiones sobre lo que desde entonces se ha llamado
«La paradoja de Allais» se dan en Savage (1954) y Raiffa (1968).

Allais gano6 el Nobel de economia en 1988, cuando la Academia Real Sueca de las
Ciencias lo elogié por «hacer contribuciones pioneras a la teoria de los mercados y al
uso eficiente de recursos» CNN Expansion (2010).

1954 Planos de corte para el problema del agente viajero

En un articulo destacado, «Solucion del problema del agente viajero de gran escala
(tamafio o instancia)» George B. Dantzing, D. Ray Fulkelson, y Selmer M. Johnson
demostraron la efectividad de los planos de corte. Alan J. Hoffman y Philip Wolfe
comentan sobre este articulo: «...una de las grandes aportaciones de todos los
tiempos para la optimizacion combinatoria»”. En este articulo se muestra como se
resuelve un problema de 49 ciudades del problema del agente viajero con una buena
solucion. Bastaron solo 25 cortes para demostrar la optimalidad.

En este trabajo se mostré la importancia de los planos de corte para
programacion entera.

1954 Naval Research Logistics Quarterly patrocinada por la Oficina de
Investigacion Naval

Esta revista tuvo un fuerte impacto para la investigacién teérica y aplicada de la
logistica, asi como para una gama amplia de temas de la 10. Seymour Selig fue el
primer editor. Ahora es publicado por Wiley Interscience bajo el nombre de Naval
Reseach Logistics.

1954 Management Science, revista de The Institute of Management Science
El volumen 1, nimero 1 de la revista fue patrocinada por TIMS. Management Science,

se publicé en octubre de 1954. C. West Churchman fue el primer editor. Ahora es
publicada por The Institute of Operations and the Management Sciences (INFORMS)
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1954 Método Dual Simplex

Resuelve el problema dual directamente sobre el tablero simplex (primal). En cada
iteracidn, el método se mueve de una soluciéon béasica factible del problema dual a una
solucion basica factible del problema dual a una solucion basica factible mejorada,
hasta alcanzar la optimalidad del dual (y también del primal). O bien hasta concluir
que el dual es no acotado y que el primal es no factible. Bazaraa (1997)

1954 Ramificacion y Acotamiento

En 1954 el trabajo sobre el problema del agente viajero (TSP) estudiado y presentado
por George B. Dantzig, Ford Lester, y Ray Fulkerson es considerado como la primera
obra para utilizar el enfoque de ramificaciéon y acotamiento. El procedimiento de
ramificacion y acotamiento es la base para resolver algunos problemas de
programacion entera, incluyendo el problema del agente viajero.

1954 Primer premio Frederick W. Lanchester

Este premio, creado por the Operations Research Society (ORSA), se otorga cada afio
al mejor articulo en investigacion de operaciones al mejor reporte sobre un caso en
investigacion de operaciones. Se entregd por primera vez a Leslie C. Edie por su
trabajo «Traffic delays at toll booths», Operations Research, 2,2,1954,107-138. Desde
1954-1960, el premio fue patrocinado conjuntamente por ORSA y Johns Hopkins
University. El premio se otorga cada afo por The Institute of Operations and the
Management Sciences (INFORMS) al mejor articulo o libro elaborado en inglés. Edie
fue el primer presidente de ORSA en 1972.

1954 Corporacion para la Investigacion Econémica e Industrial (CEIR)

Fundada en el aflo de 1954, Washington, DC. CEIR fue una de las primeras empresas
que proporcionaba una amplia gama de servicios informaticos basada en consulta de
investigacion de operaciones para clientes del gobierno y empresas comerciales. Era
el centro independiente de informatica comercial, utilizaba una IBM 704 y
computadoras IBM 709 para analizar, entre otras aplicaciones, gran cantidad de
problemas de gran escala de problemas de programacion lineal. Su presidente fue el
economista Herbert W. Robinson, y su personal de staff, que incluia a Harold
Fassberg, Saul I. Gass, Hellerman Eli, Moshman Jack y William Orchard Hays.

1954 El estado del arte de la toma de decisiones
Ward Edwards realiza un articulo donde muestra el estado del arte de la teoria de las

decisiones, realiza una revision del estado de la técnica de la teoria de la decisién de
1930 a 1950.
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Ha demostrado ser un invaluable trabajo documental en donde se puede valorar el
trabajo en el campo de la toma de decisiones posterior a la Segunda Guerra Mundial.

1955 Teoria de la Racionalidad limitada y la satisfaccion

La teoria econémica neocldsica asume que el hombre econémico toma decisiones
basado en la racionalidad perfecta y la sapiensa. Es decir, los individuos, al hacer
elecciones racionales entre las alternativas posibles, maximizan la utilidad esperada.
Por el contrario, Herbert A. Simon promulga el principio de la racionalidad limitada:
Los seres humanos carecen de los conocimientos y las habilidades de calculo
necesarios para tomar decisiones de una manera compatible con las ideas
econdmicas de la racionalidad objetiva.

Herbert A. Simon recibe el premio Nobel de economia 1978 por su
investigacion pionera en el proceso de toma de decisiones en las organizaciones
econdmicas. ORSA le otorgd el premio von Neumann en 1988.

1955 Computadoras basadas en heuristicos para resolver problemas

La colaboracion de Herbert A. Simon y Allen Newell dio a luz a un ordenador basado
en la resolucion de problemas de forma heuristica, es decir, la forma de programar
una computadora para ser una "maquina de pensar”. Simon se habia reunido con
Newell y ]J.C. Shaw (Cliff) en el the System Research Laboratory of the RAND
Corporations.

Simon y Newell (1958) predijeron que los siguientes eventos sucederian
dentro de los proximos 10 afios posteriores a 1957: 1) una computadora digital seria
campe6n del mundo de ajedrez, (2) una computadora digital descubriria y probaria
un nuevo e importante teorema matematico, (3) una computadora digital escribiria
musica, entre otros eventos.

1955 Programacion estocastica

El problema estandar de programaciéon lineal asume que todos los datos son
deterministas. En contraste, la programaciéon estocastica, o programaciéon bajo
incertidumbre, supone que los datos estdn sujetos a variaciones aleatorias. Los
primeros trabajos en la formulaciéon y resolucién de problemas se deben a G.B.
Dantzig y E.M.L Beale.

1955 La teoria cinematica de flujo de trafico

M.J. Lighthill y G.B. Whitham propusieron un modelo de flujo de trafico donde
observaron el trafico como un liquido especial que obedecia a dos principios
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fundamentales: (1) la conservacion del flujo y (2) una relacién funcional entre el flujo
de trafico y la densidad del trafico. A partir de estos dos principios, se deriva la
relacion entre la propagacion de ondas en el flujo de trafico y la cola causada por la
obstruccion de la circulacion del trafico. Esta teoria fundamental ha dado lugar a
numerosas aplicaciones y adaptaciones.

1955 El problema de presupuesto de capital

El problema de presupuesto de capital implica la seleccién de un portafolio éptimo
de inversiones de un conjunto de proyectos de inversion disponibles que son
independientes o interdependientes, con una disponibilidad de presupuesto que se
opone a la seleccién de todas las inversiones. Cuando la funcién objetivo y las
restricciones son lineales, el problema se reduce a un problema de programacion
lineal o entera que puede ser resuelto facilmente. El problema de racionamiento de
capital es un caso especial que surge cuando el monto total de capital disponible para
las inversiones es limitado, cuando los proyectos son independientes, y no hay
créditos o préstamos disponibles. Este problema fue presentado por James H. Lorie y
Leonard J. Savage.

1955 El método hingaro para el problema de asignacion y transporte

Los problemas de asignacién y transporte se pueden resolver sin tener que recurrir
al método simplex. El método hungaro se basa en la teoria de grafos y matrices. Fue
desarrollado por los matematicos hingaros, D. Konig y E. Egervary, y se debe a Harold
W. Kuhn.

1955 El primer congreso internacional sobre el trafico telefonico

El Primer Congreso Internacional sobre la aplicacion de la teoria de la probabilidad
en la ingenieria y la administracion telefénica se llevd a cabo en Copenhague, a
propuesta de Arne Jensen. La eleccién de Copenhague estaba destinada a honrar
Agner K. Erlang que realiz6 la investigacion fundamental de la teoria de colas,
mientras trabajaba para the Copenhagen Telephone Company.

Los trabajos de esta conferencia influyeron para establecer la teoria de la
probabilidad como la metodologia preeminente en el analisis de problemas de trafico
telefonico.

1956 Problema Trim (cortes stock)

Esta fue una de las primeras aplicaciones industriales de la programacion lineal. Se
refiere al corte de ancho estandar de rollos de papel en rollos de anchura mas
pequefios para satisfacer la demanda de los diferentes tamafos de los cortes y
minimizar las pérdidas (rollos sobrantes cuyos anchos son tan pequefios para ser
utilizados).
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1956 Programacion cuadratica

Muchos problemas de optimizacién (por ejemplo, seleccion de cartera de inversiones,
mecanica estructural, analisis de regresion, redes eléctricas) se pueden formular
matematicamente en términos de restricciones lineales y con las variables no
negativas, pero con una funcién objetivo que es cuadratica en las variables (no lineal).
Por lo general, la funcién objetivo es convexa y entonces el problema puede ser
transformado en un programa lineal y resolverse mediante una adaptacién con el
método simplex.

1956 Arbol de expansién minima

Se tienen los nodos de una red, pero no las ligaduras. En su lugar se proporcionan las
ligaduras potenciales y la longitud positiva de cada una si se insertan en la red
(distancia, costo tiempo). Se desea disefar la red con suficientes ligaduras para
satisfacer el requisito de que haya un camino entre cada par de nodos. El objetivo es
satisfacer este requisito de manera que se minimice la longitud total de las ligaduras
insertadas en la red. Hiller (2010).

1956 Problema de la ruta mas corta

Edsger W. Dijkstra publica el primer algoritmo eficiente, On?, para el problema del
camino mas corto, en graficos con n nodos y costos no negativo en los arcos, asi como
un algoritmo de solucion para el problema. Segtin Dijkstra, su algoritmo del camino
mas corto «solo estaba disefiado para una demostracion». El algoritmo pretendia
demostrar el poder de la computadora ARMAC en su inauguracion oficial en
Amsterdam en 1956. Durante el periodo de 1957-1962, se propusieron una serie de
algoritmos del camino mas corto. Maurice Pollack y Walter Wiebenson dieron el
crédito del primer algoritmo a George ]. Minty, que tenia una complejidad de On3 .
Otros enfoques incluyen los de Richard Bellman, George B. Dantzig, Lester R. Ford, Jr.,
y E.F. Moore.

1956 Se funda Société Franchise de Recherche Opérationelle (SOFRO)

La sociedad, SOFRO, fue fundada en enero de 1956, con Georges Guilbaud Teddulo
como su primer presidente. En 1964, se fusion6 con SOFRO la Association du Droit de
I'Informatique et de traitement de 1'Information (AFCALTI) para convertirse en la
Association Francaise de I'Informatique et de la Recherche Opérationelle (AFIRO).
Ahora se llama the Association Francaise de Recherche et d'Aide Opérationelle la
décision (ROADEF).
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1956 Arbeitskreis Operational Research (AKOR)

AKOR, fue fundada en 1956 por un grupo de profesionales, aunque su membresia
estaba abierta a todos. Su primer presidente fue Helmut Kregeloh. En 1961, se form4,
la Deutsche Gesellschaft fiir Unternehmensforschung (DGU) con Henry Gortler como
su primer presidente. AKOR y DGU se fusionaron el 1 de enero de 1972 para formar
la Deutsche Gesellschaft fiir Operations Research (DGOR) con Hans Jiirgen
Zimmerman como su primer presidente. EI 1 de enero de 1998, se fusion6 con el
DGOR Gesellschaft fiir Mathematik, Okonometrie und Operations Research (GMOOR,
fundada alrededor de 1979), para formar la Gesellschaft fiir Operations Research
(GOR), con Peter Kleinschmidt como su primer presidente.

1956 The Theory of Games and Linear Programming (La Teoria de Juegos y
Programacion Lineal), Steven Vajda.

Esta monografia es la primera en presentar una exposicion sistematica y exhaustiva

de la teoria de juegos matriciales y la programacion lineal. Fue traducido al alemadn,
francés, japonés y ruso, y ayudo a introducir estos temas en estos paises y mas alla.
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VII. El desarrollo de algoritmos, aplicaciones y algunas actividades
internacionales de la investigacion de operaciones (1957-1963)

De acuerdo a Gass y Asaad (2005)
1957 Primera Conferencia Internacional sobre investigacion de operaciones

La primera conferencia internacional en investigacion de operaciones se celebr6 en
Oxford, Inglaterra, del 2 al 6 de septiembre de 1957. A ella asistieron 250 delegados
de 21 paises. Fue organizado por OR societies of the U.K., Estados Unidos y Canada. El
tema de la conferencia fue para unificar y extender la ciencia de la investigacién de
operaciones.

1957 Administracion de Proyectos

Muy a menudo, hay investigaciones cientificas simultaneas e independientes de
problemas similares. La fecha exacta de cada desarrollo puede ser un poco incierta.
Un ejemplo de ello es el tratamiento de la I0 de un problema que lleg6 a la vanguardia
en las investigaciones de administracion cientifica de Frederick Taylor y Henry Gantt
en la década de 1900: cémo gestionar un proyecto complejo y dindmico. Los enfoques
de la 10 para este tipo de problemas son: Técnica de Evaluacién y Revision de
Programa (PERT), Método de la Ruta Critica (CPM), y el Método de los Potencial Metra
(MPM).

Con sus variaciones, cada enfoque ha contribuido a la administracién real de
los proyectos. Estos métodos se utilizan en todo el mundo, especialmente en el sector
de la construccion.

1957 Problema de asignacion cuadratica (QAP)

El QAP, definido por primera vez por T.C. Koopmans y M. Beckmann (1957), consiste
en asignar n facilidades a n lugares de tal forma que se minimice el costo total de
transporte de cierto articulo entre las facilidades. Ortega (1989)

1957 El problema de la mochila (The knapsack problema)

El problema de la mochila, el primero en estudiarlo y llamarlo asi fue George B.
Dantzig. Se presenta en muchas aplicaciones industriales y comerciales, tales como la

selecciéon de un conjunto de proyectos sujetos a una restriccion presupuestaria. De
igual forma, se presenta como un sub-problema de otros problemas.
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1958 Programacion entera y planos de corte

El gran avance tedrico y computacional para resolver problemas de programacién
entera se debié a Ralph E. Gomory, al demostrar que el problema lineal entero podia
resolverse mediante una secuencia de "planos de corte" (restricciones) y encontrar
la soluciéon por medio del método simplex, haciéndolo converger a una solucion
Optima entera.

1958 Descomposicion Dantzig-Wolfe

La estructura de las restricciones de muchos problemas grandes de programacién
lineal esta formada por subconjuntos independientes que estan "atados" junto con
una pequena serie de restricciones adicionales. Por ejemplo, los subconjuntos pueden
representar instalaciones de una empresa de fabricaciéon de produccion, cada uno.
Independientemente de la produccion, el almacenamiento y el envio de productos de
la compafiia, el empate en las restricciones aseguraria entonces que los productos de
la compafifa se estdn produciendo con el fin de satisfacer la demanda total de cada
producto dentro de las restricciones de presupuesto, mano de obra, almacenamiento
y envio

1958 Se funda Canadian Operational Research Society (CORS)

La reunién para fundar Canadian Operational Research Society (CORS) se celebré el
14 de abril de 1958 en Toronto. Osmond M. Solandt fue su primer presidente. Cuenta
con una liga activa en la direccién electrénica: www.cors.ca

1959 Se funda International Federation of Operational Research Societies
(IFORS)

IFORS se dedica al desarrollo de la investigaciéon de operaciones como una ciencia
unificada y hacerla avanzar en todas las naciones del mundo. Los miembros
fundadores fueron the Operations Research Society of America (ORSA), the British
Operational Research Society (ORS) y la francesa Société Francaise de Recherche
Opérationelle (SOFRO). Sir Charles Goodeve fue elegido primer secretario honorario.

1960 Airline Group of the International Federation of Operations Research
Societies (AGIFORS)

La industria aérea formo el grupo IFORS debido al interés especial en este campo y
en reconocimiento al valor de la investigacion de operaciones (OR/MS, por sus siglas
en inglés). El simposio anual de AGIFORS documento las aplicaciones de la (OR/MS)
en la industria aérea.
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1960 International Abstracts in Operations Research (IAOR)

Patrocinado por International Abstracts in Operations Research, IAOR relne
articulos relevantes de la 10 de unas 150 revistas y los clasifica por procesos,
aplicaciones y metodologias. Para cada articulo, [AOR ofrece un resumen, con titulo,
autor, informacién bibliografica y descriptores. Cuenta con una liga activa en la
direccidn electrénica: www.palgrave-journals.com

1961 Arboles de decision

Los arboles de decision se utilizaban de forma regular en los cursos impartidos por
Howard Raiffa y Robert O. Schlaifer en Harvard Business School. Raiffa (2002) relata:
"Debido a que muchos de nuestros alumnos eran brillantes, pero poco sofisticados
matematicamente, formulé la mayoria de los problemas en términos de arboles de
decision, que se convirtieron en uso normal en los cursos.

1961 Ecuaciones de flujo de Little

Las ventajas de las ecuaciones de flujo de Little es que muestran las relaciones que
existen entre las caracteristicas de operacionL, L, W, W, L, en cualquier sistema de
linea de espera. Las llegadas y los tiempos de servicio no tienen que seguir una
distribucién de probabilidad especifica para que se puedan aplicar las ecuaciones de
flujo. Anderson, (2011)

1961 Programacion por metas

La programacién por metas es una herramienta utilizada ampliamente en la
resolucion de problemas de programacion lineal multiobjetivo. Los primeros en
trabajar con problemas de programacién por metas fueron A. Charles y W.W. Cooper
al inicio de los afios 50’s pero su campo comenz6 a desarrollarse hasta 1961. Lépez
(1996).

1961 Programacion geométrica

Muchos problemas de disefio en ingenieria pueden formularse como un problema de
optimizacién (programacion geométrica).

1961 La teoria de las subastas
En cualquier subasta, los licitadores tienen que navegar entre los peligros similares

de una oferta demasiado alta (y pagar mas que el valor real que atribuyen al item) o
muy baja (de modo que el elemento se desplaza a otro postor).
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1961 Industrial Dynamics (Dinamica industrial) Jay W. Forrester

En 1956, Jay W. Forrester renunci6 a sus proyectos activos en ingenieria de sistemas
computacionales para unirse al MIT Sloan School of Management como profesor de
ingenieria industrial y de organizacién. Su nuevo interés en la dindmica industrial
surgi6 después de este cambio.

1962 Método de particion de Benders

Este es un procedimiento para resolver problemas de programacion lineal entera
mixta de la forma Max Z = cx + dy,Ax + By < b,x = 0 y entera,y = 0.

1962 El problema del cartero chino

El matematico chino Kwan Mei-Ko es el primero en plantear el problema de encontrar
a un costo menor un recorrido cerrado de un grafico no Euleriano (un grafico que no
contenga un ciclo que atraviese cada arista exactamente una vez). Kwan trato de
minimizar la longitud de un recorrido que incluyera a cada arista al menos una vez,
por lo tanto, deseaba encontrar una ruta de menor costo para un cartero que deberia
viajar (para entregar el correo) a lo largo de cada arista.

1962 Fuzzy set theory

La nocién de los conjuntos borrosos se debe a Lotfi A. Zadeh.
1963 Método Delphi

A menudo es dificil tener un grupo o comité de expertos que tenga una vision de
consenso y que todos estén de acuerdo. El Método Delphi tiende a superar los
problemas de dindmica de grupos.

1963 Enumeracion implicita
Propuesto por vez primera por Egon Balas, es unas técnicas especializada para
resolver problemas de programacion linea entera en el que todas las variables se

limitan a ser binarias (0 o 1). Este procedimiento ha demostrado ser muy eficaz
computacionalmente
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VIII. Publicaciones, métodos y aplicaciones de la investigacion de operaciones
(1964-1978)

De acuerdo a Gass y Assad (2005)
1964 Problema de complementariedad

El Problemas de complementariedad lineal y no lineal han encontrado aplicacién en
la economia, la ingenieria, la teoria de juegos, y las finanzas.

1964 Problema de enrutamiento de vehiculos

El problema de enrutamiento de vehiculos (VRP) es un problema de optimizacion
combinatoria de gran importancia en diferentes entornos de la logistica. Para atender
los clientes se cuenta con una flota de vehiculos que parten desde un centro de
deposito. El problema consiste en asignar a cada vehiculo la ruta de clientes, de
manera que se minimice el costo de transporte.

1965 Teoria de la Complejidad

En su papel pionero en el problema de la concordancia, Jack Edmonds planteé la
cuestion mas amplia de lo que es un «buen" algoritmo».

1965 Redistritacion politica

La primera aplicacidon de la investigacion de operaciones para este tipo de problemas
fue por parte de Sidney W. Hess, ].B. Weaver, H.]., Siegfeldt, ].N. Whelan y P.A Zitlau

1965 Los Sistemas expertos

Los Sistemas expertos utilizan un conjunto de conocimientos almacenados y un
motor de inferencia para ofrecer asesoramiento sobre problemas dificiles. Los
primeros sistemas expertos tipicamente tenian dominios estrechos de aplicacidn.
1966 Analisis de decisiones

En 1964, Raiffa impartié6 un curso de posgrado en andlisis de decisiones en el
departamento de economia y comenz6 a preparar el material para un libro con ese

titulo. En Stanford, Ronald Howard habia adoptado el nombre de analisis de decision
debido a un programa de investigacion.

55



1966 Criminal Justice: President’s Crime Commission Science and Technology
Task Force

Saul . Gass (IBM) y Richard C. Larson (MIT) y un grupo de especialistas elaboraron
un informe donde muestran como utilizar mediante el enfoque sistémico la
investigacion de operaciones para analizar y resolver algunos problemas en los
tribunales para la aplicacion de la ley.

1967 Juegos con informacion incompleta

(Como pueden los modelos de la teoria de juegos extenderse para manejar
situaciones competitivas cuando algunos jugadores tienen informacién incompleta
sobre algunos parametros importantes del juego, tales como funciones de pago, las
estrategias de otros jugadores, y la informacién disponible sobre el juego a otros
jugadores? John C. Harsanyi respondido a esta pregunta importante en una serie de
tres articulos en Management Science.

1968 Procedimiento ELECTRE para la toma de decisiones multicriterio

En los problemas de decisiéon multicriterio, una alternativa i se dice que supera a otra
alternativa j si se puede concluir que i es al menos tan buena como la j. Este concepto
estd incorporado en los métodos ELECTRE desarrollados por Bernard Roy. Los
resultados de un analisis ELECTRE es una clasificacion de las alternativas.

1968 Se funda Decision Sciences Institute (DSI)

Originalmente fundada como The American Institute for Decision, the Decision
Science Institute es una asociaciéon multidisciplinaria internacional dedicada a
fomentar el conocimiento y mejorar la ensefianza en todas las disciplinas de los
negocios y disciplinas afines.

1969 New York City RAND Institute (NYCRI)

La Corporacion RAND establecio el NYCRI para ayudar en la resolucién de una serie
de problemas de orden publico. Ayud6 a demostrar como la investigacion de
operaciones y los métodos relacionados analiticos, basados en computadoras podria
ser de gran valor para los municipios.

1969 Primer sitio ARPANET / INTERNET

En 1966, The Advanced Research Proyects (ARPA) reclut6 a Lawrence G. Roberts del
MIT para liderar el desarrollo y la instalacion del proyector de red de datos ARPA.
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1970 Comienza la publicacion de Interfaces

El objetivo principal de esta revista, patrocinada por TIMS, fue la publicacién de
monografias que trataran sobre los problemas operativos que usan la ciencia de la
gestion. El primer ejemplar fue publicado bajo el titulo de The Bulletin. Leonard S.
Simon fue su primer editor.

1971 Los problemas NP y NP-completo

La clase P contiene aquellos problemas de decision que pueden ser resueltos en
tiempo polinémico por una Maquina de Turin (MT) determinista, esto es, aquellas en
las que para cada par estado y simbolo exista a lo sumo una posibilidad de ejecucién.
Los problemas de complejidad polinémica son tratables, es decir, en la practica se
pueden resolver en un tiempo razonable.

1971 La Sociedad de Programacion Matematica (MPS)

Esta sociedad internacional fomenta la investigacion tedrica, las aplicaciones y
desarrollos computacionales de todos los aspectos de la optimizacién con
restricciones. Patrocina el Simposio Internacional de Programaciéon Matematica.
George B. Dantzig fue el primer Presidente de la Sociedad

1971 Se publica Network

En 1970, Howard Frank, Ivan T. Frisch, y Richard Van Slyke formaron the Network
Analysis Corporation, una empresa consultora con experiencia en la solucion de
problemas de redes. La compaiiia se convirtié en un centro para los investigadores
interesados en las aplicaciones de redes. La idea de tener una revista dedicada a redes
fue idea de Frank, Frisch, y David Rosenbaum. Frisch se desempefié como editor en
jefe hasta 1978, junto con Frank T. Boesch y Daniel J. Kleitman como editores.

1972 Metodologia de sistemas suaves

Uno de los autores que en la actualidad goza de un mayor reconocimiento es Peter B.
Checkland, gracias a las novedosas formas de estudio que ha planteado, destacan sus
aportaciones metodolégicas y conceptuales para la definicion del sistema bajo
estudio (modelo conceptual) y el uso que da a éste en la investigacién de una situacién
problematica. Fuentes (1995).
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1972 Se establece el premio Franz Edelman Award for Management Sciece
Practice

The College of Practice de TIMS estableci6 el Premio Edelman para reconocer
ejemplos destacados de la investigacién de operaciones en la practica. Se trata de un
concurso en el que las organizaciones presentan sus logros a un conjunto de jueces
que evaltan dichos trabajos, seleccionando a un reducido grupo de los aspirantes
para participar en el tramo final del concurso.

1974 Primera publicacion de Computers and Operations Research

La revista internacional, Computers and Operations Research, fue fundada para
enfatizar "las aplicaciones nuevas e interesantes de la 10 a problemas de interés
mundial y e interés general." Samuel ]. Raff se desempefié como editor de la revista
desde sus inicios hasta 2002.

1974 Lenguaje de simulaciéon GASP
GASP es un lenguaje flexible elaborado en FORTRAN para realizar simulacién basada
en el uso de eventos de control de programacion desarrollado por Alan Pritsker y sus

compaferos de trabajo.

1974 Se establece la investigacion de operaciones en Federal Express
Corporation

Poco después de que oficialmente comenzd sus operaciones en 1973, Federal Express
establecié un departamento de IO que dependia directamente de Frederick W. Smith,
presidente.

1974 Primera reunion conjunta entre ORSA y TIMS

La primera reunién conjunta nacional de ORSA y TIMS se celebré del 22 a 24 abril
de1974, en Boston. Esto dio inicié6 a la serie de reuniones nacionales anuales
conjuntas, la reunion de primavera TIMS - ORSA y la reunién de otofio de ORSA- TIMS.
1974 Interfaces realiza la primera publicacién conjunta entre TIMS y ORSA
Interfaces busca mejorar la comunicaciéon entre los profesionales y los

administradores en OR/MS para la publicacién de articulos que describan la practica
y la aplicaciéon de OR/MS en el comercio, la industria, el gobierno, o la educacidn.
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1975 Algoritmos genéticos

Un algoritmo genético es un procedimiento heuristico en el que la biisqueda aleatoria
imita los mecanismos de la seleccion natural. John H. Holland desarroll6 por primera
vez tales procedimientos en 1962 cuando investig6 la evolucién de los sistemas
adaptativos complejos caracterizados por los genes que interactian. La aplicacion de
los algoritmos genéticos para la optimizacién combinatoria ha crecido en forma
sostenida desde mediados de 1980.

1975 Se establece el Premio John von Neumann

El Premio John von Neumann se otorga en reconocimiento a las contribuciones
fundamentales en campo de la investigacion de operaciones o en la administracion
cientifica. El primer premio fue para George B. Dantzig por el desarrollo de la
programacion lineal y el método simplex (1975). El premio fue establecido
conjuntamente por ORSA y TIMS, pero ahora es otorgado por INFORMS.

1975 La Medalla Goodeve

Este premio, creado por la the Operationan Research Society en honor de Sir Charles
Goodeve, se otorga en reconocimiento a la contribucién mas destacada en la filosoffia,
la teoria o la practica de la investigacion de operaciones publicada en las revistas de
la sociedad.

1976 Calidad robusta

Para Genichi Taguchi y la nocién de calidad implica la conformidad con parametros
optimos o ideales para medir las tolerancias de esos parametros. La idea clave es que
cualquier desviaciéon de estos objetivos 6ptimos causa una pérdida total para la
sociedad que implica no sélo al fabricante, sino a la cadena total de los involucrados
que estén en contacto con el producto.

1977 Regla anti- ciclos para problemas de programacion lineal
Robert Bland sugiri6 una regla que previene el ciclado. Se trata de una regla muy

sencilla, pero que restringe la eleccién de la variable de entrada y de la variable de
salida. Bazaraa (1997).
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IX. Métodos, aplicaciones y tecnologia de la investigacion de operaciones
(1979-2004)

De acuerdo a Gass y Assad (2005)
1979 Teoria de la Perspectiva

Daniel Kahneman y Amos Tversky comenzaron sus investigaciones sobre la
psicologia del juicio humano en la década de 1970, con especial atencién a las
desviaciones de la racionalidad y de juicio heuristico. Estas heuristicas, identificadas
por Kahneman y Tversky, son «reglas de oro» que la gente utiliza para hacer frente a
un problema dificil de juzgar cuando carecen de los mecanismos cognitivos para
resolver facilmente el problema con precision.

La Teoria de la Perspectiva tiene base empirica y aspira a reflejar como la
gente se comporta en realidad, no cémo debiera hacerlo si fuera racional. No es, pues,
una teoria normativa, sino empirica y positiva. Sus diferencias esenciales con la
Teoria de la Utilidad Esperada se refieren a tres grandes cuestiones: la definicion de
las alternativas sobre las que versan nuestras decisiones humanas; la valoraciéon que
les damos; y la ponderacién que, a la vista de su probabilidad, les atribuimos.

1979 Hojas electronicas de calculo e investigacion de operaciones

La primera computadora con hoja de calculo en una VisiCalc, se introdujo en octubre
de 1979. Fue concebida por Daniel Bricklin, con la ayuda de Robert Frankston, y
comercializada por Personal Software, Inc., dirigida por Daniel Fylstra. Desde
entonces, las técnicas relacionadas con la IO y han sido incluidas en los principales
programas de hojas de calculo como Excel, Lotus 1-2-3 y Quattro Pro.

1980 Sistemas de fabricacion flexibles

Un sistema de fabricacion flexible (FMS) se compone de varias maquinas
herramientas controladas por un ordenador, cada una es capaz de realizar muchas
operaciones, y que estan vinculadas con equipos automatizados de manejo de
materiales. Las técnicas de la 10 (redes, lineas de espera, programacion lineal,
programacion entera, la programaciéon no lineal, la simulacién, y los algoritmos
heuristicos) se han utilizado para resolver los problemas de planificacion FMS
(decisiones de configuracion) y problemas de programacion FMS (programacion en
tiempo real de las piezas fabricadas)
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1980 Programacion con restricciones

La programacion con restricciones (programacién con restriccién légica) se originé
en las ciencias de la computacion e inteligencia artificial. Es una técnica de
programacion con restricciones que ha demostrado ser eficaz para la resolucion de
problemas de optimizacién, especialmente aquellos que surgen en la secuenciaciéon y
programacion, y, en general, en problemas combinatorios estructurados
(programacioén entera).

1980 El Proceso Analitico Jerarquico

Procedimientos para la resoluciéon de problemas de decision multicriterio. Estos
procedimientos se basan a menudo en lo que parecen ser, al menos para los
desarrolladores, heuristica "razonable" y / o procedimientos matematicos.

1980 Software LINDO (Optimizacion lineal y discreta)

Concebido y desarrollado por Linus E. Schrage para resolver problemas de
programacion lineal y entera tuvo una fuerte influencia en la aplicacién y el desarrollo
futuro del software de optimizacién. PC LINDO, desarrollado por Kevin Cunningham,
estuvo disponible en 1982, con mucho éxito, especialmente en el aula escolar.

1980 Administracion del rendimiento (ingresos)

Los productos perecederos como los boletos de avion son inttiles si no se utilizan por
el tiempo de vuelo. La idea detras de la gestion del rendimiento es, en base a los datos
de demandas pasadas y futuras, de forma dindmica cambiar los precios de los
productos perecederos a fin de maximizar los ingresos. Implementado por American
Airlines en la década de 1980, ha demostrado ser un procedimiento eficaz que
combina la IO y los procedimientos de la inteligencia artificial. El proceso ha sido
utilizado por otros proveedores de productos perecederos, tales como hoteles, lineas
de cruceros, y los ferrocarriles de pasajeros.

1981 La computadora personal

Aunque el prototipo y computadoras personales estaban disponibles en el
mercado antes de 1981 (Atari, Apple), el lanzamiento de la computadora personal de
IBM el 12 de agosto 1981 cambi6 la vision del mundo de como las computadoras
pueden estar al servicio de la poblacion en general. Desde una perspectiva de la IO, la
computadora personal fue un maravilloso recurso para los profesionales, académicos
y estudiantes. De igual forma, la proliferacion de software relacionado con la 10,
basado en la PC ha tenido un beneficio positivo para el usuario (experto y novato) al
disponer de una herramienta ttil para el analisis de los problemas de la 10.
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1981 Recocido simulado

El recocido simulado es un método de optimizacion regido por los principios de la
fisica estadistica. Los sistemas fisicos pueden ser dirigidos hacia un estado de energia
minima global por un proceso de recocido, por lo que la temperatura se reduce
lentamente, permitiendo asi que el sistema alcance un equilibrio meta estable para
cada temperatura. La aplicacion de este principio a los problemas de optimizacién
combinatoria, donde el Estado minimo corresponde con el valor minimo de una
funcién objetivo. Este procedimiento fue propuesto y utilizado por S. Kirkpatrick, C.D
Gelatt y M.P Vecchi.

1982 lenguajes y modelado

La alta velocidad de las computadoras, los avances en el tamafio de memoria, y las
mejoras en los sistemas de programacién matematica (solvers) nos permiten
resolver problemas de programacién matematica del mundo real con miles de
restricciones y muchos miles de variables. Surge la pregunta: ;C6mo generamos este
tipo de problemas para que sean aceptados por el software y estén disefiados de
forma tal que le permite a uno demostrar que el problema (modelo) es el correcto?
Es una tarea imponente para combinar los datos y las restricciones del problema en
una forma explicita y luego introducirlos en la computadora.

Para resolver un problema de gran instancia se requiere un planteamiento del
problema en forma explicita. Los lenguajes para el modelado algebraico permiten
cerrar la brecha entre el modelador y la computadora mediante la adopcién de una
enunciacion algebraica y concisa del problema y los datos, y, de esta forma, generar
el formato requerido para la programaciéon matematica. El primero de esos lenguajes
fue General Algebraic Modeling System (GAMS) desarrollado por Johannes Bisschop
y Alexander Meeraus. Otros lenguajes algebraicos incluyen AIMMS (]. Bisschop, R.
Entrike); LINGO (K. Cunningham, L. Schrage); AMPL (R. Fourer, D.M. Gay, B.W.
Kernighan); MathPro (D. Hirsch-feld); MPL (B. Kristjansson).

El lenguaje algebraico permite al analista hacer crecer el modelo mediante
etapas, de tamafio pequefio a grande, lo que facilita la comprobacion de que la
declaracion final del problema es la correcta.

1982 Tiempo promedio de ejecucion del método simplex
Aunque se ha demostrado que el método simplex es un algoritmo de tiempo
exponencial, su uso en la practica indica que es muy eficiente. Como un indicador de

este comportamiento, Karl Heinz Borgwardt mostré que en promedio el método
simplex es un algoritmo de tiempo polinomial.
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1982 El arte y la ciencia de la negociacion (Howard Raiffa)

A finales de la década de los afios 70’s Howard Raiffa fruto de un ciclo de conferencias
H. Rowan Gaither en Ciencia de los Sistemas, impartidas en 1980 en la Universidad
de California en Berkeley, elabora este libro dedicado a la memoria de uno de los
fundadores y primer presidente del Consejo de Administracién, de la RAND
Corporation. Raiffa (1996).

1983 Programacion entera con nimero fijo de variables

Usando métodos de la geometria de los nimeros, Hendrik W. Lenstra, Jr. disefio un
algoritmo eficiente para la reduccién de la base. Luego resulté que para cualquier n
fijo, el problema de programacién entera: Max Z = cx,s.a Ax < b, x entero, pueden
ser resueltos en tiempo polinomial.

1984 Método de puntos interiores

El método simplex, habiendo experimentado considerables refinamientos y
sofisticacion, no tuvo competencia sino hasta 1984, cuando N. Karmarkar propuso un
nuevo algoritmo cuya complejidad computacional es polinomial y que result6
altamente competitivo frente al método simplex para resolver problemas de
programacion lineal de gran tamafio. Bazaraa (1997).

1984 Redes neuronales para optimizacion (redes de Hopfield)

John ]. Hopfield introdujo una red neuronal conocida desde entonces como red de
Hopfield, y entre sus méritos se encuentra el haber promocionado el resurgimiento
del estudio de las redes neuronales artificiales. La red en cuestion es capaz de resolver
problemas de optimizacion. Lahoz (2004).

1984 La Medalla Ramsey

El premio mas importante del Grupo Especial ORSA en el analisis de decisiones, la
Medalla Ramsey, reconoce contribuciones distinguidas en el campo del analisis de la
decision. Howard Raiffa fue el primer medallista de Ramsey en 1984. Frank P. Ramsey
fue un filésofo con un amplio interés en los fundamentos. El genero la primera
demostracion rigurosa de la hipétesis de la utilidad esperada propuesta por Daniel
Bernoulli en 1732.
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1984 What's Best: Takes Your Spreadsheet Beyond «What If» (;Qué es mejor?):

El primer sistema basado en la computadora que combina el poder de las hojas de
calculo con los procedimientos de optimizacion para resolver problemas de
programacion lineal y no lineal.

1985 Procedimiento Branch and cut (Bifurcacion y corte) para optimizacion
combinatoria.

Se presentaron técnicas mejoradas para resolver problemas de programacion entera
binaria. Tornos (2003).

1986 Busqueda Tabu

El nombre tabu se refiere a la utilizacién de estructuras de memoria para excluir
ciertas soluciones, o regiones del espacio de soluciones, de la zona de buisqueda. El
tema central de la buisqueda tabu es el disefio de estructuras de memoria que
refuercen las acciones que conduzcan a buenas soluciones y desalienten las acciones
que resultan en un rendimiento inferior. El articulo de Fred Glover 1986 fue el
primero en utilizar el término de busqueda tabu.

1986 El Premio Harold Larnder

Este premio, creado por the Canadian Operational Reseach Society (CORS), se otorga
cada afio a una persona que ha alcanzado la distincién internacional en IO. El primer
ganador fue Robert E. (Gene) D. Woolsey. Harold Larnder era un canadiense que
trabajaba en Gran Bretafia en the Bawdsey Manor Research antes y durante la
Segunda Guerra Mundial. Se le considera un co-desarrollador del radar, y ayudé a
convertirlo en un sistema eficaz de la defensa aérea durante la Batalla de Inglaterra.
Fue Presidente de CORS en 1966-1967.

1988 American Airlines Decision Technologies (AADT)

A partir de 1982, bajo la direccion de Thomas M. Cook, el staff de IO en American
Airlines fue pionero en la instrumentacion de la mayor aplicacién de la investigaciéon
de operaciones en esta compafiia. En 1988, el grupo de IO fue establecido como una
division por separado, llamado American Airlines Decision Technologies (AADT). A
Robert Crandall, Director General de la empresa matriz de American Airlines, se le
atribuye una larga lista de métodos basados en la I0 y en el desarrollo de sistemas en
AADT como clave para la fuerte posicion de AA en la industria. La lista incluye: mejora
en los rendimientos, la reasignacion de viajes y un programa de mejora, la asignaciéon
de turnos de llegada y la programacion de vuelos. Cook fue presidente de INFORMA
en 2003.
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1988 An Introduction to Queueing Networks, Jean Walrand

Este texto fue uno de los primeros dedicados enteramente al tema de las redes de
lineas de espera. Sus numerosos ejemplos ilustran el uso de redes de lineas de espera
para modelar sistemas informaticos, redes de comunicacidn, y las operaciones de
fabricacion. Walrand recibié el premio Lanchester en 1989 por este libro.

1989 Administracion de la cadena de suministro

La administracién de la cadena de suministro tiene el proposito de sincronizar las
funciones de una empresa con sus proveedores, a fin de acoplar el flujo de materiales,
servicios e informacién, con la demanda del cliente. La administracion de la cadena
de suministro tiene consecuencias estratégicas porque el sistema de suministro
puede usarse para satisfacer prioridades competitivas importantes. También implica
la coordinacion de funciones clave de la empresa como mercadotecnia, finanzas,
ingenieria, sistemas de informacion, operaciones y logistica. Krajewski y Ritzman
(2000).

1989 Primera publicacion de ORSA Journal of Computing

En reconocimiento a su fuerte interrelacion, esta publicacién estd dedicada a la
publicacién de trabajos sobre la interrelacion de la investigacion de operaciones y la
informatica. Su fundador y primer director fue Harvey ]. Greenberg. Ahora es
publicado por INFORMS.

1990 Investigacion de Operaciones y la Operacion Tormenta del Desierto

The U.S. Military Airlift Command (MAC), mediante el analisis y las técnicas de la
investigacion de operaciones planificé y programoé las tripulaciones y cargas de
vuelos, moviendo 155,000 toneladas de equipo y 164,000 personas a Arabia Saudita
en 75 dias. El puente aéreo continu6 durante las operaciones Escudo del Desierto.
Para el final de la Guerra del Golfo Pérsico, se us6 una nueva herramienta de
planificacion de transporte aéreo, programando mas de 11,500 misiones y
transportando a mas de 350,000 pasajeros. Durante la primera etapa de 40 dias de la
Guerra del Golfo Pérsico, los analistas usaron la metodologia de la investigacion de
operaciones para ayudar en la planificaciéon y programaciéon de mas de 100,000
salidas.

1990 Ingenieria Financiera / mercados financieros
La investigaciéon de operaciones tiene una larga historia en lo que respecta a la

aplicacién practica en una amplia gama de problemas financieros, por ejemplo, los
primeros trabajos en el andlisis de la cartera. Con el paso de los afios, las nuevas
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metodologias han sido desarrolladas y la velocidad de la computadora y su capacidad
han crecido, muchos de los problemas financieros mas amplios y mas complejos han
sido objeto de competencia por parte de los profesionales de la I0. Es dificil situar
este campo (ingenieria financiera, mercados financieros) en la posicion correcta en la
linea de tiempo, pero el afio elegido marca un momento que seguramente fue
reconocido como importantes para la resolucion de los problemas que se derivan del
area conocida como la ingenieria financiera / mercados financieros. Ademas del
analisis de la cartera, los problemas de interés como: precios derivados, tacticas de
negociacién, decisiones de financiacién, problemas estratégicos, problemas
regulatorios y legales. Entonces, la programacién matematica y las técnicas de
simulacién de Monte Carlo son las herramientas principales de la IO, junto con la
teoria de juegos, el andlisis de redes, los arboles de decision, el control de inventario,
y las cadenas de Markov donde se encontraran las aplicaciones correspondientes.

1991 Primer Premio ORSA otorgado

El Premio ORSA, ahora Premio INFORMS se otorga a las empresas que de forma
efectiva han integrado la investigacion de operaciones en sus procesos de toma de
decisiones organizacionales. Los primeros ganadores fueron American Airlines y
Federal Express.

1994 Network-Enabled Optimization System (NEOS)

Este sistema basado en la red Internet fue iniciado por Argonne National Laboratory
y Northwestern University, con el objetivo de conectar a los usuarios por medio la
tecnologia de optimizacidn y proporcionarles la informacion y la formulacion de un
problema de software. NEOS estd organizado en tres partes: (1) NEOS Herramientas
- Una biblioteca de software de optimizacidon de libre disposicion escrito por los
investigadores en el proyecto NEOS, (2) NEOS -Guia -Una coleccién de material
informativo y educativo sobre la optimizacion, incluyendo una guia de software de
optimizacién , descripciones de algoritmos, estudios de casos de aplicacidn,
preguntas mas frecuentes para la programacién lineal y no lineal, y una colecciéon de
problemas de prueba, asi como los informes técnicos, (3) NEOS servidor - un centro
para la resolucién de problemas de optimizacion de forma remota a través de
Internet. Cuenta con una liga electrénica en: www.neos-server.org

1995 Fusion de ORSA y TIMS para formar INFORMS
Desde 1974, las dos principales asociaciones profesionales en los Estados Unidos
(ORSA y TIMS) que desarrollaron esfuerzos en la investigacion de operaciones a

partir de los inicios de la Segunda Guerra Mundial, se fusionan para formar the
Instituto of Operations Research and Management Science, patrocinando
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conjuntamente actividades y reuniones nacionales, asi como parala publicacién de
algunas revistas.

1995 INFORMS Online (IOL)

INFORMS en linea fue establecido inicialmente en la web de Jim Bean y Mohan Sodhi
como medio de transmision y recoleccion de informaciéon sobre INFORMS y la
investigacion de operaciones por y para sus miembros. Su primer director fue Michael
Trick.

1999 Se publica Manufacturing & Service Operations

Este INFORMS journal esta dedicado a la publicacién de articulos relacionados con la
teoria o la practica sobre la produccién de bienes y servicios, en todos sus aspectos.
Leroy B. Schwarz fue su primer editor.

2000 502. Aniversario de la publicacién de la Revista the Journal of Operational
Research

Para celebrar el aniversario de la Revista the Journal of Operational Research, el
editor, John Ranyard, y el consejo editorial, seleccionan articulos influyentes que
surgieron en los ultimos 50 afios.

2001 EURO grupo de trabajo PROMETHEUS sobre la ética y la Investigacion de
Operaciones

El proposito de PROMETHEUS es inspirar a investigadores, profesores, estudiantes,
consultores y tomadores de decisiones en la investigacion de operaciones para
integrar aspectos éticos en todas sus actividades. Fue concebido por Jean-Pierre
Brans. Fue fundado en la XVIII Conferencia EURO en Rotterdam. La membresia esta
abierta a la comunidad de 10 en todo el mundo.

2001 502. Aniversario del programa en Investigacion de Operaciones en The
Naval Post Graduate School (NPGS)

Hoy en dia la poblacion estudiantil the Naval Post Graduate School ha crecido hasta
1800 alumnos, con estudiantes procedentes de todas las ramas de U.S. defense
community, asi como los de Coast Guard, The National Oceanic and Atmospheric
Administration, y los servicios de mas de 25 naciones socias.

A través de los afos, esta institucion ha sido una fuerza motriz en la educacién y
la formacién de oficiales militares en el andlisis de la investigacién de operaciones.
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X. Los primeros programas universitarios en investigacion de operaciones

West era directa e indirectamente responsable por el seguimiento de avances
significativos, durante ese periodo de seis afios:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

El establecimiento del primer programa académico en investigacion de
operaciones ofreciendo grados de maestria y doctorado. Este curriculum fue
adoptado por muchas otras universidades y esparciendo educaciéon y
entrenamiento, en este campo del conocimiento.

El desarrollo de la filosofia de la educacién en investigacion de operaciones, en
la cual se aprende investigacion de operaciones a través de una combinacion
de resolucién de problemas reales de investigacion de operaciones, cursos y la
investigacion de tesis de tdpicos y métodos avanzados.

La imparticion de conferencias y cursos cortos de investigaciéon de
operaciones dedicados a la presentacion de métodos y técnicas de
investigacion de operaciones para la formulacién y soluciéon de problemas
organizacionales en area claves de la administracion.

El desarrollo de la filosofia, métodos y materiales abriendo paso al primer libro
de texto internacional acerca de la investigacion de operaciones.

El reclutamiento de un fuerte y multidisciplinario equipo facultativo para
formar el grupo de investigacion de operaciones en el Instituto de Tecnologia
Case, y establecimiento de una excelente atmosfera de trabajo dentro del
mismo.

La cercana colaboracién entre la facultad y los estudiantes graduados, resulto
en la educacién de numerosos graduados que, posteriormente, aceptarian
posiciones dentro de las facultades de otras importantes universidades y que
iniciarian futuros programas de investigacion de operaciones

Antecedentes del Instituto CASE

De acuerdo a Burton (1994) a partir de la década de los afios 40’s, el Instituto de
Tecnologia de Case, puso mayor énfasis en las ciencias aplicadas y la educacion
ingenieril, dedicando de alguna manera menos esfuerzo a los temas de negocios,
economia e ingenieria industrial. El instituto Case consistia en aproximadamente 250
académicos y 5,000 estudiantes.
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En 1947, Case form6 un departamento de administracién ingenieril e
introdujo el grado de pasante en administracién ingenieril. Subsecuentemente en
1941 se comenzo6 un programa de maestria en administracion ingenieril, y en 1953,
se inici6 el programa de doctorado en la misma. Durante este periodo, el programa
de educacion en administracion evoluciond de un grado de pasante en ingenieria con
opcion a administraciéon ingenieril a incluir también una licenciatura en
administracion ingenieril con una opcién en ingenieria.

En 1950, Clay Hollyster un profesor dedicado a la ensefianza y la practica de la
10, fue seleccionado jefe del departamento de administracion ingenieril (Ackoff y
Arnoff 1960). En ese tiempo el departamento consistia de seis miembros académicos.

Fundando el grupo de investigacion de operaciones: 1951-1952

Al inicio de 1951, la compafifa ferroviaria de Chesapeake y Ohio queria formar un
profesorado en investigaciéon de operaciones, y el departamento de administracion
ingenieril se volvi6 el hogar de esta actividad. West Churchman fue seleccionado
como profesor visitante en el departamento de I0. En 1951 condujo, para la compafiia
un estudio inicial de 10 acerca del uso del muestreo estadistico en la estimacién de
costos de transportacion para cargamentos ferroviarios interlineas [Churchman
1952, 1955a]. También en los inicios de 1951, Russell L. Ackoff, se uni6 al proyecto
de investigacién Case de la Fuerza Aérea de los EUA.

Durante 1951 y 1952, West Churchman y Russell Ackoff colaboraron en
numerosas actividades, dando origen al establecimiento de un grupo de investigacion
de operaciones en Case. En noviembre de 1951, el Instituto Case, sostuvo una
conferencia de tres dias acerca de «la investigacion de operaciones en los negocios y
la industria», y que fue la primera conferencia en discutir como las organizaciones
industriales estaban aplicando investigacion de operaciones. El éxito abrumador y
gran asistencia a esta conferencia anim¢ al Instituto Case a formar el grupo de
investigacion de operaciones dentro de su departamento de administracion ingenieril
y bajo la direccién de West Churchman. Russell Ackoff se integré al grupo. En junio
de 1952, el Instituto Case y varias organizaciones industriales condujeron durante
una semana el primer curso corto de 10 industrial. En 1955, el primer profesional con
grado de maestria en 10 se gradu6 y en 1957 el primero con grado de doctor.

Facultad multidisciplinaria y equipos de proyecto.
Durante la década de los 50’s el grupo de IO de Case, arm6 un equipo
multidisciplinario de académicos y graduados asistentes en investigacién. Para 1957

el grupo se habia incrementado a treinta personas las cuales tenian antecedentes en
matematicas, estadistica, fisica, quimica, psicologia, economia, filosofia de la ciencia,
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ingenierfa -mecdanica, industrial, y quimica-, mercadotecnia, e investigacion de
operaciones.

Alrededor de seis a ocho proyectos eran llevados en todo momento, con los
académicos, asistentes graduados, y personal de las compaiiias conformando los
equipos de proyecto. Los objetivos de cada equipo eran: (1) resolver un problema
organizacional en particular, (2) introducir la filosofia, métodos y técnicas de la
investigacion de operaciones dentro de la organizacién, y (3) acrecentar la
metodologia de este campo y por lo tanto expandir las aplicaciones potenciales de la
creciente disciplina de la investigacion de operaciones.

Patrocinador.

Mejoramiento del

desempeiio.

Académicos Nuevas Operaciones

Proyectos de Investigacion de
Proyectos de Investigacion

Operaciones.

Académicos/Estudiantes/Equi

pos patrocinados.

Publica documentos y

libros.

Académicos/Estudiantes/Equip

os patrocinados.

| o WS | U DRI, I

Desarrollo de los

estudiantes

Cursos y Maestrias y

Doctorados, Tesis.

Figura 1: En los afios 50’s, el grupo del Instituto Case de Investigacion de Operaciones condujo proyectos
de investigacion con equipos formados por miembros de la facultad, estudiantes graduados, y personal
de las compaiiias, cada uno de los cuales lograba diferentes objetivos.

El Instituto Case, utilizé los fondos generados por los proyectos para financiar
a los Académicos y los asistentes graduados de investigacidon. Los representantes de
los equipos proporcionaban asesoramiento administrativo al Comité de
patrocinadores presentando regularmente reportes orales y escritos acerca de los
resultados y el status de los proyectos.

Los Académicos y los asistentes en investigacion que participaban en los
proyectos se beneficiaban enormemente al involucrarse en el modelado y
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mejoramiento de la solucién del problema, para la toma de decisiones
organizacionales. Los proyectos de IO, les proporcionaron los conceptos para
desarrollar y probar métodos y técnicas para una util administracién de la solucién
de problemas. La actividad de los equipos originé mejoras en el desempefio de las
compafifas patrocinadoras, publicaciones de los académicos, desarrollo del
curriculum y un incremento del aprendizaje de los estudiantes, con base a la
experiencia.

Conferencias de investigacion de operaciones

De 1951 a 1957 el grupo de investigacién de operaciones de CASE condujo seis
conferencias de tres dias. Grandes audiencias asistieron. Burton (1994)

West Churchman dejo el instituto Case por la Universidad de California en
Berkeley, en donde él fund6 el programa de graduados en investigacion de
operaciones, y el centro para la investigacion en Ciencias de la Administracion, que
posteriormente se convertirian en el centro para la investigaciéon en Ila
administracion. como director del grupo de 10 en Case comenzando en 1954. Burton
(1994)
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De acuerdo a Sierksma y Zwols (2017), en la literatura actual existen un gran rango
de definiciones sobre la optimizacién lineal como rama de la investigacion de
operaciones. En general todas ellas consisten en una funcién objetivo con un conjunto
de restricciones.

2.1 Definiciones basicas
Considere el siguiente problema de programacion lineal.

MinZ = ¢c1xq + x5 + -+ cpxpy
Sujeto a

C11x1 + C12x2 + Clnxn 2 b1
Cr1X1 + CozX>p + .- ConXn > bz

CmiX1 + CmaXy + ** CunXn = by
X1, X2, ey Xp =0

Donde cyx1 + cyx5 + -+ cpxy es la funcién objetivo (o funcion criterio) a
minimizar y se denota por la letra Z. Los coeficientes ¢y, c,, ..., ¢, son los coeficientes
de costos (conocidos) y x4, X,, ..., X, son las variables de decision (variables, variables
estructurales, o niveles de actividad) a determinar. Las desigualdades Z’}zl a;jxj = b;
denotan la i — ésima restriccién (o restriccidn o funcional, estructural
o restriccion tecnologica). Los coeficientes a;; para i=12,...m, j=
,2,...,n son llamados coeficientes tecnoldgicos. Estos coeficientes tecnoldgicos la
matriz de restricciones A.

a11 en aln
A=
Am1 - Omn

El vector columna cuya i — ésima componente es b;, se refiere al vector del lado
derecho, representan los minimos requerimientos a satisfacer. Las restricciones
X1, X9, ey X =0

Son las restricciones de no negatividad. Un conjunto de variables x;,x,, ...,x, que
satisfacen todas las restricciones es llamado un punto factible o un vector factible. E1
conjunto de todos estos puntos constituye la region factible o el espacio factible.

Usando la terminologia citada, el problema de programacion lineal puede plantearse
se la siguiente forma: entre todos los vectores factibles, encontrar uno que minimice
(o maximice) la funcién objetivo.
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Usando el signo de sumatoria Z ”, el problema puede reescribirse como:

n
MinZ = Z CjXj
j=1

Sujeto a

Jj=1
X1, X2, ey Xp =0
En forma matricial, sea:
C = [Cl Cn]T E Rn ,b = [b1 e bm]T E Rm ,x = [xl x‘l’l]T E Rn
aiq A1n
A= € R™n
Am1 - Amn

El modelo anterior puede escribirse como:
MinZ = {c"x|Ax < b,x > 0}

La region factible F del modelo de programacion lineal satisface: F =
{x e R"|Ax < b,x = 0}

Tomando como ejemplo el modelo de programacién lineal siguiente, segin Sierksma
y Zwols (2015), para mostrar la forma matricial de los modelos de programacion
lineal.

Max Z = 3x; + 2x,
Sujeto a
X1 +x, <9

3x; +x, <18
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Para este caso, tenemos:

1 3 10

c=[3 2]’ b=[9 18 7 6] x=[x x] y
’ ’ 1101

|

El modelo de programacidn lineal en su forma matricial puede escribirse como:

11 9
e R e = e e S
X, || 10| X, 711X 0

01 6
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2.2Variables de holgura y restricciones limitantes

Si introducimos variables de holgura a nuestro problema de programacion lineal,
obtenemos el siguiente modelo:

Max Z = 3x; + 2x,
Sujeto a:
Xy +x, +x3=9
3x1 +x, + x4, =18
X1 +x5=7
X, +XxX5 =06
X1, X2, X3,X4,X5,Xg 20

En este modelo, x3, x4, x5, X son la variables de holgura no negativas del conjunto de
restricciones. El nimero de variables de holgura sera igual al nimero de restricciones
con desigualdad menor o mayor que. En notaciéon matricial el modelo es:

o1 o]
Xl
1110001 97 (x| |0
x, |[310100| *| |18||x | |0
Max =<[3 2] X, | < , >
X, ]| 100010 || | 7% | |0
010001 *| |6 ||x| |O
% X 0
L X | -

Si b representa la matriz identidad con mrenglonesy m columnas (m=>1),la
forma general del problema de programacién lineal con variables de holgura puede

escribirse como:
. X
Maxqc'[[A 1] . =b,x>0
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n xeR", x,eR",ceR",AcR™ I eR™

de variables de holgura) satisface X, =b—Ax

Co Hay que notar el valor de X, (el vector

De acuerdo a Bazaraa (1999) se requieren diversas hipétesis que estan implicitas en
el planteamiento de la programacion lineal.

e Proporcionalidad

. X . ., C. X . ., i
Dada una variable ", su contribucion al costo total es “/"1, y su contribucién ala !-
L o a; X
ésima restricciones " /.

e Aditividad
Esta hipétesis garantiza que el costo total es la suma de los costos individuales,
y que la contribuciéon total a la i-ésima restriccion es la suma de las
contribuciones individuales de cada actividad.

e Divisibilidad
Esta hipodtesis asegura que las variables de decisién se pueden dividir en
cualesquiera niveles fraccionarios, de modo que se permiten valores no
enteros para las variables de decisidn.

e Deterministica

» &, Y b

Todos los coeficientes ! I se encuentran de manera deterministica.

2.3  Manipulacion de un problema de programacion lineal

Mediante simples manipulaciones, el problema se puede transformar de una forma a
otra forma equivalente. Ta les manipulaciones son muy utiles en la programacién
lineal.

Desigualdades y ecuaciones

Una desigualdad se puede transformar facilmente en una ecuacién. Por ejemplo,

n
D ax; =h,

considere las siguientes restricciones: 1= . Esta restriccion se puede escribir

. . X
en forma de ecuacion sustrayendo la variable de exceso o de holgura no negativa “n+i
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n n
Zaijxj X, =b y Zaijxj <b

, obteniendo =1 y ‘i = 0. Similarmente, la restriccion = es
n
| Zaijxj +X,,, =b . 50
equivalentea /% y o T

No negatividad de las variables

En casi todos los problemas practicos, las variables representan cantidades fisicas,
por lo que deben ser no negativas.

Si una variable "'no esta restringida en su signo, entonces es posible reemplazarla

X' =x" x'jZny"jZOI

por ] I en donde
X; 2 IJ., entonces la nueva variable X'y =X - IJ. s no negativa

Similarmente,

de manera automatica.

., : . X . X <U, u <0
También, si una variable *! se restringe de modo que ! I en donde ! ,

. . X =U, =X . . X
entonces la sustitucion ~ ! ) “Jproduce una variable no negativa © !.
Problemas de minimizacién y maximizacion

Otra manipulacién del problema consiste en convertir un problema de maximizacién
en un problema de minimizacién y viceversa. Sobre cualquier regidn, se cumple:

n n
Machjxj :—MinZ—cjxj
-1 =
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2.4 Forma estandar y candnica de un problema de programacion lineal

De acuerdo a Bazaraa (1999) un problema puede expresarse en diferentes formas
equivalentes por medio de manipulaciones adecuadas. Se trata de las formas estandar
(o normal) y candnica.
La forma estandar es util para aplicar un algoritmo se solucién: el método simplex. La
forma candnica también es de utilidad, especialmente cuando se trata de aprovechar
las caracteristicas de las relaciones de dualidad. A continuacion, se resumen en tabla
No. 1, las formas estandar y candnica de un problema de programacion lineal.

Problema de minimizacion Problema de maximizacion

Forma L :
estandar Mmjz_;cixi Masz_écjxj
Sujeta a: » a;x; =b, i=1..m Sujetaa: Y ax,=b, i=1..m
=i =i
X; 20, j=1..,n X 20, j=L1..,n
Forma Min 1 M L
candnica ' JZ;CJXJ aXJZ:l:CJXj
Sujeta a: » a;x; >b, i=1..m Sujetaa: Y ax <b, i=1..m
= =
X. >0, j=L..,n X >0, j=1..,n

]

]

Tabla No. 1. Forma estdndar y candnica de un problema de programacién lineal

80



2.5 Formulacién de modelos de programacion lineal:

Los siguientes pasos proporcionan una guia para el proceso de toma de decisiones en
la construccién e implementacién de modelos matematicos.

Paso 1: Situacién problematica

Paso2: Definicion del problema

Paso 3: Observacidn y analisis del problema
Paso 4: Disefiando un modelo conceptual
Paso 5: Formulando un modelo matematico
Paso 6: Resolviendo el modelo matematico
Paso 7: Tomando decisiones

Paso 8: Implementando la decisién

Paso 9: Evaluaciéon
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2.6 Programacion lineal, modelos y ejemplos

La optimizacién lineal se ha usado en una gran diversidad de aplicaciones, algunas
son:

Problemas de transporte aéreo
Problemas de asignacion
Problemas de transporte
Problemas de transbordo
Problemas de optimizacion en redes
Problemas de la ruta mas corta
Problemas de la ruta critica
Problemas de Finanzas
Problemas de procesos industriales

. Manufactura: problemas de corte

. Procesos industriales

. Industria forestal

13. Problemas de agricultura

14. Exploracion de gas y petroéleo

15. Recursos naturales y politicas publicas

16. Procesamiento de alimentos

17. Comunicaciones y programas

18. Salud publica

19. Industria textil

20. Gobierno e industrial militar

O 0NN

=
N = O
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2.7 Formulacién de modelos de programacion lineal

Ejemplo No. 1

Problema de mezcla de alimentos (Bazaraa, 1999)

El personal técnico de un hospital desea desarrollar un sistema informatizado de
planificaciéon de menus. Para empezar, se busca un menu de almuerzo. El menu se
divide en tres categorias principales: verduras, carne y postre. Se desea por lo menos
una porcién equivalente de cada categoria. El costo por porcién de algunos articulos
sugeridos, asi como su contenido de carbohidratos, vitaminas, proteinas y grasas se
resume a continuacion en la Tabla No. 2:

Alimento Carbohidratos Vitaminas Proteinas Grasa Costo en $/raci6n
Vegetables
Chicharos 1 3 1 0 0.10
Ejotes 1 5 2 0 0.12
Quingombé 1 5 1 0 0.13
Maiz 2 6 1 2 0.09
Macarrones 4 2 1 1 0.10
Arroz 5 1 1 1 0.07
Carnes
Pollo 2 1 3 1 0.70
Res 3 8 5 2 1.20
Pescado 3 6 6 1 0.63
Postres
Naranja 1 3 1 0 0.28
Manzana 1 2 0 0 0.42
Budin 1 0 0 0 0.15
Gelatina 1 0 0 0 0.12

Tabla No. 2. Datos del problema de mezcla de alimentos.

Suponga que los requerimientos minimos de carbohidratos, vitaminas, proteinas, y
grasas por comida son respectivamente 5, 10, 10 y 2. Formule un modelo de
programacion lineal para la planeacién del mendu.

Solucién:

Sea X,..., X;la cantidad de porcién de comida de chicharos, ejotes,..., budin , gelatina

respectivamente. Funcion de costo minimo:
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MinZ = 0.1x, + 0.12x, + 0.13x3 + 0.09x, + 0.1xs + 0.07x + 1.2xg + 0.63x,
+0.28x,5 + 0.42%,, + 0.15%,, + 0.12x,5

Sujeto a:

Inclusién de cada categoria de cada alimento: legumbres, carnes y postres,
respectivamente

Zslxi >1, Zgzxi >1, ixi >1
i=1 i=7 i=10

Requerimientos de carbohidratos:

X, + X, + X5+ 2X, +4X +5X; + 2%, + 3% +3Xg + Xp + Xy + X, + X325
Requerimientos minimos de vitaminas:

3X, +5X, + 95X, +6X, +2X; + Xs + X, +8X%; +6Xy + 3%, + 2%, 210
Requerimientos minimos de proteinas:

X, +2X, + X5 + X, + X + X +3X; +5%, + 6%, + X, =10
Requerimientos minimos de grasas:

2X, + Xg + X + X, +2X5 + X =2

Condiciones de no negatividad:

Xy, X0 Xy 2 0
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Ejemplo No. 2
Problema de produccién (Bazaraa, 2010)

Un fabricante de acero produce cuatro tamafos de vigas: pequefia, mediana, larga y
extra larga. Estas vigas se pueden producir en cualquiera de tres tipos de maquinas:
A, By C. A continuacién, se indican en la Tabla No. 3, las longitudes (en pies) de las
vigas que pueden producir las maquinas por hora.

MAQUINA

VIGA A B C

Pequena 350 650 850

Mediana 250 400 700

Larga 200 350 600

Extra Larga | 125 200 325

Tabla No. 3. Datos del problema de produccién

Suponga que cada maquina se puede usar hasta 50 horas por semana, y que los costos
de operacién por hora de estas maquinas son $30.00, $50.00 y $80.00,
respectivamente. Ademads, suponga que semanalmente se requieren 12,000, 6,000,
5,000 y 7,000 pies de los distintos tamafos de las vigas. Formule el problema de
programacion de maquinas como un programa de programacion lineal.

Sea X; = horas de maquina ipara la produccion del tamafio de viga j. =123

correspondiente a la maquina A, B, C. j=1,2,3,4 correspondiente al tamafio de viga
pequeila, mediana, larga y extra larga.

Solucion:

Funcién objetivo o criterio (minimizar los costos de operacién):
4 4 4

Min 30| > x,; [+50| > x,; |+80] D_x;
j=1 j=L j=1

Sujeto a:

Disponibilidad de horas por maquina (por semana)
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4 4
> %, <50 3 %, <50
Maquina A: = , Maquina B: 1=

4
> %5, <50
, Maquina C: -

Demanda minima semanal de cada tipo de viga (en funcién la capacidad de
produccion por cada tipo de maquina)

Demanda viga pequefia: 390% + 650X, +850x, >12,000

Demanda viga mediana: 250x,, +400x,, + 700x,, > 6,000

Demanda viga larga: 200x,, +350x,, +600x,, > 5,000

Demanda viga extra larga: 125%,, +200x,, +325%,, 2 7,000

>
Condiciones de no negatividad: V% 20

86



Ejemplo No. 3

Problema de planeacién de la produccién (Bazaraa, 2010)

Un gerente de produccion esta planeando la programacién de tres productos en
cuatro maquinas. Cada producto se puede manufacturar en cada una de las maquinas.
A continuacion, se resumen en la Tabla No. 4, los costos de produccién por unidad (en

$)

MAQUINA

PRODUCTO | 1 2 3 4

1 4 4 5 7
2 6 7 5 6
3 12| 10 | 8 | 11

Tabla No. 4. Costos de produccién del problema

De igual forma, a continuacion, se resume en la Tabla No. 5, el tiempo (en horas)
requerido para producir cada unidad de producto en cada una de las maquinas.

MAQUINA

PRODUCTO | 1 2 3 4

1 031]025]02| 0.2
2 02| 03 | 02025
3 08| 06 |06 | 05

Tabla No. 5. Tiempo de produccion del problema de produccion

Suponga que se requieren 3,000, 6,000 y 4,000 unidades de los productos, y que las
horas maquina disponibles son 1,500, 1,200, 1,500 y 2,000, respectivamente.
Formule el problema de planeacién de la produccién como un problema lineal.
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Solucién:

Definicion de las variables

Sea X = # de unidades del producto I manufacturado en la maquina I

Funcion objetivo (minimizar los costos de produccion):

Min (4%, +4X, + 5%+ 7X,) + (6%, + 7X,, +5X,; +6X,,) + (12X;, +10x,, +8X%,; +11X,,)

Sujeto a:
Demanda por producto
3 3 3
D x,; 3,000 D %,; 26,000 D" Xy; >4,000
Producto 1: 1= , Producto 2: 1= , Producto 3: i

Disponibilidad de horas maquina (en funcién del tiempo requerido para el proceso
de produccion):

0.3, +0.2X,, +0.8x,, <1,500

31 —

0.25x,, +0.3x,, +0.6x,, <1,200
0.2%5 +0.2X,, +0.6X,, <1,500
0.2x,, +0.25x,, +0.5x%,, < 2,000

Condiciones de no negatividad:

VX 20
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Ejemplo No. 4

Problema de gestion de una de una cartera de inversion (Powell y Baker, 2009)

Un banco local quiere construir una cartera de bonos a partir de un conjunto de cinco
bonos con 1 millon de ddlares disponibles para la inversion. La rentabilidad anual
esperada, la rentabilidad anual mas desfavorable de cada bono y la duracién de cada
bono se presentan en la siguiente tabla No. 6 (La duraciéon de un bono es una medida
de la sensibilidad del bono a los cambios en las tasas de interés).

Rendimiento esperado Retorno en el peor Duracidn de cada
Bono 1 12.5% 8.0% 8
Bono 2 11.5% 7.5% 7
Bono 3 10.5% 6.8% 6
Bono 4 9.5% 7% 5
Bono 5 8.5% 7.4% 3

Tabla No. 6. Datos del problema de inversiones

El banco quiere maximizar el rendimiento esperado de sus inversiones en bonos,
sujeto a tres condiciones:

e Larentabilidad media de la cartera en el peor de los casos debe ser de al menos
un 7.2 por ciento.

¢ Laduraciéon media de la cartera debe ser como maximo de 6.

e Debido a los requisitos de diversificacion, casi el 40 por ciento del total de la
inversion puede ser invertido en un solo bono

Formule el problema de cartera de inversiones como un problema de programacién
lineal.

Solucidn:

Sea % el bono de inversién tipo i, 1=1,2,3,4,5
rendimiento esperado de la cartera de inversiones.

a seleccionar para maximizar el

Funcion criterio (Maximo rendimiento esperado):

Max Z=0.125x, +0.115x, +0.105x, +0.095x, +0.085x,

Sujeto a:

Rentabilidad media:
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0.8x, +0.3x, —0.4x, -0.2x, +0.2x, 20

Duracién media de la cartera de inversion:

2% + X, =X, —3% <0

Recursos disponibles para la inversién:

X, + X, + X; + X, + %, <1,000,000

Diversificacién de las inversiones en un solo bono (restricciones por tipo de bono):

0.6x, -0.4x, -0.4x, -0.4x, -0.4x <0
-0.4x, +0.6x, -0.4x, -0.4x, -0.4x,<0
—0.4x, -0.4x, +0.6x, -0.4x, -0.4x <0
-0.4x, -0.4x, -0.4x, +0.6x, -0.4x,<0
-0.4x, -0.4x, -0.4x, -0.4x, +0.6x,<0

Condiciones de no negatividad:

Xps Xy Xy Xgy X5 =0
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Problema No. 5

Problema de programacion de la produccion de automdviles (Powell y Baker 2009)

La Auto Compafiia de América (ACA) produce cuatro tipos de automoviles:
subcompacto, compacto, intermedio y de lujo. ACA también produce camiones y
furgonetas. Las capacidades de los proveedores limitan la capacidad total de
produccién a, como maximo, 1. 2 millones de vehiculos al afo. Los subcompactos y
los compactos se construyen juntos en una instalaciéon con una capacidad total anual
de 620,000 automoviles. Los coches intermedios y de lujo se producen en otra
instalacion con capacidad de 400,000; las camiones y camionetas (Van) tienes una
capacidad de 275,000. La estrategia de mercadotecnia de ACA requiere que los
subcompactos y compactos deben constituir al menos la mitad de la mezcla de
productos para los cuatro tipos de automdviles. Los estandares de la Economia de
Combustible Promedio previsto en la Ley de Politica y Conservacion de la Energia
requieren una economia promedio de combustible de por lo menos 27 millas por
galén. Los margenes de los beneficios, el potencial del mercado y las eficiencias del
combustible se resumen a continuacion en la Tabla No. 7:

Sub
Datos compacto Compacto | Intermedio | Delujo | Camion Camioneta
Utilidad 150 225 250 500 400 200
Mercadotecnia 600 400 300 225 325 100
Eficiencia (millas
por galén) 40 34 15 12 20 25
Objetivo eficiencia 27 millas
combustible por galén

Tabla No. 7. Datos del problema de programacién de la produccion

Formule el problema de produccién de automédviles como un problema de
programacion lineal.

Solucién:

Sea Xl tipo de automovil tipo I a fabricar, 1=1,2,3,4,5, 6, correspondiente al modelo
sub compacto, compacto, intermedio, de lujo, camién y camioneta, respectivamente.

Funcion objetivo o criterio

Max Z=150x, + 225X, + 250X, +500x, + 400X, + 200x;

Sujeto a:

Capacidad de produccion total por afio:
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X, + X, + X, + X, + X + X <1,200,000

Capacidad instalada por planta para determinados tipos de autos
Planta 1 (sub compactos y compactos):

X, + X, 620,000

Planta 2 (intermedio y de lujo): X; + X, < 400,000

Planta 3 (camiones y camionetas): Xs + X < 215,000

>
Mezcla de productos: & %2 =% T %

Eficiencia en combustible (en funcién del objetivo de la empresa y de las
regulaciones de gobierno):

13X, +7X, 212X, +15X, + 7%, + 2X,

Ventas subcompacto: X, < 600,000

Ventas compacto; %2 < 00,000

Ventas Intermedio: X; < 300,000

Ventas de lujo: X, < 225,000

Ventas camion: 5 = 325,000

Ventas camioneta: ¢ <100,000

Condiciones de no negatividad: Xgs Xg s gy Xgs X5y Xg 2 0
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Problema No. 6

Caso prdcticol: American Sporting Equipment I (Lapin 1996)

La compafiia de equipo deportivo americano es fabricante de articulos para practicar
deportes la cual abastese a equipos profesionales. La compaiiia fue fundada en los
40’s por Millar Russel, poco después de recibir licencia del ejército, en donde habia
organizado ligas recreativas de béisbol. La experiencia de Russel, con varias heridas
producidas por bates rotos, lo dirigié a buscar nuevos materiales y disefios. Sus bates
fueron un éxito, y con tan solo un afio en el negocio, Millar Russel tuvo contratos para
abastecer de bates, a varios equipos de ligas menores de béisbol. La compafiia pronto
empez0 a proveer otros equipos y ha crecido hasta convertirse en uno de los mayores
fabricantes de equipo deportivo.

La compaifiia continta produciendo bates a la medida para el béisbol profesional. El
mercado primario para los bates es la madera. La empresa vende su produccion
completa a precios previamente negociados, y la disponibilidad de los recursos
esenciales - especialmente de madera- indica las cantidades finales en el proceso
productivo mensual. Los bates estan hechos de pedazos de 4 x 4 pulgadas de madera
dura de la mas alta calidad. Existen 6 modelos, de acuerdo a las medidas. El Sr. Millar
Russel, se encuentra bastante ocupado al dirigir su conglomerado, asi que ha
delegado en su hija Sandra Russel Davis el manejo operativo. Ella contintia revisando
los calendarios mensuales de produccion de la mayoria de las lineas productivas y
muestra un vivo interés en los bates de béisbol hechos en la carolina del sur de la
propia organizaciéon. La programacioén lineal ha probado ser ttil en mantener la
eficiencia operativa.

La mayoria de los materiales que se requieren para producir bates son abundantes y
pueden ser obtenidos en cantidades ilimitadas. Sin embargo, existen severas
limitantes con respecto a la madera, equipo y mano de obra que se necesita para el
proceso.

Tabla No. 8 datos de marzo bates de béisbol

Largo de los bates (pulgadas)
30| 32| 34 36 38 40
Cantidad maxima Costos

Materia prima Disponible

$.08 por
Madera 30| 32| 34 36 38 40| 10,000 pulgadas |pulgada

Recursos usados para el proceso de produccién de bates

Tiempo en el $.05 por
torno 10 10 11 11 12 12 5,000 minutos minuto
Tiempo en el $.02 por
acabado 25 27 | 29 31 33 35 8,000 minutos minuto
Tiempo de $.50 por
cura 1 1 1 1 1 1 500 horas hora
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Tiempo en el $.30 por
molido 2 2 2 3 3 3 1,000 minutos minuto

$.25  por
Revestimiento 5 5 6 6 7 7 2,000 minutos minuto

Los datos que aparecen en la tabla ndmero 8 son utiles para establecer el programa
de programacion lineal para la produccién de bates planeada en marzo.

Las restricciones adicionales del sistema son:

1. El ndmero de bates de 34” no pueden exceder el total combinado de bates de los
modelos de 30" y 32”.

2. Elnumero de bates de 38” no puede exceder el combinado total de los modelos de
32"y 34"

3. El numero de bates de 30” debe ser menor o igual al nimero total de los de 36" y
38”. Se aplican los siguientes costos:

Otros costos directos son $2 por bate, sin importar el y tamafio. Los precios de venta

son $21 el de 30” y 327, $22 los modelos de 34” y 36”, y $25 para los modelos de 38”

y 40”. La tabla 2 muestra la utilidad por bate considerando los costos por bate por

recursos utilizados en proceso de produccion.

Tabla No.9
Utilidad y costo por cada tipo de bate
Modelos

Medida del Bate (pulgadas) | 30 32 34 36 38 40

Costos totales por bate $7.75 $7.95 | $8.45 | $895 | $9.45 | $9.65

Otros costos $2.00 $2.00 | $2.00 | $2.00 | $2.00 | $2.00

Precio de venta $21 $21 $22 $22 $25 $25

Utilidad total por bate $13.25 | $13.05 | $13.55 | $13.05 | $15.55 | $15.35
Solucién:
Sean "3 %20 Xar %50 X1 Xa0 o] modelo de bate a producir correspondiente a la

medida de 30, 32, 34, 36, 38 y 40 pulgadas, respectivamente.
Funcién objetivo (maximizar la utilidad por tipo de bate producido:

Max Z=13.25x,, +13.05X,, +13.55X,, +13.05X,, +15.55X,, +15.35X,,

Sujeto a:
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Materia prima (Madera):

30X, + 32Xy, +34X,, + 36X, + 38X, +40x,, <10,000

Tiempo en torno, tiempo en acabado, tiempo de cura, tiempo en molido y
revestimiento, respectivamente:

10X, + 10X, + 11X, + 11X+ 12X, + 12X, <5,000
25%z + 27X, + 29%5, + 31X+ 33X, + 35X, <8,000
X+  Xpt+ Xyt Xt Xt X,, <500
2%+ 22X+ 2Xg+ e+ X+ 3X,, <1,000
g+ DX+ B6Xy + BXe+ X+ 7X,, <2,000

Restricciones adicionales del sistema:
X34 S X32 - X30’ X38 S X32 + X34 , XSO S X36 + X38

. . - Xans Xao s Xag s Xag s Xagy Xgg =
Condiciones de no negatividad: 30’732’ “34? 736" 738" 740 0
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3. Solucion grafica de los modelos de programacion lineal

Ahora se describird un procedimiento geométrico para resolver un problema de
programacion lineal. Aunque este método solo es idoneo para problemas con un
numero reducido de variables, proporcionan bastante informacién para comprender
el problema de programacion lineal.

. - Min jcx|AXx>b,x>0 L, ,
Considere el siguiente problema: { | } La region factible consta de
todos los vectores Xtales que AX=0 y x>0 Entre todos estos puntos, se desea

encontrar un punto que minimice el valor de X,

3.1.Tipos de soluciones optimas y regiones factibles de un problema de
programacion lineal

En muchas ocasiones un modelo de programacién lineal puede tener mas de una
solucion 6ptima.

Los tipos de regiones factibles de un modelo de programacidn lineal pueden ser:

e Solucidn éptima finita tinica. Si la solucién 6ptima finita es tinica, entonces ocurre
en un punto extremo. La solucién 6ptima finita puede presentarse en una regién
factible acotada o no. Sin embargo, en cada caso la solucién éptima tnica es finita.

En la siguiente grafica No. 1, se muestra una region de factibilidad acotada con éptimo
unico. (Bazaraa, 1997)

Ohbjective
decreases

8 z - T ) X +0xy = 22,23 <2)
Grdfica No. 1. Solucién déptima finita tinica en una regién acotada. Fuente: Bazaraa (2010)
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La siguiente grafica No. 2, muestra un problema de programacion lineal contiene una
solucién 6ptima finita en una regién acotada y una solucién éptima finita en una
region no acotada.

Unique =
optimal %
solution_ -

Unique
| optimal
solution -

(b)

Grdfica No. 2. Optimos tinicos en una regién acotada y no acotada. Fuente: Bazaraa (2010)

e Soluciones éptimas finitas alternativas. En estos casos existen dos vértices que son
Optimos. La region factible puede ser acotada o no acotada. Para el primer caso
(regién acotada) existen 6éptimos alternativos cuya solucion es la misma. Para el
segundo caso (regién no acotada) existe un punto extremo, que es 6ptimo, y un

conjunto de puntos factibles en un rayo 6ptimo. La siguiente grafica No. 3, muestra
ambos casos.

Alternative
~gt] optimal solutions Optimal

ray et

(@) (b)
Grdfica No. 3. Optimos alternativos en una regién acotada y no acotada. Fuente: Bazaraa (2010)

e Solucién éptima no acotada. En este caso la region factible y la soluciéon 6ptima no
estan acotadas. En este caso el objetivo decrece o crece infinitamente y no existe
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solucién 6ptima. La grafica siguiente grafica No. 5, muestra una solucién 6ptima
no acotada.

Objective contours can

be moved indefinitely

in the direction —¢ while
intersecting with the feasible
region

Grdfica No. 5. Solucién dptima no acotada. Fuente: Bazaraa (2010)

Region factible vacia. En este caso, el sistema de ecuaciones y/o desigualdades que
definen la regidn factible es inconsistente. La siguiente grafica No. 6, muestra una
region factible vacia.

(o]

Grdfica No. 6. Ejemplo de region factible vacia. Fuente: Bazaraa (2010)
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3.2. Problemas resueltos y propuestos de programacion lineal.

Problema No. 1

Venkataraman (2002). Resuelva el siguiente problema de dos variables, elabore la
grdfica del problema y encuentre la solucion utilizando el procedimiento de solucién

geométrico o grdfico.
Min f(x,X,) =X +X,
Sujeto a:
3% —X, <3
X, +2X, <5
X +X, <4
X, X, =0
Solucion:

Region de factibilidad y puntos extremos:

Eje x2

Ey
2
8]

Puntos extremos:

11 12 S
A:(7,7j,|3:(1,0),c :(O,EJ,D=(0,0)
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Evaluando en cada punto extremo para obtener el punto 6ptimo:

(11 12} ~ 23 _2 Solucion optima del problema de maximizacion

7'7) 71 7
f(10)=0
fo,Ej:EZZE
2) 2 "2
£(0,0)=0

El punto éptimo para el problema de minimizacidén es el punto D (el origen), con
coordenadas (x1,x2) = (0,0).

Si el problema es maximizacion, entonces la solucion 6ptima es el punto A =
(11/7,12/7),con f *=32/3.
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Problema No. 2: Venkataraman (2002). Para el siguiente conjunto de problemas

repita las instrucciones del problema anterior

Modelo

Grafica de la region factible

Puntos Extremos de

la region factible

Evaluacién en cada
punto extremo y
solucién éptima del

problema (asterisco)
11 12 23
MaXf(xl'xz):xl+X2 / Az(E,E), (7,7>=7*
Sujeto a: . 7
3x,—Xx, <3 B=(@ 0;, £(1,0) =1
< o2 5 5
X +2X,<5 C—(O,Zj, f<0'§)=§
X +X,<4 < D= (0.0
X, X%, =0 ' f(0,00=0
Min f(xy, x2) = %0 = %, 11 12 nin_ 1
| / AZ( j f( 77 ) -7
Sujeto a: /
f(1,00=1
3x1 —x, <3
5 5
x1+x; <4 f(0,00=0
X1,%X3 =0
Max f(xq,x;) = %1 + %, _ (11 12 _23
B ( 7’ 7) f@® =
Sujeto a:
3x1 —x, =3
C = (4,0)* f(C)*=4
X, +2x, <5
b =(1,0) fD)=1
X, +x, <4 )
Optimos alternos
X1, %X, =0
Min f(x1, %) = x1 + X, N _ (1112 _23
B ( 7’ 7) f@® =
Sujeto a: ~
g B=(31) f(B) =4
3x1 —x, <3 5
. : C= (4’0) f(C) =4
X +2x, <5 o [ 2 AN T
D = (1,0) f)=1
X1 + Xy < 4 2
/ E=(0,-3) f(E) x= -3

x; 2 0, x, no restringida
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Problema No. 3

Griva, Nash y Sofer (2009). Resuelva los siguientes problemas grdficamente.

a) b) c)
MinZ = 3x, + x, Max Z = x; + 2x, MinZ = x; — 2x,
Sujeto a: Sujeto a:
Sujeto a:
2x1+X2212 x1—2X224
xl_xzsl x1+x225 x1+x2S12
3x; + 2x, <12 —x; +3x, <3 2x1 +3x, <8
2x1 + 3%, <3 6x, — x, = 12 X,%; >0
_2x1 + 3x2 =9 X1, X5 >0
X1,%, =20
d) e) f)
MinZ = —x; — x, MinZ =x; —x, MinZ = 4x; — x,
Sujeto a: Sujeto a:
Sujeto a:
Xg— Xy, =2 X +2x, <6
X1 —x21 2x +x, > 1 X1 =% 23
x1—2x222 xl!xZZO —x1+2x222
X1, %2 20 X1, %, 2 0
g) h) i)

Max Z = 6x; — 3x,

Sujeto a:

3x; + 2x, < 40
2x; + 5x, = 10

X1, %, <15

MinZ = x; + 9x,
Sujeto a:
2x; +x, <100
x1 +x, <80
x; < 40

X1, %, =0

MinZ = =5x; — 7x,
Sujeto a:

-3x; + 2x, < 30
2% 4+ x, <12

X1, X, =0
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Para el siguiente conjunto de problemas elabore el modelo de programacioén lineal. Si
el modelo es de dos variables, use el método grafico para resolver el problema. Use el
programa Geogebra para graficar la region de factibilidad y obtener los puntos
extremos.

Problema No. 4

Anderson y Sweeney (2011). Problema de produccién. Par, Inc. es un pequefio
fabricante de equipo y material de golf. El distribuidor de Par cree que existe un
mercado tanto para una bolsa de golf de precio moderado, llamada modelo estandar,
como para una bolsa de golf de un precio alto, llamada modelo de lujo. El distribuidor
tiene tanta confianza en el mercado que, si Par puede fabricar las bolsas a un precio
competitivo, comprara todas las bolsas que Par fabrique durante los tres meses
siguientes. Un andlisis detallado de los requerimientos de manufactura dio como
resultado la tabla siguiente, la cual muestra los requerimientos de tiempo de
produccién para las cuatro operaciones de manufactura requeridas y la estimacion
que hizo el departamento de contabilidad de la contribucion a las utilidades por bolsa:

Tiempo de produccién (horas)
Producto Cortey Costura Terminado Inspeccion y Utilidad por
Estandar 7 1 1 1 $10
De lujo 1 5 2 1 $9
6 3 4

El director de manufactura estima que se dispondra de 630 horas de corte y tefiido,
600 horas de costura, 708 horas de acabado y 135 horas de inspeccién y empaque
para la producciéon de las bolsas de golf durante los tres meses siguientes. a) Si la
empresa quiere maximizar la contribucion total a las utilidades, ;cuantas bolsas de
cada modelo debe fabricar? b) ;Qué contribucion a las utilidades puede obtener Par
con estas cantidades de producciéon? c) ;Cuantas horas de tiempo de produccién se
programaran para cada operacion? d) ;Cudl es el tiempo de holgura en cada
operacion?
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Problema No. 5

Anderson y Sweeney (2011). Nuevo problema de produccién. Kelson Sporting
Equipment, Inc. fabrica dos tipos diferentes de guantes de béisbol: un modelo regular
y un modelo para catcher. La empresa dispone de 900 horas de tiempo de produccion
en su departamento de corte y confeccién, 300 horas en su departamento de acabados
y 100 horas en su departamento de empaque y envio. Los requerimientos de tiempo
de produccion y la contribucién a las utilidades por guante se proporcionan en la tabla
siguiente:

Tiempo de produccion (horas)
Modelo Corte y confecciéon Acabados Empaque y envio Utilidad por guante
Modelo regular 1 1 1 $5
2 8
Modelo para catcher 3 1 1 $8
2 3 4

Suponiendo que la empresa esta interesada en maximizar la contribucién total a las
utilidades, responda lo siguiente: a) ;Cual es el modelo de programacion lineal para
este problema? b) Encuentre la soluciéon 6ptima utilizando el procedimiento de
solucion grafica. ;Cudntos guantes de cada modelo debe fabricar Kelson? c) ;Qué
contribucién total a las utilidades puede obtener Kelson con las cantidades de
produccién dadas? d) ;Cuantas horas de tiempo de produccién se programaran en
cada departamento? e) ;Cudl es el tiempo de holgura en cada departamento?
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Problema No. 6

Anderson y Sweeney (2011). Problema de inversiones. National Insurance
Associates tiene un portafolio de inversion de acciones, bonos y otras alternativas de
inversion. Actualmente cuenta con $200,000 en fondos y debe considerar nuevas
oportunidades de inversion. Las cuatro opciones de acciones que National considera
y los datos en materia de finanzas relevantes son los siguientes:

Accién
A B C D
Precio por accién 100 50 80 40
Tasa de rendimiento anual 0.12 | 0.08 | 0.06 | 0.10
Medida de riesgo por délar invertido

La medida del riesgo indica la incertidumbre relativa asociada con la accion en
funcion de que se logre el rendimiento anual proyectado; los valores mas altos indican
un riesgo mayor. El asesor de finanzas de la empresa proporciona las medidas del
riesgo.

La gerencia ejecutiva de National ha estipulado los siguientes lineamientos de
inversion: la tasa de rendimiento anual para el portafolio debe ser por lo menos 9%,
y ninguna accién debe corresponder a mas de 50% de la inversion total.

a) Utilice la programacién lineal para elaborar un portafolio de inversiéon que
minimice el riesgo. b) Si la empresa ignora el riesgo y utiliza una estrategia de

rendimiento maximo sobre la inversion, ;cual es el portafolio de inversion?

c) ;Cual es la diferencia en dinero entre los portafolios de los incisos a y b? ;Por qué
la empresa desea la solucion desarrollada en el inciso a?
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Problemas de programacién lineal en forma estandar.

Convierta los siguientes problemas lineales a su forma estdndar

Problema No. 1 Problema No. 2 Problema No. 3
Max Z = 3x; + 5x, — 4x3 Max Z = x; + 2x, MinZ = x; — 2x,
Sujeto a: Sujeto a: Sujeto a:
7x1 — 2%, —3x5 =4 2x1 +x, 212 X1 —2x, =2 4
_le + 4x2 + 8.X3 = _3 x1 + X2 2 5 X1 + xz S 12
5x; —3x, —2x3 <9 —x1+3%x, <3 2x1 +3x, <8
x, =1 6x1 — X, =12 X1, %, libres
X, <7 X1,X3 =0
X1,X2,X3 >0

Problemas conceptuales

Bazaraa (2010). Resuelva los siguientes problemas utilizando el método grdfico:

Problema No. 1 Problema No. 2
Max Z = x1 + 3x, MinZ = x; — 2x,
Sujeto a: Sujeto a:
x1—3X2S3 x1+X222
_le‘l'xZSZ —x1+x221

—3x1 + 4x2 < 12 Xy < 3
3% +x, =29 X,%Xy =0
X1,%; =0
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Sierksma y Zwols (2015). Resuelva los siguientes problemas de programacion lineal
usando el método de solucidn grdfica.

Problema No. 3 Problema No. 4 Problema No. 5
Max 7Z = x; + 2x, MinZ = 11x; + 2x, Min Z = 12x, + 5x,
Sujeto a: Sujeto a: Sujeto a:
—x1+2x, <4 X1 +x, <4 X1+ 2x, > 4
31 +x, <9 15x; — 2x, =0 5x; +6x, <7
X, +4x, > 4 5x; +x, =5 8x; +9x, =5
X1,%, =0 2x1+x, 23 X1,%, =0
X1,% =0
Problema No. 6 Problema No. 7
Min Z = 25x; + 17x, Max Z = 2x; + 3x, — 2x3 + 3x,
Sujeto a: Sujeto a:
0.21x; + 0.55x, = 3 X1 +x, <6
0.50x; + 0.30x, = 7 25x5 4+ 3x, < 12
0.55X1 + 0.10X2 2 5 —X3 + x4 2 _2
X1, X, libres 2x1—x, < 4
2x3 — x4 = —1
Xy <2
X1,%X2,%X3,%X4 =0
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4. El método simplex

En esta seccion se aborda el estudio del método simplex, que fue creado en el verano
de 1947 por George Dantzing para resolver problemas de programacion lineal. La
primera aplicacion importante de este método ocurrié poco después del verano de
1947, cuando ]. Lideran resolvid, un programa lineal de planeacién de una dieta con
nueve restricciones de igualdad en 27 variables no negativas. Usando una calculadora
de escritorio, para resolver este problema se requirieron 120 dias - hombre.
Actualmente, usando computadoras modernas y una implementacion sofisticada del
método simplex, es facil resolver problemas lineales con miles de variables y
restricciones. Aunque se han desarrollado muchas variantes del método simplex y se
han propuesto otros nuevos algoritmos competidores, el método simplex sigue
siendo un medio viable y popular para resolver problemas de programacion lineal.

4.1. El método simplex en formato de tableu

(Problema de minimizacién)
Paso inicial

Se encuentra una solucién basica inicial con base B y se forma el siguiente tablero
inicial.

Z Xp XN LD
z 1 0 cgB7IN —cy cgb
Xp 0 I BN b

Paso principal

Sea z, — ¢, = Maximo {Zj —¢iij € R}. Si zy — ¢, <0, entonces el proceso ha
terminado; la solucién actual es 6ptima. En caso contrario, se analiza y,. Si y, < 0,
entonces el proceso ha terminado; la solucién 6ptima es no acotada alo largo del rayo:

{75+ wel o= 0}

En donde e, es un vector de ceros excepto por 1 en la k- ésima posicion. Si y;, no es
menor o igual que cero, entonces el indice r se determina como sigue:

br .. bi
—— = Minimo {—:yik > O}
Vrk 1sism Yk
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El tableu se actualiza pivoteando sobre y,. Se actualizan las variables basicas y no
basicas, en donde x; entra alabasey xp_sale de la base, y se repite el paso principal.

A continuacién, se muestra un ejemplo numérico con la finalidad de mostrar el
meétodo simplex paso a paso. Bazaraa (2010)

MinZ = x; +x, — 4x;
Sujeto a:
X1 +x,+2x3 <9
X+ X, —x3=52
—x1+x2+X3S4

X1,X2,X3 =0

Se introducen las variables de holgura no negativas x,, xs, x¢ . El problema se
convierte en el siguiente modelo de programacion lineal en su forma estandar.
MinZ = x; +x, — 4x3
Sujeto a:
x1+x2+ZX3+X4=9
Xy +x, —x3+x5 =2
—x1+x2+X3+x6 :4‘

X1, X2, X3, X4, X5, X = 0

Con lo anterior se obtiene el siguiente tablero inicial. Posteriormente, las
correspondientes iteraciones.
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Iteracion 1

X4 X, X3 Xy Xs Xg Lado Razoén
Derecho .
minima
z -1 -1 4* 0 0 0 0
Xy 1 1 2 1 0 0 9 4.5
X5 1 1 -1 0 1 0 2
Xe -1 1 1 0 0 1 4 4*
Iteracion 2
Xq X, X3 X4 Xg X Lado Razoén
Derecho .
minima
z 3* -5 0 0 0 -4 -16
X4 3 -1 0 1 0 -2 1 0.3333*
X5 0 2 0 0 1 1 6
X3 -1 1 1 0 0 1 4

Tablero 6ptimo

X, Xy X3 X4 Xs X Lado
Derecho

z 0 -4 0 -1 0 -2 -17
Xy 1 _1 0 1 0 _2 1
3 3 3
X5 0 2 0 0 1 1 6

X3 0 2 1 1 0 1 13
3 3 3 3

Este es el tablero 6ptimo, debido z, — ¢, < 0. La solucién 6ptima esta dada por:

1 13
=, X3 =0,x3 =? conz =—17

x1:3

110



Ahora, con la finalidad de observar la motivacion geométrica del método simplex
analizaremos un problema y lo resolveremos con el método grafico y posteriormente
utilizaremos el algoritmo simplex.

Resuelva el siguiente problema. Graficamente y utilizando en algoritmo simplex.
Utilice el programa Geogebra para resolver mediante el método algebraico y Excel
para el método simplex. Verifique que con ambos procedimientos se obtiene el mismo
resultado.

Max f(xq,x;) = 5x; + 4x,

Sujeto a:
X1 +2x, <6
_le + x2 S 4
le + 3x2 <15

X1, %220

Solucién: construyendo la region de factibilidad y obteniendo los puntos extremos
con Geogebra y sustituyendo los puntos extremos de la region de factibilidad en el
modelo de programacion lineal, se obtiene la solucién que se indica a continuacién:
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Modelo de programacion Grafica de la region factible Puntos Extremos de Evaluacién en cada

lineal la regidn factible punto extremo y
solucién
optima del
problema
(asterisco)
A = (0,0)
Max f(xq,x5) = 5x; + 4x, B =(0,3) fA) =0
12 15
C=(=,=)*
Sujeto a: ( 7T )
D = (3,0) f(B) =12
X +2x, <6
—2X1 + xz S 4
5x; +3x, <15 — 171
f(0) =172
X1, %20
-I1
f(D) =15

Resolviendo el problema con el algoritmo simplex.

Se introducen las variables de holgura no negativas x3,x,,x5 . El problema se

convierte en el siguiente modelo de programacion lineal en su forma estandar.

Max f(xq1,%x3) = 5x1 + 4x,
Sujeto a:
x1 + 2x2 + x3 == 6
—2x1+x2 +x4 :4
le + SXZ +x5 =15

X1, X3 X3,X4, X520
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Tablero inicial:

Inicializacién
Xq X, X3 X4 Xg Lado Razén
Derecho .
minima
z -5* -4 0 0 0 0
X3 1 2 1 0 0 6 6
X4 -2 1 0 1 0 4
X5 5 3 0 0 1 15 3*
Iteracion 1
Xq X, X3 X4 Xg Lado Razén
Derecho .
minima
z 0 -1* 0 0 1 15
X3 0 7/5 1 0 -1/5 3 15/7*
Xy 0 11/5 0 1 2/5 10 50/11
X1 1 3/5 0 0 1/5 3 5
Iteracion 2
Xq X, X3 X4 Xg Lado
Derecho
z 0 0 5/7 0 6/7 120/7
Xy 0 1 5/7 0 -1/7 15/7
X4 0 0 -11/7 1 5/7 37/7
X1 1 0 -3/7 0 2/7 12/7

Tablero 6ptimo, debido a que z;, — ¢, = 0, la solucién 6ptima esta dada por:

12 15 37
-, X2 =7 , X3 =— conz=17=

1= 7 7
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Ahora, resolvamos el problema 3.2.4.1 de Anderson y Sweeney (2010),
problema de produccién utilizando el método simplex.

Solucién:

Sea x;=numero de bolsas modelo estandar a fabricar y x, = nimero de bolsas modelo
de lujo a fabricar. Los datos del problema se muestran a continuacién:

Tiempo de produccion (horas)

Producto Cortey Costura Terminado Inspecciony | Utilidad
tefiido empaque por bolsa
Estandar 7 1 1 1 $10
10 2 10
De lujo 1 5 2 1 $9
6 3 4
maximo de horas
por departamento 630 600 708 135

Funcion criterio: maxima utilidad por bolsa: Max Z = 10x; + 9x,

Restricciones del sistema: Tiempo de produccién por departamento y horas
disponibles maximas

Departamento de corte y tefiido: 1—70x1 + x, <630
Departamento de costura: %xl + sz < 600

Departamento de terminado: x; + gxz <708
Departamento de inspeccién y empaque: 1—10x1 + ixz <135

Condiciones de no negatividad: x;,x, = 0
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Region de factibilidad y puntos extremos del modelo de programacién lineal:

X2

Puntos extremos: A= (0,0), B= (0,540), C= (300,420), D= (540,252) y E= (708,0)

Evaluacion de cada punto extremo en la funcién objetivo y determinacion de la
solucidn del problema.

Max Z, = 0,Max Zz = 4,860, Max Z. = 6,780, Max Z, = 7,668, Max Z; = 7,080

En consecuencia, la solucién éptima es el punto extremo D = (540,252) y valor
objetivo Z= 7,668.

Es decir: proddzcanse 540 bolsas modelo estandar y 252 bolsas modelo de lujo. La
utilidad con los niveles de produccién anteriores sera de $7,668 unidades monetarias.

Utilizando el algoritmo simplex

Se introducen las variables de holgura no negativas x3, x,, X5, X . El problema se

convierte en el siguiente modelo de programacion lineal en su forma estandar.

Max Z = 10x; + 9x,

Sujeto a:

7
Exl +X2 +X3 = 630

1 5
Exl +€x2 + Xg = 600

2
X1 +§X2 +x5 =708

1 1
1—0x1 +ZX2 + Xg = 135

X3,X4,%X5,%X6 = 0
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Tablero inicial:

Inicializacién
Xq X, X3 X4 Xg X Lado Razén
Derecho .
minima
z -10* -9 0 0 0 0 0
X3 7/10 1 1 0 0 0 630 900
X, 1/2 5/6 0 1 0 0 600 1,200
Xg 1 2/3 0 0 1 0 708 708*
Xg 1/10 1/4 0 0 0 1 135 1,350
Iteracion 1
X1 X2 X3 X4 Xs X6 LD
z 0 -2 1/3 0 0 10 0 7,080
X3 0 8/15 1 0 - 7/10 0 134 2/5
X4 0 1/2 0 1 -1/2 0 246
X2 1 2/3 0 0 1 0 708
Xe 0 11/60 0 0 - 1/10 1 64 1/5
Iteracion 2
X1 Xy X3 X4 Xs Xg LD
Z 0 0 4 3/8 0 615/16 0 7,668
X2 0 1 17/8 0 -1 5/16 0 252
Xq 0 0 -15/16 1 5/32 0 120
X1 1 0 -11/4 0 17/8 0 540
X6 0 0 -11/32 0 9/64 1 18

Tablero 6ptimo, debido a que z, — ¢, = 0, la solucién éptima esta dada por:

x, = 540,x, = 252, conz = 7,668
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4.2. El método simplex de la gran M (Método de penalizacion)

También llamad el método de las variables artificiales en donde a la funcién objetivo
se le penaliza con un valor muy grande (problemas de minimizacién) o muy pequeio
(para problemas de maximizacion)

Suponga que se desea resolver el siguiente problema de programacion lineal, en el
que b > 0.

El método de la doble fase se utiliza cuando se tienen problemas de programacion
lineal con la siguiente estructura:

Min (Max)Z = c"x
Sujeto a
Ax(=,=)b
x=0

Sino se conoce una base conveniente, entonces se introduce el vector artificial x,, con
lo cual se obtiene el siguiente sistema:

Ax+x4,=b, x,x;, =20

La soluciéon basica factible inicial estd dada por x, = by x = 0. Para reflejar la
inconveniencia de un vector artificial distinto de cero, la funcién objetivo se modifica
de modo que se pague un castigo o una pena muy alta (para un problema de
minimizacién) cuando se tenga una solucién de este tipo. Mas especificamente,
considere el siguiente problema.

MinZ = cx + Mx,
Sujeto a
Ax+x,=b,x,x, =0

En donde M es un nimero positivo muy grande. El termino Mx, se puede interpretar
como una penalizacién (o multa) que es necesario pagar por cualquier solucién con
Xq # 0. Por lo tanto, el mismo algoritmo simplex tratara de sacar de la base las
variables artificiales, y después continuara hasta encontrar la soluciéon dptima del
problema original.

La grafica siguiente muestra un andlisis del método de penalizacion. En este caso,
P(M) es el problema penalizado y P el problema original
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Resolver P(M) para una M
positiva muy grande

Caso A CasoB
El 6ptimo es finito El 6ptimo es no acotado
Subcaso Al Subcaso A2 Subcaso B1 Subcaso B2
, i X*a=0. La solucion
X*a=0. Se encontro la X*az0. P no tiene N X*az0.P es
ie L. . R 6ptimade P es no . i
solucién éptima de P soluciones factible acotada inconsistente

En los siguientes ejemplos numéricos se ilustrard el método de penalizacién (o
método de la gran M). Fuente: Bazaraa (2010)

Ejemplo numérico 1. (Bazaraa, 2010)
MinZ = x; — 2x,
Sujeto a
X1+ x, =2
—x1+x, 21
X, <3
X1,%, =0

La regiéon de factibilidad y los puntos extremos del problema se muestran en la
siguiente grafica.
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Note que la regién de factibilidad no contiene como punto extremo al origen. En este
caso, el problema se debera de utilizar el algoritmo simplex de penalizacién o de
variables artificiales. Los puntos extremos del problema son:

A=(0,2),B=(0,3),C=(2,3) y D=(1/2,3/2), respectivamente.
Evaluacién de cada punto extremo en la funcién objetivo y determinaciéon de la
solucién del problema.

5
MinZy=~4,  MinZy=—-6 MinZc=-4, MinZp=-5, Zp=-6

Utilizando el algoritmo simplex de penalizacién o gran M

Se introducen las variables de holgura no negativas x5, x4, xs. De igual forma, se
introducen las variables artificiales no negativas xg, x,. El problema se convierte en
el siguiente modelo de programacidn lineal en su forma estandar.

MinZ = x; — 2x5 + Mxg + Mx,
Sujeto a:
X1+ Xy —xX3+x5 =2
—X1+ X, — x4 +x;,=1
X, +x5=3
X1,X2,X3, X4, X5, Xg, X7 = 0

La funcidn objetivo es penalizada con un nimero M positivo muy grande. Lo anterior
conduce a la siguiente sucesion de tableros simplex. A continuacidn, se muestra en
tablero inicial y los subsecuentes.
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Inicializacidn:

X1 X2 X3 X4 Xs Xe X7 Lado Derecho
7 1 2 0 0 0 -M M 0
Xg 1 1 -1 0 0 1 0 2
X7 -1 1 0 -1 0 0 1 1
X5 0 1 0 0 1 0 0 3

Los renglones 1y 2 se multiplican por M y el resultado se suma al renglén 0.

X1 Xy X3 Xy X5 Xg X7 Lado Derecho

z -1 242M | -M -M 0 0 0 3M

Xe 1 1 -1 0 0 1 0 2

X7 -1 1* 0 -1 0 0 1 1

Xs 0 1 0 0 1 0 0 3

Iteraciéon 1
X1 X2 X3 X4 Xs X Xy Lado Derecho

z 1+2 M 0 -M 242 M 0 0 -2-2M -2+ M
Xg 2* 0 -1 1 0 1 -1 1

Xy -1 1 0 -1 0 0 1 1

X 1 0 0 1 1 0 -1 2

Iteracién 2
X1 Xy X3 Xyq X5 Xg X7 Lado Derecho
z 0 0 12 | 3/2 | o | -1/2-M | 3/2-M -5/2
X1 1 0 -1/2 | % 0 1/2 -1/2 1/2
X 0 1 |12 172 | o 1/2 1/2 3/2
Xs 0 0 1/2 1 1 -1/2 3/2 3/2
Iteracion 3
X1 X2 X3 Xy Xs Xe Xy Lado Derecho
z -3 0 2 0 0 -2-M -M -4

X4 2 0 -1 1 0 1 -1 1

X, 1 1 -1 0 0 1 0 2

Xs -1 0 1* 0 1 -1 0 1
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Iteraciéon 4

X1 X2 X3 X4 X5 X P Lado Derecho
z -1 0 0 0 -2 -M -M -6
X4 1 0 0 1 0 1
X2 0 1 0 0 0 0
xs | 0 1 0 1 0 1

Tablero 6ptimo, debido a que z;, — ¢, < 0, la solucién 6ptima estd dada por el punto
(x1,x,) *=(0,3) * con valor de Z *= —6.

La secuencia de puntos generada en (x;,x,) se ilustra en la figura siguiente. (0,0),
(0,1),(1/2,3/2),(0,2) y (0,3)

Ejemplo numérico 2. (Sierksma y Zwols, 2015)
Max Z = 3x; + 2x,
Sujeto a
x1+x, <9
3x; +x, <18
x, <7
X, <6
X1 +x, =5

X1, X, =20
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La regiéon de factibilidad y los puntos extremos del problema se muestran en la
siguiente grafica.

s

r

o FAE

1) ) 2 o 2 4 \ s 10 12 EA
2

Puntos extremos: A = (0,5),B = (0,6),C = (3,6),D = (9/2,9/2),E = (6,0)y F =
(5,0)

Evaluacion de cada punto extremo en la funcién objetivo y determinacién de la
solucion del problema.

Max Z, = 10, Max Zg = 12, Max Z; = 21, Max Zp = 22%, Max Z; = 18,
Max Zr = 15, entonces, la solucién 6ptima esta dada por el punto (x,, x,) *= (g, g) *

con valor de Z x= 22%

Resolviendo con el algoritmo simplex de la gran M o de penalizacién

La funcién objetivo es penalizada con un nimero M positivo muy pequefio. Se
introducen las variables de holgura no negativas x3, x4, Xz, x¢, X7 y la variable artificial
Xg también no negativa, obteniéndose el problema de programacién lineal en forma
estandar.

Max Z = 3x; + 2x, — Mxg
Sujeto a
X, +x,+x3=9
3x1 +x, +x, =18
Xy +x5 =7
Xy + x5 =06
X1+ X, —X;+xg =5

X1, X2, X3, X4, X5, Xg, X7,Xg = 0
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Convirtiendo el problema a uno de minimizacién para facilitar el proceso. Lo anterior
conduce a la siguiente sucesion de tableros simplex.

Tablero inicial:

Inicializacién
X1 X, X3 X4 X5 Xe Xy Xg Lado Derecho
z 3 2 0 0 0 0 0 -M 0
X3 1 1 1 0 0 0 0 0 9
Xy 3 1 0 1 0 0 0 0 18
Xs 1 0 0 0 1 0 0 0 7
X 0 1 0 0 0 1 0 0 6
Xg 1* 1 0 0 0 0 -1 1 5

Multiplicando el ultimo renglén por M veces y sumandolo al primero, tenemos:

X1 X2 X3 X4 X5 Xg X7 Xg Lado Derecho
z 3+ M= | 2+ M 0 0 0 0 -M 0 5M
X3 1 1 1 0 0 0 0 0 9
X4 3 1 0 1 0 0 0 0 18
Xg 1 0 0 0 1 0 0 0 7
X 0 1 0 0 0 1 0 0 6
Xg 1* 1 0 0 0 0 -1 1 5
Iteracion 1
X1 X X3 Xy Xs X Xy Xg Lado Derecho
z 0 -1 0 0 0 0 3* -3+ M) -15
X3 0 0 1 0 0 0 1 -1 4
Xy 0 -2 0 1 0 0 3* -3 3
X 0 -1 0 0 1 0 1 -1 2
Xg 0 1 0 0 0 1 0 6
X, 1 1 0 0 0 0 -1 1 5

Entonces xg = 0, podemos dirigirnos a la solucién del problema. Podemos borrar la
columna correspondiente a xg.
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Iteracion 2

X, X, X3 Xy Xs X X7 Lado Derecho
z 0 1* 0 -1 0 0 0 -18
X3 0 2/3* 1 -1/3 0 0 0 3
Xy 0 -2/3 0 1/3 0 0 1 1
Xs 0 -1/3 0 -1/3 1 0 0 1
Xg 0 1 0 0 0 1 0 6
X1 1 1/3 0 1/3 0 0 0 6
Iteracion 3
X, X, X3 Xy Xs X X7 Lado Derecho
z 0 0 -3/2 -1/2 0 0 0 _22%
Xy 0 1 3/2 -1/2 0 0 0 9/2
Xy 0 0 1 0 0 0 1 4
Xg 0 0 1/2 -1/2 1 0 0 5/2
Xg 0 0 -3/2 b2 0 1 0 3/2
X4 1 0 -1/2 1/2 0 0 0 9/2

Tablero 6ptimo, debido a que z;, — ¢, < 0, entonces, la solucion éptima esta dada por
el punto (xy,x,) *= (g,g) * con valor de Zx*= 22% (para el problema de

maximizacion)
La secuencia de puntos F-E-D generada por el algoritmo simplex en (x4, x,) se ilustra
en la figura siguiente.
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4.3. Problemas propuestos para el algoritmo simplex

En los Problemas siguientes, se muestran programas lineales que pueden dar como
resultado una o mas de las siguientes situaciones: soluciéon 6ptima, solucion inviable,
solucion dptima no acotada o soluciones dptimas alternativas

Para cada programa lineal, determine la situacién de la solucién utilizando el método
simplex. Para los problemas con soluciones 6ptimas alternativas, calcule al menos dos
soluciones éptimas.

125



Problema No. 1

Sujeto a:

Max = 4x, + 8x,

X1+xZS5

—x1 +x228

xX1,%; =0

126



Problema No. 2
Min Z = 3x; + 3x,
Sujeto a:
2xq + %xz > 10

le >4
4x, + 4x, > 32

X1,X, =0

127



Problema No. 3
Max Z = 40x; + 30x,

Sujeto a:

2 1
gxl +§x2 <20

_XZSS

3 3
gxl +EX2 <21
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Problema No. 4 (Bazaraa, 2010)

Sujeto a:

MinZ = —x; — 3x,

x1+x2S6

—x1+2x, <8

X1,%, =0
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Problema No. 5 (Bazaraa, 2010)

Demuestre, utilizando el algoritmo simplex que el siguiente problema no tiene
solucion. Posteriormente, utilice Geogebra para verificar que no existe region de
factibilidad, y que el problema es inconsistente.

Min Z = —2x; + 3x,
Sujeto a:
—X1 +2x, <2
2x1 —%x, <3
X, =>4

X1,X, =0
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Problema No. 6 (Bazaraa, 2010)

Se proporciona el tablero inicial de un problema de programacion lineal.

b)

d)
e)

Xq X, X3 X4 Xs X Lado
Derecho
z -1 -1 4 0 0 0 0
X4 1 1 2 1 0 0 9
Xs 1 1 -1 0 1 0 2
X -1 1 1 0 0 1 4

Obtenga el modelo de programacién lineal con los datos proporcionados en el
tablero anterior.

Obtenga el modelo de programacion lineal en su forma estandar

Resuelva el problema utilizando el algoritmo simplex

Utilice Microsoft Excel para realizar las iteraciones correspondientes
Muestre la secuencia de soluciones para cada iteraciéon

Utilice Lindo y Lingo para obtener los tableros inicial y final que permitan
verificar sus resultados
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Problema No. 7 (Bazaraa, 2010)

Considere el siguiente problema
Max Z = x; + 3x,
Sujeto a:
X1 —2x, <0
—2x1+x, <4
5x; +3x, <15
X1,%, =0

a) Resuelva el problema graficamente
b) Resuelva el problema utilizando el algoritmo simplex
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Problema No. 8 (Bazaraa, 2010)

Considere el siguiente problema
Max Z = 2x; + 3x,
Sujeto a:
X1 +2x, <10
—Xx1 +2x, <6
X1 +x, <6
X1,%, =0

a) Resuelva el problema graficamente. Verifique con el programa Geogebra que
el problema tiene un vértice degenerado.

b) Resuelva el problema original utilizando el algoritmo simplex.

c) Resuelva el problema utilizando el método simplex quitando la restriccion
redundante que provoca la degeneracion.
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Problema No. 9

Utilice el algoritmo simplex para resolver el problema del caso practico No. 1:
American Sporting Equipment I (Lapin ,1996)
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Problema No. 10

Resuelva el siguiente problema utilizando el algoritmo simplex. Utilice Excel para
realizar todas las iteraciones.

3x1+x, +x3 <12, —x1 +x, <4,x, +2x3 <8,x; <3,x, <5,x3 < 4,}

{MaxZ=2x1+x2+3x3 e o x> 0
1) A2, A3 =

135



5. Aplicaciones diversas de programacion lineal

Problema No. 1

Problema de la dieta (Cornuejolsy Trick, 1998)

;Cudl es la dieta perfecta? Una dieta ideal cumpliria o excederia los requisitos
nutricionales basicos, seria barato, tenia variedad y seria agradable al paladar. ;C6mo
podemos encontrar una dieta asi? Supongamos que los tnicos alimentos en el mundo
son los siguientes:

Alimento Tamario dela | Energia (kcal) Proteinas (g) Calcio (mg) Precio Limite
porcion (centavos de (racién/dia)
délar/racién)

Harina de | 28¢g 110 4 2 3 4
avena

Pollo 100 g 205 32 12 24 3
Huevos 2 grandes 160 13 54 13 2
Leche 237 cc 160 8 285 9 8
Tarta de cereza | 170 g 420 4 22 20 2
Cerdoy frijoles | 260 g 260 14 80 19 2

Después de consultar con los nutridlogos, consideramos que una dieta satisfactoria
debe tener por lo menos 2,000 kcal de energia, 55 g de proteina, y 800 mg de calcio
(las vitaminas y el hierro son suministrados por las pildoras). Mientras que algunos
de nosotros estariamos contentos de subsistir con 10 porciones de carne de cerdo y
frijoles, hemos decidido imponer la variedad por tener un limite en el ndmero de
porciones / dia para cada uno de nuestros seis alimentos. ;Cudl es la dieta menos

costosa y satisfactoria?

Solucién:

Construccion del modelo de programacion lineal.

Sea x; = nimero de porciones de alimento tipo i en la dieta, i = 1,2,3,4,5,y 6

Nuestro objetivo es minimizar el costo, que puede escribirse de la forma siguiente:
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Min Z = 3x; + 24x, + 13x3 + 9x4 + 20x5 + 19x4

Tenemos limitaciones de energia, proteinas, calcio, y para cada porcion / limite por
dia.

Esto da la formulacién completa de un modelo de programacion lineal:
Min Z = 3xq + 24x, + 13x3 + 9x4 + 20x5 + 19x4

Sujeto a:

(Energia) 110x; 4+ 205x, + 160x5; + 160x, + 420x5 + 260x, = 2000

(Proteinas) 4x; + 32x, + 13x3 + 8x, + 4x5 + 14x, = 55

(Calcio) 2x4 + 12x, + 54x3 + 285x, + 22x5 + 80x4 = 800

(Limite harina) x; < 4

(Limite pollo) ) x, <3

(Limite huevo) ) x5 < 2

(Limite leche) ) x, < 8

(Limite tarta de cereza) ) x5 < 2

(Limite cerdo y frijoles) ) x, < 2

Condiciones de no negatividad de las variables: x4, x5, X3, x4, X5, x5 =0

Discusion:

La creacion de dietas 6ptimas fue uno de los primeros usos de la programacién lineal.
Algunas de las dificultades con la programacion lineal incluyen las diferencias en la
formulacién de requisitos de palatabilidad (gusto a los alimentos) y cuestiones de
divisibilidad (nadie quiere comer la mitad de un grano verde) Estos modelos de
programacion lineal dan una idea sobre cuantos de estos requisitos de palatabilidad
estan costando en la dieta 6ptima.
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Problema No. 2
Planeacion de personal (Cornuejols y Trick, 1998)

Considere un restaurante que esta abierto los siete dias de la semana. Sobre la base
de la experiencia anterior, el nimero de trabajadores necesarios en un dia
determinado se da de la siguiente manera:

Dia Lunes | Martes | Miércoles | Jueves | Viernes | Sabado | Domingo

Numero de trabajadores 14 13 15 16 19 18 11

Cada trabajador trabaja cinco dias consecutivos y luego tarda dos dias en repetir este
patréon indefinidamente. ;Cémo podemos minimizar el nimero de trabajadores que
requiere el personal de staff del restaurante?

Solucion:
Modelo de programacion lineal

Un primer intento natural (jy mal!) en este problema es dejar que x; sea el nimero de
personas que trabajan en el dia i. Tenga en cuenta que tal definiciéon variable no
coincide con lo que necesitamos encontrar. No hace ningin bien saber que 15
personas trabajan el lunes, 13 personas el martes, y asi sucesivamente porque no nos
dice cuantos trabajadores son necesarios. Algunos trabajadores trabajaran el lunes y
el martes, algunos sélo un dia, algunos ninguno de esos dias. En su lugar, que los dias
sean los nimeros 1 a 7 y que x; sea el nimero de trabajadores que comienzan su turno
de cinco dias el dia i . Nuestro objetivo es claramente:

7
Min Z = Z X;
i=1

Considere la restriccion para el nivel de 14 del dia x; lunes. ;Quién trabaja los lunes?
Claramente aquellos que empiezan su turno el lunes (x; ). Los que empiezan el martes
(x,) no trabajan el lunes, ni tampoco los que empiezan el miércoles (x3). Los que
empiezan el jueves (x,) trabajan el lunes, al igual que los que empiezan el viernes,
sabado y domingo. Esto da la restriccion:

X1+ X4 + X5+ x6 +x7, =14
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Argumentos similares dan una formulacién total:

7

Min Z = in

i=1

Sujeto a:

(lunes) X1+ X4+ X5+ X6 +x7, = 14
(martes) X1+ x5+ x5+ x5 +x7, =13
(miércoles) X1+ Xy +x3+x +x;, =15
(jUEVES) X1 + Xy + X3 + Xy + X7 =16
(viernes) X1 +x, +x3+x4 +x5=>19
(sabado) Xy +x3+ x4 + x5+ xg =18
(domingo) X3+ x4 +x5+x5+x;, 211

Condiciones de no negatividad de las variables: x, x,, X3, X4, X5, X6, X7 =0
Discusion.

El modelado de mano de obra es un area bien desarrollada. Tenga en cuenta que
nuestro modelo sélo tiene un tipo de cambio, pero el modelo se extiende facilmente a
otros tipos de turnos, con costos de desplazamiento diferentes.
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Problema No. 3

Cartera de inversiones (Cornuejols y Trick, 1998)
Definicién del problema.

En sus cursos de formacién, aprendera una serie de técnicas para crear carteras
Optimas. La optimizaciéon de una cartera depende en gran medida del modelo
utilizado para determinar el riesgo y otros aspectos de los instrumentos financieros.
He aqui un modelo particularmente sencillo que es susceptible a las técnicas de
programacion lineal. Considere a un equipo de inversores con $ 100.000.000 de
dolares para financiar varias inversiones. Hay cinco categorias de préstamos, cada
uno con un retorno asociado y el riesgo (1-10, 1 mejor):

Préstamo/inversion Tasa de retorno | Riesgo
(%)

Primera inversion 9 3

Segunda inversion 12 6

Préstamos personales 15 8

Préstamos comerciales 8 2

Valores gubernamentales 6 1

Cualquier dinero no invertido entra en una cuenta de ahorros sin riesgo y un 3% de
tasa de retorno. El objetivo para el equipo de la hipoteca es asignar el dinero a las
categorias para:

(a) Maximizar el rendimiento promedio por ddlar

(b) Tener un riesgo real de no mas de 5 (todos los promedios y fracciones tomadas
sobre el dinero invertido (No sobre la cuenta de ahorro)).

(C) Invertir al menos el 20% en préstamos comerciales.

(D) El monto en las segunda inversion y préstamos personales combinados no debe
ser mayor que el monto en la primera inversion.

Solucién:
Modelo de programacién lineal:

Sea x; = la cantidad invertida en el tipo de inversion i, i = 1,2,3,4,5
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Sea x; = la cantidad en la cuenta de ahorros

El objetivo es maximizar la tasa de retorno o rendimiento (beneficio)
Max Z = 9x; + 12x, + 15x3 + 8x4 + 6x5 + 3x,

Sujeto a:

(Disponibilidad de recursos) x; + x, + x3 + x4 + x5 + x, = 100,000,000

Ahora, veamos el riesgo promedio. Puesto que queremos tomar el promedio sobre
solo la cantidad invertida, una traduccién directa de esta restriccion es:

3x1+6x2+8x3+2x4+x5<5
X1+ Xy + X3+ X4 +X5

Simplificando la expresion anterior, se tiene:

_2x1 +x2 + SX3 - 3x4 - 4x5 S 0
Similarmente necesitamos:

X4 = 0.2(x1 + x5 + X3+ x4 + Xx5)
Simplificando, se tiene:
La restriccion final es:

Xy + X3 — X1 <0

Condiciones de no negatividad de las variables: x4, x5, X3, X4, x5, X, = 0
Discusion
Los portafolios 6ptimos no sélo suceden: deben ser calculados, y hay una interaccion
constante entre los modelos y la solubilidad. Los modelos de programacion lineal
proporcionan un gran poder de modelado con un gran limite: el manejo del riesgo
debe realizarse de forma lineal (como nuestros factores de riesgo aqui). Otros
modelos que vera en finanzas es donde conocera la covariancia de los rendimientos
entre las inversiones, un efecto fundamentalmente no lineal. Esto puede dar lugar a
modelos no lineales como los que tratan de minimizar la varianza en funcién de los

requisitos de retorno. Es muy dificil incorporar restricciones con caracteristicas tan
especificas (como (c) y (d) aqui) en tales modelos.
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Problema No. 4

Un problema de transporte (Bazaraa, 2010)

Un fabricante de muebles tiene tres plantas que requieren semanalmente 500, 700 y
600 toneladas de madera. El fabricante puede comprar la madera. El fabricante puede
comprar la madera a 3 compafifas madereras. Las dos primeras compafiias
madereras tienen virtualmente una oferta ilimitada, mientras que, por otros
compromisos, la tercera compania no puede surtir mas de 500 toneladas por semana.
La primera compafiia maderera utiliza el ferrocarril como medio de transporte y no
hay limite al peso que puede enviar a las fabricas de muebles. Por otra parte, las otras
dos compaiias madereras usan camiones, lo cual limita a 200 toneladas el peso
maximo que puede enviar a cualquiera de las fabricas de muebles. En la tabla
siguiente se proporciona el costo de transporte de las compafias madereras a las
fabricas de muebles ($ por tonelada).

FABRICA DE MUEBLES
COMPANIA MADERERA 1 2 3
1 2 3 5
2 2.5 4 4.8
3 3 3.6 3.2

Formule este problema como un problema lineal (En el siguiente capitulo se pide al
estudiante que resuelva este problema)

Solucién:
Modelo de programacién lineal:
Sea x;;= toneladas de madera enviadas de la compaiiia i a la fabrica de muebles j.
El objetivo es minimizar el costo de transporte

Min Z = 2xy1 + 3x15 + 5x13 + 2.5x51 + 4x,, + 4.8x53 + 3x37 + 3.6x3, + 3.2x33
Sujeto a:

Demanda de madera:
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3 3 3
i=1 i=1 i=1

Oferta compafiia maderera:

3
ngj <500, x;<200, =23 =123

j=1

Condiciones de no negatividad: V x;; = 0
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Problema No. 5

Problemas de programacion lineal en ingenieria (costos en ingenieria). (Pacheco, 2011)

Un contratista posee cinco maquinas capaces de hacer trabajos de excavacion. Estas
maquinas no tienen los mismos rendimientos y, por contratos previos, su
disponibilidad es limitada. El contratista desea determinar que combinacién de
maquinas le permitird excavar 5000 m3 de material en una semana al menor costo.
En la tabla siguiente se incluyen los costos, capacidades y velocidades de operacion
de los distintos equipos.

Equipo Capacidad Costo Disponibilidad Tiempo de ciclo
Cargador frontal 1.5 175 6.0 4.50
Excavadora hidraulica 2 400 6.0 1.00
Retroexcavadora A 1.2 275 6.0 1.00
Retroexcavadora B 0.8 220 8.0 1.00
Grua con almeja 1.2 470 5.5 2.25

Obtenga el modelo de programacion lineal que minimicé el costo del proyecto de tal
forma que se obtenga la combinacion de maquinaria dptima.

Solucion:

Modelo de programacion lineal:

Sea x; = el tiempo de operacion de la maquina i,i = 1,..,5
El objetivo es minimizar el costo total

Min Z = 175x; + 400x, + 275x3 + 220x4 + 470x5
Sujeto a:

Para ajustar las restricciones de disponibilidad a una unidad de tiempo comun,
multiplicamos la disponibilidad diaria de cada equipo por los 5 dia laborables con los

que se cuenta, es decir:

x; < 5(6.0), x, < 5(6.0), x3 < 5(6.0), x, < 5(8.0), x5 < 5(5.5)
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Para definir la restriccion de material total excavado, debemos encontrar el volumen
por hora que remueve cada maquina, en este caso, tenemos que utilizar la siguiente
relacion, para cada una de las maquinas:

Volumen/ _ Capacidad x 60 mmutos/

hora — Tiempo de ciclo
Maquina 1 1'5m3/ciclo » 60 min /hora /45 min/ciclo 20m3/hora
Maquina 2 2.0m3 /CLC o « 60 min /hora / 1.0 min/ciclo 120m3/hora
Maquina 3 1.2m3 /ac o « 60 min /hora/ 1.0 min/ciclo 72m3 /hora
Méquina 4 0.8m?3 /czc o » 60 min hora! 1.0 min/ciclo 48m?3/hora
Maquina 5 1.2m?3 /Clc o « 60 min /hora / 2.25 mm/ac o 32m3/hora

La ultima restriccion obtenida es:

20x; + 120x, + 72x5 + 48x, + 32xs = 5000

El modelo de programacidn lineal completo es:
Min Z = 175x; + 400x, + 275x5 + 220x, + 470x5
Sujeto a:
X1 <30
Xy <30
X3 <30

x4 <40
X5 <275

20x; + 120x, + 72x; + 48x, + 32x5 = 5000

X1,X2,X3,X4, X5 =0
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Problema No. 6

Problema de ingenieria 2 (asignacién e inspeccion). (Pacheco, 2011)

Tras el embate de un huracan se requiere evaluar los dafios en una ciudad costera.
Para ello se creado una comisién de emergencia que inspeccionara dafios en las
instalaciones eléctricas, de gas, agua potable y drenaje en edificios publicos, fabricas
y viviendas. Se requiere que los inspectores atiendan al menos 6 edificios publicos y
4 fabricas, que del total de inspecciones que realicen al menos 60% sean a vivienda.
Se estima que los tiempos de inspeccion por edificio en horas se consumiran de la
siguiente manera:

Instalaciones Instalaciones Instalaciones
Viviendas 2 1 3
Edificios 4 1 2
Fabricas 6 3 1

Se han presupuestado 120 horas de inspeccién a instalaciones eléctricas, 80 a
instalaciones de gas y 100 a instalaciones hidraulicas.

Formule un programa de programacion lineal que permita optimizar el uso de los
recursos disponibles y que satisfaga las restricciones indicadas.

Solucion:

Modelo de programacién lineal:

x; = el namero de viviendas inspeccionadas

X, = el nimero de edificios publicos inspeccionados

x3 = el nimero de fabricas inspeccionadas

El objetivo es encontrar el maximo beneficio o nimero maximo de instalaciones
inspeccionadas.

Max Z = x; + x5 + x5
Sujeto a:

Minimo requerido de edificios publicos inspeccionados: x, > 6
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Minimo requerido de fabricas inspeccionadas: x; > 4

. P . . -7z . . X
Porciento de viviendas inspeccionadas en relacion al total de inspecciones: L

0.6
Simplificando, se tiene:
0.4x; — 0.6x, — 0.6x3 =0

Tiempos de inspeccion de las infraestructuras e instalacién correspondiente:

Instalaciones eléctricas: 2x; + 4x, + 6x3 < 120

Instalaciones de gas: x; + x, + 3x3 < 80

Instalaciones hidraulicas: 3x; + 2x, + 1x3; < 100

Condiciones de no negatividad de las variables: x;,x,,x3 =0

El modelo de programacion lineal completo es:

Max Z = x1 + x5 + x3
Sujeto a:

0.4x; — 0.6x, — 0.6x3 =0
2xq1 +4x, + 6x3 < 120
X1 +x, +3x3 <80
3x1 +2x, + 1x3 < 100

X1,X9,X3 =0
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Problema No. 7

Un problema de planificacién de la produccién e inventarios (Eiselt y Sandblom)

Una empresa quiere planificar su producciéon para uno de sus productos para los
préximos cuatro meses. El cuadro siguiente muestra la demanda pronosticada, las
capacidades de produccion y los costos unitarios de producciéon para los meses
correspondientes, asi como los costos de mantenimiento de inventario que se
incurren en el transporte de una unidad de un mes a otro.

Periodo
Mes 1 Mes 2 Mes 3 Mes 4
Demanda 50 120 150 160
Capacidad de produccién 100 100 160 150
Costos unitarios de produccién $1 $1.1 $1.2 $1.2
Costos de inventario (por
intervalo de tiempo entre meses) $0.3 $0.2 $0.2

En la actualidad, no hay unidades en stock y después de los cuatro meses, no se desea
tener ningun stock posterior. El problema puede ser escrito como un modelo de
programacion lineal.
Solucion:
Modelo de programacién lineal:
Sean:

x; = el ndmero de unidades producida enel mes i,i = 1,2,3,4

I; = costo de inventario en el perido j,j =1,2,3,4,5

El objetivo es encontrar el costo minimo de produccidn total (incluyendo el costo de
mantener el inventario).

Man S x1 + 1.1x2 + 1.2x3 + 1.2x4 + 0.3[2 + 0.213 + 0.214_
Sujeto a:
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Capacidad de produccién por mes:
x1 <100
x; <100
x3 < 160
x4 <150
Inventario en el periodo j :
L =0
I, =0+x; —50
I3 =1, +x, — 120
Iy = I3 +x3 — 150
Is=0=1I,+x,—160
Is=0
Condiciones de no negatividad:

X1,X5, X3, X4, 11 I, 13,14, Is = 0

El modelo de programacidn lineal completo puede ser expresado como:

MinZ = x; + 1.1x, + 1.2x5 + 1.2x, + 0.31, + 0.21; + 0.21,

Sujeto a:
x, <100
X, <100
x3 < 160
x, < 150
L =0
x; — I, =50
X, + 1, — 13 =120
x3+ 13 —1, =150
x4+ 1, — I =160
Is=0

X1,X2,X3, X4, 11 15,13, 14,15 = 0
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6. Conclusiones del capitulo

La programacién lineal, como uno de los temas de este libro, es un subconjunto de la
programacion matematica que, a su vez, es una parte de la investigacion de
operaciones (u operacional). La investigacién de operaciones, también conocida
como la ciencia de la gestion, es una disciplina que se ocupa de la optimizacién y el
control de los sistemas. El término "programaciéon” se utiliza aqui como sinénimo de
optimizacién. Curiosamente, los problemas de optimizacién no son otra cosa que las
versiones formalizadas del principio econémico fundamental: o maximizan o
minimizar un objetivo sujeto a un conjunto de restricciones del sistema. Dependiendo
del problema en particular alguno de los dos casos o versiones del problema
versiones se aplica depende del escenario especifico y de la problematica en
particular que presente el sistema. De igual forma, el criterio de maximizar o
minimizar una funcién depende, en mucho del punto de vista del tomador de
decisiones.

La historia de la programacion lineal se remonta a los afios treinta y cuarenta.
La parte anterior de la historia es descrita por McCloskey (1987), mientras que una
reciente explicacion autorizada es proporcionada por Gass y Assad (2005). Aqui,
ofrecemos so6lo algunos de los aspectos mas destacados que han impactado
directamente en el campo de la programacion lineal.

En la ciencia de la gestién, como en la mayoria de las ciencias, hay una
interaccién natural entre la teoria y la practica. La teoria proporciona herramientas
para el trabajo aplicado y sugiere enfoques viables para la resolucién de problemas,
mientras que la practica afiade un enfoque a la teoria al sugerir areas para el
desarrollo tedrico en su busqueda continua de la resolucién de problemas y sus
limitaciones o capacidades.

Es imposible entonces, comprender completamente la teoria o la practica
aisladamente, mas bien, se necesitan entre si para analizar la interaccién mutua entre
los componentes del sistema.

Habiendo establecido la programacién lineal como base para la teoria de la
programacion lineal, ahora se esta en condiciones de apreciar ciertos aspectos de la
implementacion de modelos de programacion matematica. En los préximos capitulos,
abordaremos varios temas de aplicaciones de la programacion lineal en la teoria de

150



redes, como el problema de transporte, asignacién y transbordo, el método de la ruta
mas corta, redes Pert-Cpm, seguido por un conjunto de aplicaciones especificas
usando software especializado como Excel, Matlab, Maple, entre otros. Finalmente, se
abordara en el tercer capitulo de este libro modelos de programacién matematica
mas complicados, mediante al andlisis de diversos problemas que caen en area de la
programacion no lineal. Posteriormente analizaremos problemas de inventarios y
lineas de espera.
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1. Conceptos basicos

De acuerdo a Obrego6n (2005), la teoria de redes es un area de conocimiento dentro
del campo de la investigacién de operaciones. Los problemas que estudia dicha teoria,
son principalmente de naturaleza combinatoria, es decir, relaciona rutas, cortes,
arboles y otros ejemplos. Para obtener las soluciones de estos problemas, se requiere
disefiar algoritmos. Algunos son mas eficientes que otros, y su seleccién depende de
la caracteristica del problema.

Los modelos de redes han ocupado un lugar muy importante en el progreso de
la Investigacion de Operaciones y de las Ciencias Administrativas. Estos modelos
junto con la teoria de la programacion lineal han mantenido una estrecha relacién en
su desarrollo. Lo que a su vez ha propiciado avances en el campo de la Programacion
Entera.

Otro aspecto es el adelanto de c6digos mas rapidos para los problemas de flujo
en redes, lo cual favorece la relacion entre la investigacion de operaciones y las
ciencias de la computacion. Por otro lado, la investigaciéon en modelos de redes a la
par con la ciencia de la computacién, ha propiciado la construcciéon de estructuras
para el manejo de datos, haciendo mas eficientes los algoritmos de redes.

La estructura de los problemas de redes se puede representar graficamente.
Esto ha permitido visualizar problemas en dareas como: telecomunicaciones,
transporte, asignacién, transbordo, distribucién, planeacién de proyectos,
localizacion de instalaciones, flujo, entre otros.

Muchos modelos de optimizacién importantes tienen una representaciéon
grafica natural en red. En este capitulo, discutimos algunos ejemplos especificos de
modelos de red. Hay varias razones para distinguir modelos de red de otros modelos
de programacion lineal:

La estructura de red de estos modelos nos permite representarlos
graficamente de una manera intuitiva para los usuarios. Podemos utilizar esta
representacion grafica como ayuda

En el desarrollo del modelo de hoja de calculo. De hecho, para un libro de texto
especial para los estudiantes de licenciatura, el mejor argumento para sefialar los
problemas de red para una consideracion especial es el hecho de que pueden ser
representados graficamente. Muchas empresas tienen problemas reales, a menudo
extremadamente grandes, que pueden representarse como modelos de red. De hecho,
muchas de las mejores historias de éxito de la ciencia de la administracién han
involucrado modelos de redes grandes. Por ejemplo, y de acuerdo a Winston (2010),
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la empresa Delta Airlines desarroll6 un modelo de red para programar toda su flota
de aviones de pasajeros.

Algunas otras aplicaciones reales de modelos basados en red se enumeran en
todo el capitulo, pero la lista no es en modo alguno exhaustiva. Una exploracién rapida
de los articulos en el diario de Interfaces indica que probablemente hay mas
aplicaciones basadas en la red reportadas que cualquier otro tipo.

Se han desarrollado técnicas especializadas de solucion especificamente para
modelos. Aunque no discutamos los detalles de estas técnicas de solucién y no se
implementan en Microsoft Excel Solver; son importantes en las aplicaciones del
mundo real porque permiten a las empresas resolver problemas enormes que no
pueden ser resueltos por los algoritmos de la programacion lineal vistos en el primer
capitulo de este libro de texto.

De acuerdo a Hiller y Lieberman (2011), los problemas de redes pueden
clasificarse esencialmente en ocho areas: problemas de transporte, problemas de
asignacidn, ruta mas corta, flujo maximo, arbol de expansiéon minima, flujo a costo
minimo y planeacion y control de proyectos.

El siguiente esquema muestra los diferentes tipos de problemas de redes que
se abordan en la materia de investigacion de operaciones en los programas de estudio
de las carreras de ingenieria en sistemas computacionales, ingenieria industrial,
gestion empresarial y la licenciatura en administracién del Tecnol6gico Nacional de
México.

155



Tipos de problemas
de redes

4 N\
Problema de
transporte
\ J
4 N\

Problema de la ruta
mas corta

Problema de
planeacién y control
de proyectos

\ J/

s N

Problema de flujo
maximo

\ J/

' N
Problema de arbol
de expansidn
minima

\ J/

s N

Problema de flujo a
costo minimo

Problema de
transbordo

Problema de
asignacion

Redes Pert- Cpm

156




2. El problema de transporte

Una caracteristica central de las cadenas de suministro fisicas es el movimiento del
producto de uno o mas ubicaciones de origen a un conjunto de destinos donde se
produce la demanda. El costo de Unidades de producto, junto con el costo de
fabricacion del producto, representa la mayor parte del costo de obtener los
productos al mercado. No es de extrafar, entonces, que una gran cantidad se presta
atencion al control de los costes que se producen en las cadenas de suministro. En
este caso, se analizara una de las aplicaciones mas frecuentes en los problemas de
redes: el problema de transporte.

2.1. Definicion del problema de transporte. Bazaraa (2010)

Se consideran m puntos de origen, en donde el origen i tiene una oferta de a; unidades
de un articulo (producto) especifico. Ademas, existen n puntos de destino, en donde
el destino j requiere b; unidades del producto. Se supone que a;, b; > 0. Con cada
enlace o arco (i,) del origen i al destino j estd asociado un costo unitario c;; por
transporte. El problema es determinar un «patrén de embarque» factible de los
origenes a los destinos que minimice el costo total de transporte.

De acuerdo a Sierksma y Zwols (2015), la formulacién general del problema de
transporte se define como:

Seam (= 1) el numero de origenes yn (n = 1) el nimero de destinos a satisfacer. El

costo de transporte del origen i al destino j es c;;, la oferta del origen i es a;, y la

j
demanda de los destinos j es b; (i =1,..,myj =1,..,n). El modelo puede ahora
formularse como sigue:

m n
Min Zz cijxl-j

i=1j=1

Sujeto a:

Xijj<ap parat=1,..,m

NIE

—
Il
-
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m
le-j >bj paraj=1,..n

i=1

xij =2 0,yentera parai=1,.myj=1,..,n
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2.2. El problema de transporte balanceado

Considere nuevamente el problema de transporte citado anteriormente. Si deseamos
asegurarnos de que la demanda de todos los clientes este satisfecha, entonces la
oferta total de varias plantas u origenes debe ser al menos tan grande como la
demanda total. Suponga ahora que la oferta y la demanda son totalmente iguales, por
ejemplo,

n
i=1 j=1

b

La ecuacién anterior es llamada ecuacién de balance oferta -demanda.

Si esta ecuacion se mantiene, entonces debe quedar claro que ningun cliente puede
recibir mas que la demanda correspondiente, y cada depdsito tiene que agotar su
suministro. Esto significa que, bajo estas circunstancias, las desigualdades en las
limitaciones tecnoldgicas del modelo pueden, sin pérdida de generalidad, ser
reemplazadas por restricciones de igualdad. El modelo resultante se llama el
problema de transporte equilibrado

m n
Min Zz cijxl-j

i=1j=1

Sujeto a:

n
inj =q; parai=1,..,m
J=1

m
inj =b; paraj=1,..n

i=1

Xij 2 0,yentera parai=1,.myj=1,..,n
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Ejemplo de un problema de transporte. Sierksma y Zwols (2015)

Una compaiiia de alquiler de camiones tiene tres depdésitos, etiquetados 1, 2, 3, en los
cuales un total de 8, 5 y 6 vehiculos, respectivamente, estan estacionados. Ademas,
hay cinco clientes, etiquetados 1, ...,5, demandando 2, 3,52 y 7 vehiculos,
respectivamente. El costo de transporte (por vehiculo) de los depoésitos a los clientes
se muestra en la tabla siguiente. El problema es transportar los vehiculos de los
depdsitos a los clientes, asegurandose de que la demanda de los clientes esta
satisfecha y de tal manera que Los costos totales de transporte se minimizan. Un
diagrama ilustra la situacion mediante el grafico de red de transporte.

Clientes
1 2 3 4 5
Deposito 1 4 3 8 7 9
Depdsito 2 6 5 6 4 5
Depdsito 3 7 4 7 5 4

Costos de transporte (x $100)
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Depdsitos Clientes

Diagrama del problema de transporte

Parai =1,23yj=1234,5, sea Cij el costo de transporte del deposito i al cliente j,
y sea x;; el nimero de vehiculos que seran transportados del deposito i al cliente j; el
costo de transportar x;; vehiculos de i a j es por lo tanto ¢;;x;;. Ademas, sea a; el
numero de vehiculos en el depésito i (la oferta). Entonces, a; = 8,a, = 5,a; = 6.

Sea b; el nimero de vehiculos ordenados por el cliente j (la demanda). Entonces, b; =
2,b, =3,b; =5,by = 2,bs = 7. Este problema puede formularse como un modelo de

programacion lineal siguiente:

Min Z = 4xy1 + 3x15 + 8x1y3 + 7x14 + 9x15 + 6X31 + Sxp, + 6x53 + 44Xy,
+ 5xy5 + 7x31 + 4x35 + 7x33 + 5x34 + 4x35
Sujeto a:

X117 + X2 + X193 + X4 + X5 < 8
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Xp1 + Xop + Xo3 + X4 + X35 <5
X317 + X35 + X33 + X34 + X35 <6
X11 + X1 +x31 =2
X1p + Xpp + X3, =3
X13 + Xp3 + X33 =5
X1g + X4 + X34 = 2
X15 + X5 + X35 = 7
X11, -, X35 = 0,y entera
Las tres primeras restricciones expresan el hecho de que cada depoésito sélo puede
entregar tantos vehiculos como tiene disponible y las otras cinco restricciones
expresan el hecho de que los clientes deben recibir al menos el nimero de vehiculos
que demandan.
Utilizando un programa especifico de computadora, por ejemplo, usando GNU

MathProg Modeling Language (o GMPL), podemos verificar que el costo minimo de
transporte es de $9,000; los valores 6ptimos no nulos de las x;;’s se unen a los arcos

de la figura siguiente. Este problema se resuelve de forma mas eficiente utilizando el
algoritmo simplex de transporte.
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Codigo de GNU MathProg Modeling Language (o GMPL) para resolver el problema de

transporte anterior:
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/* Variables de decision */
var x11>=0;
var x12>=0;
var x13>=o0;

BN

u

................... )

6. Var x35>=0;
7. /* Funcion objetivo */

8. minimice Z: *x11+3*x12+8*x13+7*x14+...+4*x35;
9. /*restricciones */
10. /*Oferta deposito 1 */

11. subject to A11: x11+x12+x13+x14+x15<=8;
12. /*Oferta depdsito 2 */

13.subject to A12: x21+x22+x23+x34+x25<=5;
1 ;

15. /* Demanda cliente 1 */
16.subject to B11: x11+x21+x31>=2;
3 ;
18. /* Demanda cliente 5 /*
19. Subject to B15: x15+x25+x35>=7;

20.end;

Lalineal,7,9, 10, 12, 15 y 18 son comentarios. Los comentarios son ignorados por
el programa y sirven tinicamente para clarificar el problema. Las lineas 5,14y 17, son
para generalizar en donde se han omitido variables y restricciones que deberan ser
agregadas al programa para obtener el programa de programacion linea completo. La
linea 20 indica el fin de la captura de los parametros del problema.



3. El problema de asignacion

El problema de asignacién puede formularse como sigue. Sea n > 1. Hay n trabajos a
realizar por n personas. Cada persona tiene que hacer precisamente uno de los n
trabajos, y cada trabajo tiene que ser hecho por una sola personas. Si el trabajo i es
realizado por la persona j, entonces el costo asociado es ¢;; (i,j = 1, ..., n). El objetivo
es determinar una programacién 6ptima, lo que significa que todos los trabajos son
realizados por una persona, cada persona tiene precisamente un trabajo que realizar
y el costo total debe ser lo minimo posible.

Para formular este problema como uno de programacién lineal, introducimos las
variables binarias x;jparai,j=1,..,m, con el siguiente significado:

o {1 si el trabajo i es realizado por la persona j
Y 0 en otro caso

El problema de asignaciéon puede modelarse de la siguiente forma:

m n
Min ZZ CUXU

i=1 j=1
Sujeto a:

S

Xij = 1 parai=1,..,n

xj=1 paraj=1,..n

x;j € {01} parai,j=1,..,n

Hay que notar que el problema de asignacién es un caso especial del problema de
transporte.
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Ejemplo de un problema de asignacion. Baker (2011)

Europa Auto Company es un fabricante de automoviles con seis plantas de fabricacién
y seis vehiculos para producir este afio. La empresa ha aprendido que tiene sentido
producir cada vehiculo en una planta Unica, aunque algunas de las plantas son mas
antiguas y menos eficientes que otras. Para cada posible asignaciéon de un vehiculo a
una planta, la compafiia ha estimado el costo anual (en millones de délares) de
implementar la asignacion. Los datos de costos se muestran en la siguiente tabla, que
identifica los productos por numero. El objetivo del fabricante de automoviles es
minimizar el costo total de la asignacion.

Producto
Compacto Coupé Sedan Deportivo Camioneta Van
Planta 1 2 3 4 5 6
1 80 56 43 62 46 58
2 94 50 88 64 63 52
3 94 46 50 40 55 73
4 98 79 71 65 91 59
5 61 59 89 98 45 52
6 77 49 65 95 72 91

Como tal, podemos construir un diagrama de flujo para representar el problema de
decision de la misma manera que el problema de transporte. El diagrama del ejemplo
del fabricante de automoviles se muestra en la figura siguiente, donde cada uno de los
36 arcos del diagrama representa parte de una asignacion potencial.
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PLANTAS TIPO DE AUTOMOVIL

Diagrama de flujo para el problema de asignacion

Modelo de programacién lineal par el problema de asignacion

Parai=1,2,3,4,5,6 yj=1,2,3,4,5,6, sea Cij el costo de asignacion de la planta i
al tipo de auto j, y sea x;; la variable binaria que corresponde a la asignacion de la

planta i para la fabricacién del vehiculo tipo j; el costo de asignacién de la variable
binaria x;; de la planta i para fabricar el tipo de auto j es por lo tanto ¢;;x;;. Ademas,

sea a; el nimero de plantas i (la oferta unitaria). Entonces, a; = 1,a, = 1,a; =1,
a, =1,as =1,a5 = 1.
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Sea b; la demanda para fabricar el tipo de vehiculos j (la demanda unitaria). Entonces,
by =1,b,=1,b3=1,b,=1,bs =1,bs = 1. Este problema puede formularse como
un modelo de programacion lineal siguiente:

Min Z = 80x4 + 56x1, + 43x13 + 62x14 + 46Xx15 + 58x14 + 94x,; + 506x,,
+ 88x,3 + 64x,, + 63x,5 + 52X, + 94x3; + 46x3, + 50x35
+ 40x34 + 55x35 + 73x36 + 98x41 + 79x4, + 71x43 + 65Xy,
+ 91x,5 + 59x46 + 61x51 + 59x5, + 89x53 + 98x5, + 45x55
+ 52x56 + 77xg1 + 49%x45 + 65x63 + 95x64 + 72%65 + 91x4e
Sujeto a:

Oferta unitaria (Plantas)
X11 + X12 + X13 + X14 + xls + X16 = 1

Xoq + Xop + Xp3 + Xog + Xo5 + X9 =1
X371+ X35 + X33 + X34 + X35 + X3 =1
Xa1 F Xag + X4z + Xgq + X5 + 246 = 1
X5q + X5y + Xg3 + Xgq + X55 + X5 = 1
Xg1 T Xgo + Xg3 + Xgq + Xg5 + X6 = 1
Demanda unitaria (Tipo de auto)
X141+ Xoq +X31 + X4 + X510 + X1 =1
Xoq + Xop + Xo3 + Xog + Xo5 + X9 =1
X31 + X35 + X33 + X34 + X35 + X35 =1
Xg1F Xgo + X453 + Xgq + X45 + X4 =1
X51 + Xgp + X53 + Xg4 + X55 + X5 = 1
Xg1 T Xgo + Xg3 + Xgq + Xg5 + X = 1

inj =0
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Usando GNU MathProg Modeling Language (o GMPL), podemos verificar que el costo
minimo de asignacion es de $314 millones de délares; los valores dptimos no nulos
de las x;;’s se unen a los arcos de la figura siguiente. Este problema se resuelve de

forma mas eficiente utilizando el algoritmo huingaro de Kunh.
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Diagrama de flujo 6ptimo para el problema de asignacién
A continuacién, se muestra el modelo de asignacién en hoja electrénica de calculo.

Este problema puede ser resuelto de forma eficiente utilizando los parametros de
Microsoft Solver Excel.
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Redes: ejemplo de un problema de asignacion

Parametros (costos)

Planta Compacto 1 Coupé 2 Sedan 3 Deportivo 4 Camioneta 5 Van 6
1 80 56 43 62 46 58
2 94 50 88 64 63 52
3 94 46 50 40 55 73
4 98 79 71 65 91 59
5 61 59 89 98 45 52
6 77 49 65 95 72 91

Decisiones (asignacion)

Planta Compacto 1 Coupé 2 Sedan 3 Deportivo 4 Camioneta 5 Van 6

0 0 1 0 0 0

| U1 B W N =

0
0
0
0
1

o O O Of M=

0 0
0 1
0 0
0 0
0 0

Ol ml ol O ©
ol o m| O ©

Objetivo (costo total)

$314, 000,000
El problema de asignacion a menudo se presenta cuando existe la necesidad de
asignar tareas a trabajadores, proyectos a jefes de proyecto, trabajadores a turnos,
tripulaciones aéreas a vuelos, contratos de compra a licitaciones de proveedores,
entre otras aplicaciones. De hecho, el problema de asignacion es un caso particular
del problema transporte.

En los problemas de transporte se supuso que cada punto es un origen, en que se
dispone de los productos o bienes, o es un destino, en el que se requieren los
productos. Ahora, supondremos que, ademas existen puntos intermedios en los que
no se dispone ni se requiere de los productos, sino que éstos se transbordan. El
problema de encontrar el patrén de embarque con costo minimo se denomina el
problema de transbordo y se analizara en la siguiente seccion.
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4. El problema de transbordo

El problema de la asignacién result6 ser una versiéon simplificada del problema de
transporte, especializada en las demandas de la unidad y los suministros de la unidad.
Por el contrario, el problema del transbordo es una version complicada del problema
del transporte, que contiene dos etapas de flujo en lugar de una sola. En la figura de
nuestro diagrama para el problema del transporte el sistema contiene dos niveles
origenes y destinos, y todo el flujo tiene lugar en una sola etapa, desde origen hasta el
destino. Sin embargo, en muchos sistemas logisticos existen tres niveles principales,
por decir: plantas, centros de distribucion y almacenes; en tales sistemas, el flujo a
menudo tiene lugar en dos etapas.

El problema del transbordo es el problema de enviar un flujo a través de una red con
costo minimo. La red consta de un nimero de nodos de suministro, llamados nodos
origen, un numero de nodos de demanda, denominado nodo demanda y un ndmero
de nodos intermedios (o transbordos) sin oferta y demanda. Hay un costo de envio
asociado con cada arco de la red.

De acuerdo a Bris (2011). El modelo de transbordo puede formularse de la siguiente
manera:

m r r n
Min Z = Z CixXix + Z ChjXkj
i=1 k=1 k=1j=1
Sujeto a:
Oferta:
-
le-k <aq,i=1,..m
k=1
Demanda:
Xkj = bj, j=1,..,n
k=1

Ecuacion de balance oferta demanda:
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m
2= )

i=1 j=1
Condiciones de no negatividad:

Xix = 0, i=1..mk=1,..,r

Xkj =0, k=1,.,rj=1..,n

Ejemplo de un problema de transbordo. (Bris, 2011)

Considere un problema que abarca tres origenes, es decir, tres fabricas y tres
minoristas, es decir puntos de la demanda. Cada origen tiene una cierta capacidad
maxima de mercancias, representadas por los nodos 1,2 y 3, que son 500, 450 y 400,
unidades, respectivamente. Cada punto de demanda requiere una cierta cantidad de
dichos bienes por parte de un conjunto de minoristas, representados por los nodos 7,
8y 9, respectivamente, que son 350, 350 y 650 unidades, respectivamente. Entre los
nodos de origen y nodos de destino hay algunos nodos intermedios sobre los cuales
las mercancias son enviadas como puntos intermedios a los nodos de destino. En este
caso, son arcos (dirigidos desde el origen hasta el destino). El objetivo es encontrar el
costo minimo de transporte desde las plantas hasta los puntos de demanda.

Los datos de costos de transporte por unidad para el problema de transbordo se
muestran en la siguiente tabla:

Fabrica Nodo intermedio Nodo intermedio Nodo destino
(planta) | (almacén) (almacén) (demanda)
4 5 6 7 8 9
1 2 3 3 4 7 6 6
2 5 4 1 5 4 2 1
3 3 5 3 6 3 6 8
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Como tal, podemos construir un diagrama de flujo para representar el problema de
decision de la misma manera que el problema de transporte. El diagrama del
problema de transporte del ejemplo se muestra en la figura siguiente, donde cada uno
de los 18 arcos del diagrama representa el flujo de mercancias a través de la red.

500

epueweaq

450

e13j0

400

Minoristas

Plantas (fabricas) Rutas de distribucién
(Almacenes)

Diagrama del problema de transbordo

El modelo de programacién lineal par el problema de transbordo del ejemplo, se
plantea de la siguiente forma:

Parai=1,23; j=7,89yk =4,5,6 sea cy, el costo de transporte de la fabrica i al
almacén k y sea x;;, el numero de unidades enviadas del origen i al almacén k. Sea c;
el costo de transporte del almacén k al destino j y, sea x;; el nimero de unidades
enviadas del almacén £k al destino j. Ademas, sea a; el nimero de unidades
disponibles en el origen o depésito i (la oferta). Entonces, a; = 500,a, = 450,a; =
400, respectivamente.



Sea b; el numero de articulos ordenados por el cliente j (la demanda). Entonces, b; =
350, b, = 350, b3 = 650, respectivamente. Este problema puede formularse como un
modelo de programacion lineal siguiente:

Min Z = 2xq4 + 3%15 + X1 + SxXp4 + 4X35 + X6 + 3X34 + Sx35 + X306 + 7X47 + 6X4g
+ 6X49 + 4X57 + 2X55 + X59 + 3Xg7 + 6Xgg + 8Xgo

Oferta plantas o fabricas:

Planta 1:
X14 + X15 + X416 < 500
Planta 2:
X4 + Xo5 + X3 < 450
Planta 3:

X34 + X35 + X36 < 500

Demandas minoristas:

Demanda 1:

X47 + Xg7 + X7 = 350
Demanda 2:

X4g + Xsg + Xgg = 350
Demanda 3:

X49 + X590 + X9 = 650
Ecuaciones de balance oferta demanda:
Ingreso a nodo a nodo 4 = Salida nodo 4:
X14 t X4 + X34 — X47 — X4 — X49 = 0
Ingreso a nodo 5 = Salida nodo 5:

X15 + X5 + X35 — X57 — X5 — X59 = 0
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Ingreso a nodo 6 = Salida nodo 6:
X16 + X26 + X36 — Xg7 — Xgg — Xg9 = 0
Condiciones de no negatividad:
Xi = 0, i=1.3k=1...3
Xkj = 0, k=1,.3j=1,..3
Utilizando un programa especifico de computadora, por ejemplo, usando el programa

Lingo, de Lindo, System Inc., podemos verificar que el costo minimo de transporte para
el problema de transbordo es de $6,650; los valores 6ptimos de las x;, y de las x; se

unen a los arcos de la figura siguiente.
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Diagrama de flujo 6ptimo para el problema de asignacién
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Codigo Lingo para el problema de transbordo:

Min =
2*x14+3*x15+3*x16+5*x24+4*x25+x26+3*x34+5*x35+3*x36+7*x47+6*x48+6*x49
+4*x57+2*x58+x59+3*x67+6*x68+8*x69;

x14+x15+x16<=500;

x24+x25+x26<=450;
x34+x35+x36<=400;
x47+x57+x67<=350;
x48+x58+x68=350;
x49+x59+x69=650;
x14+x24+x34-x47-x48-x49=0;
x15+x25+x35-x57-x58-x59=0;
x16+x26+x36-x67-x68-x69=0;

end
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5. Problema de la ruta mas corta

El problema del camino mas corto es un modelo de red particular que ha recibido
mucha atencién tanto por razones practicas como tedricas. La esencia del problema
se puede afirmar de la siguiente manera: Dada una red con distancia ¢;; (o tiempo de
viaje, o costo, etc.) asociada con cada arco, encuentre un camino a través de la red
desde un origen particular a un destino que tiene la distancia total mas corta. La
simplicidad del enunciado del problema es un tanto engafiosa, porque una serie de
aplicaciones importantes pueden formularse como problemas de trayectoria mas
cortas (o mas largas) cuando esta formulacién no es obvia desde el principio. Estos
incluyen problemas de reemplazo de equipos, inversién de capital, planificaciéon de
proyectos y planificacion de inventarios.

El interés tedrico en el problema se debe al hecho de que tiene una estructura
especial, ademas de ser una red, que resulta en procedimientos de solucién muy
eficientes. Ademas, el problema de la trayectoria mas corta ocurre a menudo como un
sub-problema en situaciones mas complejas, tales como los sub-problemas en la
aplicacion de la descomposicion a los problemas de asignacién de trafico que a
menudo son tratados mediante la teoria de la programacion lineal entera.

En general, la formulacién del problema de trayectoria (distancia) mas corta es la
siguiente:

i=1j=1
Sujeto a:
n r 1, sii=s(origen)
Z Xij — Z Xpi = 0, otro caso
=1 k=1 -1, sii =t (destino)
xij =0, para todos los (i,j) arcos en la red

Podemos interpretar el problema del camino mas corto como un problema de flujo
de red muy facilmente. Simplemente queremos enviar una unidad de flujo de la fuente
al destino a un costo minimo. En la fuente (origen), hay un suministro neto de una
unidad; En el destino, hay una demanda neta de una unidad; y en todos los otros
nodos no hay entrada neta o flujo de salida.
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Consideremos un ejemplo de Bradley (1977), que se muestra en el esquema de red
correspondiente, en donde queremos encontrar la distancia mas corta entre el nodo
1y el 8. Los numeros o pesos en los arcos son la distancia o el costo de usar ese arco.
De igual forma, el modelo de programacion lineal se muestra en un cuadro posterior
al esquema de red citado anteriormente y que se elabora en un cuadro resumen
donde se indican las variables de decision, la funcién objetivo y el conjunto de
restricciones del problema.

Destino
-1

Origen
+1

Flujo en red de la ruta mas corta

El modelo de programacion lineal par el problema de la ruta mas corta del ejemplo,
se plantea de la siguiente forma:

1,si el arco del nodo i esta en la ruta mas corta

Seax;; = { .
Y 0, en caso contrario
¢;j = distancia, tiempo o costo asociado con el arco dese el nodo i hasta el j

Min Z = 5.1x,, + 3.4x,3 + 0.5x,, + 2x55 + X3, + 1.5X34 + 5x37 + 2x45 + 3x4¢ + 4.2%47
+ X5y + 3X56 + 6X58 + 1.5x45 + 0.5x47 + 2.2x¢g + 2X74 + 2.4X,g

Sujeto a:

Nodo 1: x1, + %3 =1

Nodo 2: —xq5 + X4 + X35 — X35, — X5, = 0
Nodo 3: —xy3 + X35 + X34 + X3, =0

Nodo 4: —Xp4 — X34 + X45 + Xa6 + Xa7 = 0
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Nodo 5: —x,5 — X45 + X5, + X56 + X558 — Xg5 = 0
Nodo 6: —Xx46 — X56 + Xg5 + Xg7 + Xgg — X76 = 0
Nodo 7: —x37 — X47 — Xg7 + X76 + X753 = 0

Nodo 8: —xgg — x¢5 — X7 = —1

x;j =0, para todos los (i,]) arcos en la red

Utilizando un programa especifico de computadora, por ejemplo, usando Microsoft
Excel Solver., podemos verificar que la distancia minima es de 10.1 y que la ruta mas
corta es:

Distancia

Variable x12 x13 x24 x25 x32 x34 x37 x45 x46 x47 x52 x56 x58 x65 x67 x68 x76 x78 Minima

51 34 05 2 1 15 5 2 3 4.2 1 3 6 15 05 22 2 2.4 10.1

Restricciones Usado Disponible

Nodo 1 1 1 1 = 1
Nodo 2 -1 1 1 -1] -1] 0 = 0
Nodo 3 -1 1 1] 1 0 = 0
Nodo 4 -1 -1 1 1 1] 0 = 0
Nodo 5 -1 -1 1 1 1 -1 0 = 0
Nodo 6 -1 -1 1 1 1 -1 0 = 0
Nodo 7 -1] -1] -1] 1 1 0 = 0
Nodo 8 -1 -1 -1 -1 = -1
soluién [ of 1] 1] o] o] of o of 1 o o o o o o 1 o o

Ruta mas corta: (1-3) - (3-2) - (2-4) - (4-6) - (6-8)

0
&

Destino
-1

Origen
+1

Diagrama de flujo 6ptimo para el problema de la ruta mas corta
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6. Programacion de proyectos Pert-Cpm (Técnica de Revision y Evaluacion de
Programas y el Método del Camino Critico)

El método del camino critico (CPM), también conocido como el método de la ruta
critica es una técnica de gestion de proyectos que se utiliza ampliamente en el
gobierno y la industria para analizar, planificar y programar las diversas tareas de
proyectos complejos. El CPM es util para identificar qué tareas son criticas para la
ejecucién del proyecto en general y para programar todas las tareas de acuerdo con
sus relaciones de prioridad prescritas para minimizar la fecha total de finalizacién del
proyecto o si se cumple una fecha objetivo con un costo minimo.

Normalmente, el CPM puede aplicarse con éxito en grandes proyectos de
construccion, como construir un aeropuerto o una carretera; en grandes proyectos
de mantenimiento, como los que se encuentran en las centrales nucleares o en las
refinerias de petréleo; y en complejos esfuerzos de investigacién y desarrollo, tales
como el desarrollo tecnoldgico, pruebas e introducciéon de un nuevo producto. Todos
estos proyectos consisten en una lista bien especificada de tareas que deben
ejecutarse en una determinada secuencia prescrita.

El método de la ruta critica proporciona una metodologia para definir las
interrelaciones entre las tareas y determinar la forma mas efectiva de programar su
finalizacion.

De acuerdo a Sierksma y Slows (2015), un proyecto es una combinacion de
actividades interrelacionadas que deben llevarse a cabo. Cada actividad requiere de
una cierta cantidad de tiempo, llamado el tiempo de ejecuciéon de la actividad.
Ademas, hay restricciones de precedencia, lo que significa que algunas actividades no
pueden comenzar hasta que otras hayan sido completadas. Una actividad no tiene que
iniciarse inmediatamente después de que las actividades precedentes necesarias
sean completadas. De hecho, lo que se desea es construir un calendario que describa
el orden en que las actividades deben llevarse a cabo, respetando las restricciones de
precedencia.

Cada proyecto puede representarse mediante una estructura de red llamada red
del proyecto, y que tiene las siguientes propiedades:

a) Losnodos se refieres a las metas (o hitos)
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b) Cada actividad de un proyecto es representada precisamente por un arco en la red
del proyecto
c) Lared no contiene un ciclo dirigido

El objetivo es determinar una calendarizacion de manera que se minimice el
tiempo total requerido para ejecutar esta programacion, el denominado tiempo total
de terminacidn.

Aunque la formulacién matematica del problema de programacién presenta una
estructura de red, esto no es obvio desde el principio.

Consideremos un caso que ejemplifica la forma en que se aborda un problema de
esta naturaleza utilizando modelos de programacién lineal. Posteriormente
resolveremos problemas de la ruta critica mediante un procedimiento algebraico.

De acuerdo a Bradley (1977), supongamos que consideramos la programacion de
las tareas involucradas en la construccién de una casa sobre una base que ya existe.
Nos gustaria determinar en qué secuencia se deben realizar las tareas con el fin de
minimizar el tiempo total requerido para ejecutar el proyecto. Todo lo que realmente
sabemos es cuanto tiempo se tarda en llevar a cabo cada tarea y qué tareas deben
completarse antes de comenzar cualquier tarea en particular. De hecho, estara claro
que sdlo necesitamos conocer las tareas que preceden inmediatamente a una tarea
particular, ya que la realizacion de todas las tareas anteriores estara implicita en esta
informaciéon. Las tareas que se deben realizar en la construccién de esta casa
particular, sus predecesores inmediatos, y una estimaciéon de su duracién se dan en
la Tabla que se muestra posteriormente.

Es evidente que no hay necesidad de indicar que el revestimiento debe ser
colocado antes de que la pintura exterior pueda comenzar, ya que la colocacion del
revestimiento precede a la instalacion de las ventanas, que precede a la pintura
exterior. Siempre es conveniente identificar una tarea de "inicio", es decir, un
predecesor inmediato de todas las tareas, que en si mismo no tiene predecesores; y
una tarea de "acabado", que tiene, como predecesores inmediatos, todas las tareas
que en la actualidad no tienen sucesores.
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No. | Tarea (actividad) Predecesor | Tiempo (duracion | Tiempo inicio
inmediato de la actividad) | mas temprano
0 |Iniciodeobra = | = --------- I
1 Estructura 0 2 t1
2 Cubierta 1 3 t
3 Revestimiento 1 1 ¥
4 | Ventanas 3 2.5 t3
5 | Plomeria 3 1.5 3
6 Sistema eléctrico 2,4 2 t4
7 | Acabado interior 56 4 ts
8 Pintura exterior 2,4 3 ta
9 Fin de la obra 7,8 0 te

Aunque no es necesario para realizar los calculos necesarios asociados con el
problema de programaciéon de proyectos, a menudo es util representar las
interrelaciones entre las tareas de un proyecto dado por medio de un diagrama de
red. En este diagrama, los nodos representan las tareas correspondientes del
proyecto y los arcos representan las relaciones de prioridad entre las tareas. El
diagrama de red para nuestro ejemplo se muestra en la figura siguiente:

(5) Plomeria

(1) Estructura

Diagrama de red orientada a eventos para nuestro ejemplo
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Como podemos ver, hay seis nodos en la red, cada uno representando una
tarea dada. Por esta razon, esta representacion de red se denomina una red orientada
a tareas (o actividades).

Si asumimos que nuestro objetivo es minimizar el tiempo transcurrido del
proyecto, podemos formular un problema de programacion lineal.

Si asumimos que nuestro objetivo es minimizar el tiempo transcurrido del
proyecto, podemos formular un problema de programacion lineal. En primer lugar,
definimos las variables de decision t; parai = 1,..,6 como los primeros tiempos de
inicio para cada una de las tareas. La tabla anterior proporciona los tiempos de inicio
mas tempranos donde el mismo tiempo de inicio mas temprano se asigna a tareas con
los mismos predecesores inmediatos. Por ejemplo, las tareas 4 y 5 tienen la tarea 3
como su predecesor inmediato. Obviamente, no pueden comenzar hasta que la tarea
3 esté terminada; Por lo tanto, deben tener el mismo tiempo de inicio mas temprano.
Permitiendo que t4 sea el tiempo de terminacién mas temprano de todo el proyecto,
el objetivo es minimizar la duracion del proyecto dado por:

MinZ = tn - tl
Sujeto a:

tj - ti = C(i,j)

para (i,j) € alared del proyecto

Para nuestro ejemplo, estas relaciones de precedencia definen el programa de
programacion lineal siguiente:

MinZ =t —t;
Sujeto a:
tp—t, =2
ty —t, >3
ty—ty =1
t, —t3 = 2.5

ts —ts > 1.5
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ts —ty > 2
te—t, >3
te—ts =4
para (i,j) € alared del proyecto

Utilizando un programa especifico de computadora, por ejemplo, Lindo, de Lindo,
System, Inc. Se tiene la siguiente solucion:

El correspondiente valor de la funcion objetivo es Z* = 13.5
t6 = 135: t1 = 0; tz = 2; t3 = 5, t4, = 75, t5 =95

Los gerentes de proyectos buscan procedimientos que les ayuden a responder
preguntas importantes con respecto a la planeacion, programacién y control de los
proyectos. A la luz de la informacion que nos da la solucién del modelo de
programacion lineal.

El proyecto puede terminarse en 13.5 unidades de tiempo (dias, semanas, meses, etc.)

La solucién 6ptima del modelo contiene los tiempos de realizacion de las distintas
metas. Sin embargo, no proporciona los arcos de la ruta critica correspondiente. Estos
arcos se obtienen resolviendo el modelo de programacion dual del problema, es decir:

Max 2 = z €Y
(i.)ea

- Z Yajy =1

(1,j)eA

Sujeto a:

Yaik) — Z Yy =0, parak =2,..,.n—1

(i,k)eA (k,j)EA
Z Yan) =1

(1,n)eA
Ya.p >0, para (l,]) € A.

Entonces, para nuestro problema de la ruta critica, tenemos la definicién de las
variables de decision que nos permitiran construir el modelo.
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Sea (i,j) el arco que € a la red si y solo si la variable dual correspondiente a la
restriccion t; — t; = ¢(; j tiene un valor 6ptimo que es estrictamente mayor que cero.

Por lo tanto, para los datos de nuestro problema, el modelo de programacion lineal
es:

MinZ =2y )+ 3Y23) + Y2,0) T 2.5V 34) + 1.5V (35 + 2Va5) + 3Vae) + 4V (56

Sujeto a:
—Yaz2) = —1
Ya2) ~Y@3) ~Yea =0
Y23) ~ Y3 ~YEs =0
Y T Y34 — Yas) — Yae =0
Yis) T Yas) ~Yise =0
Yae) T Yse =1
Yijy =0, para(ij) €A

Utilizando un programa especifico de computadora, por ejemplo, usando Microsoft
Excel Solver, podemos verificar que la soluciéon éptima del problema, se convierte en:

Yan =1L  Yen=1L  Yesy=0  Yesy=1 Y35 =0
Yas =1

Yae) =0, Ve = 1

De esta solucion 6ptima, se deduce que los arcos (1,2), (2,3), (3,4), (4,5) y (5,6) estan
en la trayectoria o ruta critica. El tiempo de conclusiéon del proyecto es de 13.5
semanas, tal como se obtuvo en el primer modelo para obtener solo la duracién del
proyecto.

El modelo en hoja electrénica de calculo se muestra a continuacién:
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y(1,2) y(2,3) y(2,4) y(3,4) y(3,5) y(4,5) y(4,6) y(5,6) Usado Relacion Derecho

1 1 = 1
1 -1 -1 0 = 0
1 -1 -1 0 = 0
1 1 -1 -1 0 = 0
1 1 -1 0 = 0
1 1 1 = 1
Tiempo actividad 2 3 1 2.5 1.5 2 3 4 = 13.5 OPTIMO
Solucion 1 1 0 1 0 1 0 1 (Tiempo)
ARCOS (1L2) (23) (24) (34) (3,5 (45 (46) (56)

El diagrama de flujo para el problema de la ruta critica, se muestra en la
siguiente grafica.

(1) Estructura

Diagrama de flujo 6ptimo con arcos (1,2), (2,3), (3,4), (4,5) y (5,6) para el problema de la ruta critica

Para facilitar los calculos PERT/CPM, modificaremos la red del proyecto como se
muestra en la figura siguiente. Observe que en el recuadro anexo la esquina superior
de cada nodo contiene la letra o numero de la actividad correspondiente. El tiempo
aparece debajo de la letra o nimero, segtin sea el caso. Similarmente, se indican todos
los tiempos que involucran la determinacion de la ruta critica.
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ACTIVIDAD 2

ACTIVIDAD 6

\4

> ACTIVIDAD 7

/

ACTIVIDAD 4 > ACTIVIDAD 8 > FIN DE LA OBRA
INICIO ACTIVIDAD 1
ACTIVIDAD 3 > ACTIVIDAD 5
Nombre Tiempo de Tiempo de
Actividad Inicio mas Terminacién
Temprano Mas temprano
Duracion Tiempo de Tiempo de
De la Inicio mas Terminacién
Actividad Tardio Mas tardio

Para nuestro ejemplo, tenemos para la actividad 2:

Cubierta

ES

EF

LS

LF
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Determinacion de la ruta critica

Primero determinamos el tiempo de inicio mas temprano y el tiempo de inicio mas
tardio de todas las actividades que componen la red. Sean

ES = tiempo de inicio mas temprano de una actividad
EF = tiempo de terminacion mas temprano de una actividad
t = tiempo de actividad
El tiempo de terminacion mas temprano de cualquier actividad es: EF = ES + t

El tiempo de inicio mas temprano de una actividad es igual a los tiempos de
terminacion mds largos de todas las predecesoras inmediatas.

El procedimiento llamado paso hacia adelante a través de la red, nos permitira
establecer los tiempos de inicio y terminacién mas tempranos de todas las actividades
que componen la red.

De igual forma, para determinar la ruta critica realizaremos un paso hacia atras a
través de la red, comenzamos el paso hacia atras con un tiempo de terminacion mas
tardio. Una vez que se conoce el tiempo de terminaciéon mas tardio de una actividad,
el tiempo de inicio mds tardio de una actividad se calcula como sigue. Sea

LS = tiempo de inicio mas tardio de una actividad
LF = tiempo de terminacion mas tardio de una actividad
Entonces:
LS=LF —t

La siguiente regla puede usarse para determinar el tiempo de terminaciéon mas tardio
de cada actividad en la red:

El tiempo de terminaciéon mas tardio de una actividad es el menor de los tiempos de
inicio mas tardios de todas las actividades que inmediatamente siguen a la actividad.

Finalmente, después de realizar los pasos hacia adelante y hacia atras, podemos
determinar la cantidad de holgura asociada con cada actividad. Holgura es el lapso de
tiempo que una actividad puede ser demorada sin que se incremente el tiempo de
terminacion del proyecto. La cantidad de holgura para una actividad se calcula como
sigue:

Holgura = LS — ES = LF — EF

En general, las actividades criticas son las actividades con holgura cero.
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Resumen del procedimiento de la ruta critica. Anderson y Sweeney (2011)

Paso 1. Elabore una lista de las actividades que conforman el proyecto

Paso 2. Determine la(s) predecesora(s) inmediata(s) de cada actividad del proyecto.
Paso 3. Calcule el tiempo de terminacion de cada actividad.

Paso 4. Trace una red de proyecto que ilustre las actividades y las predecesoras
inmediatas mencionadas en los pasos 1y 2.

Paso 5. Utilice la red del proyecto y las estimaciones de los tiempos de actividad para
determinar los tiempos de inicio y terminacién mas tempranos de cada actividad
avanzando un paso a través de la red. El tiempo de terminacién mas temprano de la
ultima actividad del proyecto identifica el tiempo total requerido para terminarlo.

Paso 6. Utilice el tiempo de terminacion del proyecto en el paso 5 como el tiempo de
terminaciéon mas tardio de la ultima actividad, y retroceda un paso a través de la red
para identificar los tiempos de inicio y terminaciéon mas tardios de cada actividad.

Paso 7. Utilice la diferencia entre el tiempo de inicio mas tardio y el tiempo de inicio
mas temprano de cada actividad para determinar su holgura.

Paso 8. Determine las actividades con holgura cero; ésta son las actividades criticas.

Paso 9. Utilice la informacién de los pasos 5 y 6 para desarrollar el programa de
actividades dl proyecto.

Para nuestro ejemplo, tenemos:

2 2 3 6 | 75| 9.5 7 [ 95 [13.5
1 ]55]65 2 | 75195 4 [ 9.5 [13.5
Inicio] 0 0 1 0 2 4 5175 8 [ 75]105 FIN | 13.5]| 13.5
0 0 0 2 0 2 25| 5 |75 3 |110.5[135 0 |13.5|135
3 2 5
3 2 5
5 6.5
15| 8 | 95

Red del proyecto sobre la programacion de las tareas involucradas en la construcciéon
de una casa sobre una base que ya existe. Ruta critica: Inicio- 1-3-4-6-7-Fin. Tiempo
de terminacién del proyecto = 13.5 unidades de tiempo.
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A continuacidn, se muestra el programa detallado de actividades:

Actividad Descripcién Inicio méas Inicio mas Terminaciéon | Terminaci | Holgura | Activi
temprano tardio (EF) mas 6n mas (LS-ES) dad
(ES) temprana tardia (LF) critica
(LS) (LF-EF)
0 Inicio de obra 0 0 0 0 0
1 Estructura 0 2 0 2 0 Si
2 Cubierta 2 3 5.5 6.5 1 No
3 Revestimiento | 2 5 2 5 0 Si
4 Ventanas 5 7.5 5 7.5 0 Si
5 Plomeria 5 6.5 8 9.5 7 No
6 Sistema 7.5 9.5 7.5 9.5 0 Si
7 Acabado 9.5 13.5 9.5 13.5 0 Si
8 Pintura exterior | 7.5 10.5 10.5 13.5 3 No
9 Fin de la obra 10.5 13.5 10.5 13.5 0

Ruta critica: Inicio-1-3-4-6-7-Fin. Tiempo de terminacion del proyecto: 13.5 unidades
de tiempo.
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7. Ejemplos de problemas de redes

En esta secciéon presentaremos un nimero de problemas de redes y su solucién
usando distintos programas como Microsoft Excel, Maple, Lindo, Lingo o Matlab,
segln sea el caso o el problema en particular.

Problema No. 1

Problema de transporte. Parlar (2000)

SunSno, una empresa multinacional que opera tres fabricas en (1) Jasper, Canada, (2)
Setl, Corea, y (3) Toronto, Canada. SunSno envia esquies a cuatro almacenes
propiedad de la empresa en (1) Frankfurt, Alemania, (2) Nueva York, USA, (3) Paris,
Francia, y (4) Yokohama, Japon. Las capacidades semanales de produccién a;,i =
1,2,3 de las m fabricas y la demanda semanal b;,j = 1,2,3,4 de los n almacenes se
muestran en la siguiente tabla donde también se indica el costo unitario de transporte
¢j,t =1,..,3 yj=1,..,4 en negritas. (Problema de transporte balanceado)

De\ A Frankfurt Nueva York Paris Yokohama Oferta

Jasper 19 7 13 8 100

Seul 15 21 18 6 300
Toronto 11 3 12 20 200
Demanda 150 100 200 150 600

Para resolver este problema como un programa lineal, definimos x;; como el nimero

j
de unidades enviadas de la fabrica i al almacén j para las fabricas i = 1,..,m y los
almacenes j = 1,..,n. Entonces, el modelo de programa lineal del problema de

transporte toma la siguiente forma:

m n
MinZ = chijxij

i=1 j=1
Sujeto a:
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Especializada esta a la empresa en el proceso de decisidon, obtenemos el siguiente
modelo de programacion lineal.

Min Z = 19x11 + 7x15 + 13x13 + 8x14 + 15x,; + 21x,, + 18x,53 + 6x44
+ 11x34 + 3x3, + 12x33 + 20x3,4
Sujeto a:

X11 + X12 + X413 + x14, = 100 (Capacidad de Jasper)
X1 + X5 + X33 + x5, = 300 (Capacidad de Seul)
X31 + X35 + X33 + X34 = 200 (Capacidad de Toronto)
X11 + X321 + X3 = 150 (Demanda de Franfurt)
X12 + X35 + X35, = 100 (Demanda de Nueva York)
X13 + X33 + X33 = 200 (Demanda de Paris)

X14 + X34 + X34 = 150 (Demanda de Yokohoma)

Vxl-jZO, i=1,..,3;j=1,..,4‘
Observe que, en general, la formulaciéon de un problema de transporte como un
problema lineal resulta en m x n variables de decisiéon y m + n restricciones. En este
problema tenemos 3 x 4 = 12 variables y 3 + 4 restricciones. Ademas, puesto que la
oferta total de Y3_, a; = 600 unidades es igual a la demanda Z?zl b; = 600, las
fabricas estaran enviando todo lo que producen y las demandas de cada almacén o
punto de orden estaran satisfechas en su totalidad. El problema de transporte donde
i=1 a; = Xj=1 bjse dice que son problemas equilibrados o balanceados.

Formulando y resolviendo este problema usando Maple de forma directa se
introducen la funcién objetivo y el conjunto de restricciones. Una vez hecho esto,
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volvemos a utilizar el paquete de optimizacién de Maple para encontrar la solucién
optima del problema.

Restricciones = {x] X, T 3 +x, 4=100,x2 T e 3 +x, 4=300,x3 |
+x3,2+x373+x3,4=200,100<x1,2+x2,2+x3,2,150<x171+x2,1+x3)1,150
<x1,4+x2,4+x3’4,200<x1,3+x2’3+x3’3}

{xl,l +x1’2 +x1’3 —|—xl’4:100,xz,1 +x2’2—|—x2’3 —i—x2’4:300,x3,1 —l—x3,2 —l—x3,3 +x3’4

=200, 100 <xl’2 +x2,2 +x3,2’ 150 <xl’1 +x2,1 —I—x3’ i’ 150 <x1’4 —I—x2’4 +x3’4,20(

<x1,3 —l—x2,3 +x3,3}

Objetivo = 19)61’1 + 7)61’2 + 13)61,3 + 8x1’4 + 15)62,1 + 21)c2’2 + 18)62’3 + 6x2’4
+ 11x3’ T 3x3,2 + 12x3,3 + 20x3’4

l9xl,1 +7)c1’2 + 13)61,3 +8x1,4 + 15x2,1 +21)c2’2 + l8x2,3 +6)c2’4 + 11X3,1 +3x3,2
+ 12)63’3 —|—20x3,4

with( Optimization);
[ ImportMPS, Interactive, LPSolve, LSSolve, Maximize, Minimize, NLPSolve, QPSolve]
Minimize(19x11 + 7Tx12 + 13x13 + 8x14 + 15x21 +21x22 + 18x23 + 6x24 + 11 x31
+3x32+12x33 +20x34, {x1] +x12+x13 +x14=100,x21 + x22 + x23 + x24
=300,x31 +x32 +x33 +x34=200,150 < x/1 +x21 +x31,150 < x14 + x24 + x34,
200 < x13 +x23 +x33,100 < x12 + x22 + x32}, assume = nonnegative)
[5950.00000001136, [x11=0.,x12=0.,x13=100.000000002065, x/4=0.,x21
=149.999999999656, x22 =0.,x23 = 0., x24 = 150.000000000344, x3/ = 0., x32 = 100.,
x33=99.9999999989674, x34=0.]]

Entonces, la solucién optima obtenida con un costo minimo de z = $5,950.
Resumimos la solucién 6ptima en la siguiente tabla:

De\ A Frankfurt Nueva York Paris Yokohama Oferta
Jasper 0 0 100 0 100
Seul 150 0 0 150 300
Toronto 0 100 100 0 200
Demanda 150 100 200 150 600

En algunos casos, la oferta no es igual a la demanda. Si la oferta excede a la demanda
total, por ejemplo, cuando )%, a; > Z;Ll b;, entonces solamente realizamos las
modificacion de la restriccién de oferta como, Z?zlxij <a;, i =1,..m. En este caso
la oferta sobrepasa a la demanda. En este caso el exceso de oferta apareceria como
una holgura, que deberia interpretarse como la oferta no utilizada que no se envia a
ningun sitio.
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Cuando la oferta es menor que la demanda, por ejemplo, Yi2; a; < Y7, bj, entonces
la formulacién del modelo de programacion lineal sera infactible. En este caso
introducimos un nodo ficticio como una oferta artificial igual a ¥7_;d; — ¥i%; a;,
como la diferencia entre la oferta y la demanda total.

Finalmente, cuando el nimero de origenes y destinos no es excesivamente grande, un
problema moderado de transporte puede resolverse utilizando el algoritmo simplex.
Pero, para un problema real con , por decir, m = 200 origenes y n = 500 destinos,
tendriamos m + n = 700 restricciones y m * n = 100,000 variables. Entonces, para
resolver este tipo de problemas necesitaremos un procedimiento mas eficiente.
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Problema No. 2

Un problema de asignacién. Baker (2011)

Asignacidn de tareas. Supongamos que un departamento de procesamiento de datos
desea asignar cinco programadores a cinco tareas de programacion (un programador
para cada tarea). La gerencia ha estimado el numero total de dias que cada
programador tomaria si es asignado a los diferentes trabajos, y estas estimaciones se

resumen en la siguiente tabla.

Trabajos | 1 2 3 4 5

1 50 25 |78 |64 |60

2 43 30 |70 |56 |72

Programador 3 60 28 |80 |66 |68
4 54 29 |75 |60 |70

5 45 32 |70 |62 |75

El diagrama de este ejemplo se muestra en la figura siguiente, donde cada uno de los

25 arcos del diagrama representa parte de una asignacién potencial.

TRABAJO

DII= 50 DiAS REQUERIDOS PARA TERMINAR

YOAVINVYO0uUd
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a. Determine la asignacién que minimiza los dias totales de los programadores
requeridos para completar los cinco puestos de trabajo.

b. Muestre el diagrama de red correspondiente a la solucién en (a). Es decir,
etiquetar cada uno de los arcos en la solucién y verificar que los flujos son
consistentes con la informacién proporcionada.

Solucion:

a) El problema de asignacion puede modelarse de la siguiente forma:
n

m
Min ZZ Cijxl'j

i=1j=1
Sujeto a:

S

xij=1 parai=1,..,n

xij=1 paraj=1,..n
xij € {0,1} parai,j=1,..,n

Usando los datos de la tabla, tenemos que el modelo de programacion lineal se
formula de la siguiente manera:

Min Z = 50x,1 + 25x1, + 78x13 + 64x14 + 60x;5 + 43x5, + 30x,,
+ 70x,3 + 56x,4 + 72x55 + 60x31 + 28x3, + 80x33
+ 66x3,4 + 68x35 + 54x41 + 29x,, + 75x43 + 60x4,
+ 70x45 + 45x51 + 32x5, + 70x53 + 62x54 + 75%55

Sujeto a:

Oferta programadores:

X117+ X2 + X3 + X4 x5 =1
Xpq + X + Xoz +Xou + X35 =1
X371+ X33 + X33 + X34 +X35 =1
X41 + X4 + X453 + Xgq +X45 =1
X5q + Xgp + Xg3 + Xgg +X55 =1
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Demanda trabajos:

X117 +Xp1 + X371+ X4 + x50 =1
X1z + X9 + X35 + X4p + X5, = 1
X13 + X3 + X33 + X453 + X553 =1
X1g4 +Xp4 + X34 + X4 +X54 =1
X15 + Xo5 + X35 + X45 + X55 = 1

x;j € {01} parai,j=1,..,5

Resolviendo este problema de asignacién utilizando el programa Lingo, cuyo cddigo
se muestra a continuacion:

MODEL:
I'5 Programadores, 5 Trabajos
Problema de Asignacion;
SETS:
PROGRAMADOR / P1, P2, P3, P4, P5/: OFERTA;
TRABAJOS /T1,T2, T3, T4, T5/: DEMANDA;
ROUTES (PROGRAMADOR, TRABAJOS): COSTO, VOLUMEN;
ENDSETS

I La funcién objetivo;
[OB]] MIN = @SUM (ROUTES: COSTO * VOLUMEN);

! Las restricciones de demanda;

@FOR (TRABAJOS(J): [DEM]

@SUM (PROGRAMADOR(I): VOLUMEN (I, )) >=
DEMANDA(]));

| Las restricciones de oferta;

@FOR (PROGRAMADOR(I): [SUP]

@SUM (TRABAJOS(]): VOLUMEN (1,])) <=
OFERTA(I));

' Aqui los pardmetros;
DATA:
OFERTA= 1,1,1,1,1;
DEMANDA= 1,1,1,1,1;
COSTO = 50 ,25,78, 64,60,
43,30,70,56,72,
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60, 28, 80, 66,68,
54,29, 75,60,70,
45, 32,70,62,75;

ENDDATA, END

La solucidén del problema de asignacién se muestra en la siguiente tabla:

Trabajos | 1 2 3 4 5
1 60
2 43
Programador 3 28
4 60
5 70

Valor 6ptimo: 261 dias.

b) Lared final del proyecto se muestra a continuacién:

60

43

28

o X

70

YOAVINVHO0Ud
=
=

Diagrama de flujo 6ptimo para el problema de asignacién
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Problema No. 3

Un problema de transbordo. Anderson y Sweeney (2011)

Disefio de un sistema de distribucion. Una empresa fabrica y distribuye medidores
que se usan para determinar el consumo de energia eléctrica. La empresa empez6 con
una pequefia planta de produccion en El Paso y gradualmente construyé una base de
clientes en todo Texas. Se establecié un centro de distribucion en Fort Worth, Texas,
y mas tarde, conforme el negocio se extendid, se establecié un segundo centro de
distribucién en Santa Fe, Nuevo México.

La planta de El Paso se expandi6 cuando la empresa comenzé a comercializar
sus medidores en Arizona, California, Nevada y Utah. Con el crecimiento del negocio
en la Costa Oeste, la empresa abrié un tercer centro de distribucién en Las Vegas y
apenas hace dos afios inauguré una segunda planta de produccién en San Bernardino,
California.

Los costos de manufactura difieren entre las plantas de produccion de la
empresa. El costo de cada medidor fabricado en la planta de El Paso es de $10.50. La
planta de San Bernardino utiliza equipo mas nuevo y eficiente; como resultado, los
costos de manufactura son $0.50 por medidor menos que en la planta de El Paso.

Debido al rapido crecimiento de la empresa, no se ha presentado mucha
atencion a la eficiencia del sistema de distribucion, pero la gerencia de la empresa
decidié que es el momento de enfrentar este problema. El costo de enviar un medidor
desde cada una de las tres plantas a cada uno de los centros de distribucion se
muestra en la tabla siguiente:

Centro de distribucion

Planta Fort Worth | Santa Fe | Las vegas
El Paso $3.20 $2.20 $4.20
San Bernardino | ---------- $3.90 $1.20

Costos de envio por unidad desde las plantas de produccién a los centros de
distribucién (en délares)

La capacidad de produccion trimestral es 30,000 medidores en la vieja planta

de El Paso y 20,000 en la planta de San Bernardino. Observe que no se permiten
envios desde la planta de San Bernardino al centro de distribucion de Fort Worth.
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La empresa da servicio a nueve zonas de clientes desde los tres centros de
distribucidn. El prondstico de la cantidad de medidores que se necesitan en cada zona
de clientes para el trimestre siguiente se muestra en la tabla siguiente:

Zona de Demanda

clientes (medidores
Dallas 6,300
San Antonio 4,880
Wichita 2,130
Kansas City 1,210
Denver 6,120
Salt Lake City 4,830
Phoenix 2,750
Los Angeles 8,580
San Diego 4,460

Prondstico de la demanda trimestral.

El costo de envio por unidad desde cada centro de distribucién a cada zona de
clientes se proporciona en la tabla siguiente; observe que algunos centros de
distribucién no pueden dar servicio a ciertas zonas de clientes.

En el sistema de distribucién actual, la demanda en las zonas de clientes de
Dallas, San Antonio, Wichita y Kansas City se satisface por medio de envios desde el
centro de distribucion de Fort Worth. Asimismo, las zonas de clientes de Denver, Salt
Lake City y Phoenix reciben servicio del centro de distribucién de Santa Fe y las zonas
de clientes de los Angeles y San Diego son atendidas por el centro de distribucién de
Las Vegas.

Como estudiante del area de ingenieria realice las recomendaciones para
mejorar el sistema de distribucion. Elabore el diagrama de red del problema, el
modelo de programacion lineal, el modelo en hoja electrénica de cdlculo, el diagrama
de red 6ptima y la soluciéon 6ptima del modelo de programacion lineal.

Solucidn:

El modelo de red que representa el sistema de distribuciéon, se muestra a
continuacion:
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30,000 20,000

(Plantas)

(Almacenes)

25

5.4, .4
SAN
ANTONIO

6,300 4,880 2,130 1,210 6,120 4,830 2,750 8,580 4,460

(Demandas)

De acuerdo a Bris (2011). El modelo de transbordo puede formularse de la siguiente
manera:

T

m r n
Min Z = z z CixXix + ZZ CkjXkj
j=1

i=1 k=1 k=1j
Sujeto a:
Oferta:
r
ink <aq,i=1,...m
k=1
Demanda:

Ecuacion de balance oferta demanda:

m
2. %= )
i=1

j=1
Condiciones de no negatividad:
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Xix = 0, i=1,. mk=1,..,r

Xkj = 0, k=1,.,rj=1,..,n

La formulacién de programacién lineal para el problema de sistema de distribucién
(En formato Lindo):

MIN 13.7EPFW + 12.7EPSF + 14.7EPLV + 13.9SBSF + 11.2SBLV + 0.3FWDA +
2.1FWSA + 3.1FWWI + 44FWKC + 6.0FWDE + 5.2SFDA + 5.4SFSA + 4.5SFWI +
6.0SFKC + 2.7SFDE + 4.7SFSL + 3.4SFPH + 3.3SFLA + 2.7SFSD + 5.4LVDE + 3.3LVSL +
2.4LVPH + 2.1LVLA + 2.5LVSD

Sujeto a:

1) EPFW + EPSF + EPLV < 30000

2) SBSF + SBLV < 20000

3) FWDA + FWSA + FWWI + FWKC + FWDE - EPFW = 0
4) SFDA + SFSA + SFWI + SFKC + SFDE + SFSL + SFPH + SFLA + SFSD
- EPSF - SBSF = 0

5) LVDE + LVSL + LVPH + LVLA + LVSD - EPLV - SBLV = 0
6) FWDA + SFDA = 6300

7) FWSA + SFSA = 4880

8) FWWI + SFWI = 2130

9) FWKC + SFKC = 1210

10) FWDE + SFDE + LVDE = 6120

11) SFSL + LVSL = 4830

12) SFPH + LVPH = 2750

13) SFLA + LVLA = 8580

14) SFSD + LVSD = 4460

Todas las variables =0
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La soluciéon para el problema de distribucién, utilizando Lindo, se muestra a
continuacion:

VARIABLE VALOR VALO DE LA FUNCION
EPFW 14,520
EPSF 6,740
EPLV 0
SBSF 0
SBLV 20,000
FWDA 6,300
FWSA 4,880
FWWI 2,130
FWKC 1,210
FWDE 0
SFDA 0
SFSA 0 $600,942
SFWI 0
SFKC 0
SFDE 6,120
SFSL 0
SFPH 0
SFLA 0
SFSD 620
LVDE 0
LVSL 4,830
LVPH 2,750
LVLA 8,580
LVSD 3,840

El diagrama de flujo 6ptimo para el problema del sistema de distribucion, se muestra
a continuacidn:
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6,120 4,830 2,750 8,580 4,460

A continuacidn, se proporciona un resumen de la soluciéon éptima:

Costos A Cualquier centro de distribucion
Costos de manufactura $423,230
Costo de envio $177,712
Costo total $600,942
Variables de decision:
Ruta Unidades Ruta Unidades
El Paso-Fort Worth 14,520 Santa Fe - San Antonio 0
El Paso-Santa Fe 6,740 Santa Fe - Wichita 0
El Paso -Las Vegas 0 Santa Fe - Kansas City 0
San Bernardino-Santa 0 Santa Fe - Denver 6,120
San Bernardino-Las 20,000 Santa Fe - Salt Lake 0
Fort Worth -Dallas 6,300 Santa Fe - Phoenix 0
Fort Worth - San 4,880 Santa Fe - Los Angeles 0
Fort Worth - Wichita 2,130 Santa Fe - San Diego 620
Fort Worth - Kansas 1,210 Las Vegas - Denver 0
Fort Worth - Denver 0 Las Vegas - Salt Lake 4,830
Santa Fe -Dallas 0 Las Vegas - Phoenix 2,750
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Discusion:

Permitir que los clientes sean atendidos por cualquier centro de distribucién reduce
el costo total a $ 600,942; el costo total consiste en $ 423,230 de costo de fabricacién
y $ 177,712 de costo de envio. Se trata de una disminucién del 3.19% en el costo total
y una disminuciéon de 8.42% en el costo de envio. Solamente un cliente, San Diego, es
servido por mas de un centro de distribucion.
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Problema No. 4

Un problema de redes sobre la ruta mds corta

Considere el siguiente ejemplo de transporte. Cada fila representa un camino
(arco) entre dos ciudades (nodos). Las ciudades se identifican por letras y la distancia
en kilometros entre las ciudades se proporciona. Para este ejemplo, debemos asumir
que todas las carreteras son de una sola via desde la primera ciudad listada a la
segunda. Estas referencias se recolectan en el conjunto de datos de la ruta mas corta.

Ciudad | Ciudad 2 Distancia (Km)
A B 6.8
A D 6.2
B C 9.1
B D 8.5
B E 7.2
C E 10.3
D E 8.8
D F 5.6
E F 2.5
E G 9.4
F G 12.3

En general, la formulacién del problema de trayectoria (distancia) mas corta es la
siguiente:

m n
Min Z = chijxl’j

i=1 j=1
Sujeto a:
n r 1, sii=s(origen)
z Xij — Z Xpi = { 0, otro caso
=1 k=1 -1, sii =t (destino)
xij =0, para todos los (i,j) arcos en la red
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El flujo en red de la ruta mas corta se muestra a continuacion:

Origen (+1) Destino (-1)

El modelo de programacion lineal par el problema de la ruta mas corta del ejemplo,
se plantea de la siguiente forma:

1,si el arco del nodo i esti en la ruta mas corta

Seax;; = { .
y 0, en caso contrario

c;j = distancia con el arco dese el nodo i hasta el j

MinZ = 6.8xy45 + 6.2x4p + 9.1x5, + 8.5x5p + 7.2x5 + 10.3x-g + 8.8xpp + 5.6xpp
+ 2.5x5r + 9.4x5; + 12.3x5¢

Sujeto a:
Ciudad

(A) xupt+x4p=1
(B) —x4p + xpc + xpp + xgg =0
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(C) —xpc +xce =0

(D) —xap —xpp +xpg + xpr =0

(E) —xpg —Xcg — Xpg + Xgr + Xg¢ =0

(F) —xpr —Xgr +xp¢ =0

(G) —xpe —xpc = —1

A xl-j =0

Resolviendo el problema de la ruta mas corta utilizando lindo. Se tiene la ruta mas
corta siguiente:

Valor de la funcién objetivo: 23.40

Variable Valor

>
=)
m
R O © ©O © Rk O O O M

El diagrama de flujo 6ptimo para el problema de la ruta mas corta se muestra a
continuacion:
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7.2

Origen (+1) Destino (-1)

Ruta mas corta: A-B-E-G. Distancia total, 23.40 kilémetros

Problema No. 5

Usando Matlab para encontrar la grdfica y la ruta mds corta de un problema de red
Encontrar la ruta mas corta en una grafica dirigida. Considere el siguiente ejemplo:
e Definimos el vector fila W de pesos o distancias o costos en los arcos

W=[41.99.51.32.15.45.38.32.36 .29 .21];

e Se utiliza el comando sparse para definir la unién de los nodos

DG =sparse ([61223445561],[26354163435], W), obteniéndose el
vector DG:

DG =
(41) 04500
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(62) 04100
(23) 0.5100
(53) 0.3200
(63) 0.2900
(34) 0.1500
(54) 03600
(1,5) 0.2100
(2,5)  0.3200
(16)  0.9900
(46)  0.3800

e Se utilizan los comandos view y biograph para obtener la grafica

h =view (biograph (DG, [],'ShowWeights','on’)

| | 0.3{?3)"'(

El diagrama de flujo 6ptimo para el problema de la ruta mas corta utilizando Matlab

e Determinado la ruta mas corta del nodo 1 al nodo 6. Utilizamos el comando de
Matlab, tenemos:

[dist,path,pred] = graphshortestpath(DG,1,6)

dist=0.9500 (que es la distancia mas corta)
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path= 1 5 4 6 (sedefinelaruta mas corta)

pred= 0 6 5 5 1 4
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Problema No. 6

Un problema de redes PERT/CPM. Hiller y Lieberman (2015)

Ken Johnston, el gerente de proceso de datos de Stanley Morgan Bank, esta planeando
un proyecto para instalar un nuevo sistema de informacién administrativo. Ahora
esta listo para iniciar el proyecto y desea terminarlo en 20 semanas.

Después de identificar las 14 actividades separadas que se necesitan para realizar
este proyecto, asi como sus relaciones de precedencia y duraciones estimadas (en
semanas), Ken ha construido la siguiente red de proyecto:

INICIO CULMINACION

a) Encuentre todas las rutas y longitudes de rutas a través de esta red de proyecto.
;Cudl de estas rutas es critica?

b) Encuentre los tiempos mas tempranos, los tiempos mas lejanos y la holgura de
cada actividad. ;Ken sera capaz de cumplir con el plazo limite si no ocurren
retrasos?

c) Utilice la informacidén del inciso b) para determinar cual de las rutas es critica.
;Qué le dice esto a Ken acerca de en qué actividades debe enfocar mas su atencion
para mantenerse dentro del programa?
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d) Utilice la informacién del inciso b) para determinar cudl sera la duracién del
proyecto si el Unico retraso es que la actividad I toma dos semanas adicionales.
;Qué pasa si el inico retraso es que la actividad H toma dos semanas adicionales?
;Qué pasa si el Unico retraso es que la actividad ] toma dos semanas adicionales?

Solucioén:
Inciso a)

Inicio - A-D - H- M - Culminacién. Longitud = 19 semanas

Inicio - B- E - ] - M - Culminacién. Longitud = 20 semanas. *Ruta critica
Inicio - C - F - K- N - Culminacién. Longitud = 16 semanas

Inicio - A - I- M - Culminacién. Longitud = 17 semanas

Inicio - C- G- L -N - Culminacién. Longitud = 20 semanas. *Ruta critica

Inciso b)
Actividad ES EF LS LF Holgur | Ruta critica
a

Inicio 0 0 0 0 0 Si

A 0 6 1 7 1 No

B 0 3 0 3 0 Si

C 0 4 0 4 0 Si

D 6 10 7 11 1 No

E 3 10 3 10 0 Si

F 4 8 8 12 4 No

G 4 10 4 10 0 Si

H 10 13 11 14 1 No

| 6 11 9 14 3 No

J 10 14 10 14 0 Si

K 8 11 12 15 4 No

L 10 15 10 15 0 Si

M 14 20 14 20 0 Si

N 15 20 15 20 0 Si
Culminacion 20 20 20 20 0 Si

Ken Johnston, el gerente de proceso de datos de Stanley Morgan Bank podra cumplir
con su plazo si no se producen retrasos.

Inciso c)
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Las rutas criticas son:

Inicio - B - E - ] - M- Culminacion
Inicio - C - G- L - N - Culminacién

Hay que centrar los esfuerzos en aquellas actividades que tiene holgura 0. Los del
camino critico.

INICIO 1 CULMINACION

Ruta critica 1: Inicio-B-E-J-M-Culminacién
(20 semanas)

Ruta critica 2: Inicio-C-G-L-N-Culminacién

(20 semanas)

Diagrama de red final que muestra las dos rutas criticas.
Inciso d)
Si la actividad I tarda 2 semanas adicionales, no habra ningin retraso porque su
holgura es de 3 semanas. Si la actividad H toma 2 semanas adicionales, entonces habra

un retraso de 1 semana porque su holgura es de una semana. Si la actividad ] toma 2
semanas adicionales habra Un retraso de 2 semanas porque no tiene holgura.
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8. Problemas propuestos.
Problema No. 1
(Ruta mads corta). Sierksma y Zwols (2015)

La distancia entre cuatro ciudades se muestra en la siguiente tabla:

Ciudades
1/2(3 |4
Ciudad1 /06|39
Ciudad2 | 6|0| 2|3
Ciudad3 |3 /2|0 |6
Ciudad4 |9 3|6 |0

Escriba un modelo de programacion lineal que pueda usar para determinar la ruta
mas corta de la ciudad 1 a la ciudad 4; determine la ruta mas corta de la ciudad 1 a la
ciudad 4.

Use un programa de computadora para determinar la ruta mas corta.
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Problema No. 2
(Transbordo). Anderson y Sweeney (2011)
La formulacion de programacion lineal siguiente es para un problema de transbordo:

Min Z = 11xy3 + 12x4 + 10x,4 + 8x34 + 10x35 + 11x4, + 9x45 + 125,

Sujeto a:
X13 + X14 — X1 <5
Xp1 — X3 — X52 <3
X13 — X34 — X35 = 6
—X14 = X34 + X4 + Xg5 < 2
X35 T X45 — Xs52 = 4
xi; = 0, para todai,j

Muestre la representaciéon en red para este problema y resuélvalo utilizando
Microsoft Excel.
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Problema No. 3

(Asignacién). Anderson y Sweeney (2011)

Una empresa utiliza un producto quimico llamado Rbase en las operaciones de
producciéon de cinco divisiones. S6lo seis de sus proveedores cumplen con los
estandares de control de calidad de la empresa, y s6lo estos proveedores pueden
producir Rbase en cantidades suficientes para satisfacer a las necesidades de cada
divisién. La cantidad de Rbase necesaria por cada division y el precio por galén que
cobra cada proveedor son los siguientes:

Demanda (miles de galones) Precio por galén ($)
Division Proveedor

1 40 1 12.60
2 45 2 14.00
3 50 3 10.20
4 35 4 14.20
5 45 5 12.00

6 13.00

El costo por galon ($) para el envio desde cada proveedor hasta cada division se
proporciona en la tabla siguiente:

Proveedor

Division | 1 2 3 4 5 6
2.7512.50|3.15|2.80 | 2.75 | 2.75
0.80 | 0.20 | 5.40 | 1.20 | 3.40 | 1.00
470 | 2.60 | 5.30 | 2.80 | 6.00 | 5.60
2.60 | 1.80 | 4.40 | 2.40 | 5.00 | 2.80
3.40 [ 0.40 | 5.00 | 1.20 | 2.60 | 3.60

OV [ [W|IN =

La empresa considera adecuado distribuir contratos entre sus proveedores, de modo
que la empresa se vea menos afectada por los problemas de los proveedores (por
ejemplo, las huelgas de trabajadores o la disponibilidad de recursos). La politica de la
empresa requiere que cada divisién tenga un proveedor separado.

a) Paracada combinacién de proveedor - division, calcule el costo total de satisfacer

la demanda de la division.
b) Determine la asignacion 6ptima de proveedores a las divisiones.
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Problema No. 4

(Transporte). Anderson y Sweeney (2011)

Una empresa fabrica la unidad central de procesamiento (CPU) de una computadora
personal. Las CPU se fabrican en Seattle, Columbus y Nueva York y se envian a
almacenes en Pittsburgh, Mobile, Denver, Los Angeles y Washington, D.C. para su
distribucién posterior. La tabla siguiente muestra la cantidad de CPU disponibles en
cada planta, la cantidad requerida por cada almacén y los costos de envio (d6lares por

unidad):

Almacén
Planta Pittsburgh | Mobile Denver Los Washington CPU
Angeles disponibles

Seattle 10 20 5 9 10 9,000
Columbus 2 10 8 30 6 4,000
Nueva York 1 20 7 10 4 8,000
CPU 3,000 5,000 4,000 6,000 3,000 21,000

requeridos

a) Elabore una representacion en red para este problema
b) Elabore el modelo de programacion correspondiente para este problema

c) Determine la cantidad que debe enviarse desde cada planta a cada almacén para
minimizar el costo total de envio. Use Lindo, Lingo y Excel para resolver el
problema.

d) El almacén de Pittsburgh acaba de incrementar su pedido en 1,000 unidades y la
empresa autorizé a su planta de Columbus aumentar su produccién en la misma
cantidad. ;este aumento en la produccién conducira a un incremento o a una
disminucién en los costos totales de envio? Calcule la nueva solucién éptima.

218



Problema No. 5

(Ruta critica). Sierksma y Zwols (2015)

Una compaiiia ha firmado recientemente un contrato con un autor para publicar y
comercializar un nuevo libro sobre optimizacién lineal. La administracién desea
saber la fecha de finalizacibn mas temprana posible del proyecto. Los datos
pertinentes figuran en la tabla siguiente. Un total de ocho actividades, nombradas
como Al, .., A8, tienen que ser completadas. Las descripciones de estas actividades se
dan en la segunda columna de esta tabla. En la tercera columna se enumeran los
numeros estimados de semana necesarios para completar las actividades. Algunas
actividades solo se pueden iniciar cuando otras han finalizado. La tltima columna de
la tabla lista los predecesores inmediatos de cada actividad.

Actividad Descripcion Tiempo Inmediato
Al Preparacion del manuscrito 25 Ninguna
A2 Editar y copiar el manuscrito 3 Al
A3 Corregir las pruebas de pagina 10 A2
A4 Obtener todos los derechos de autor 15 Al
A5 Disefar los materiales de 9 Al

mercadotecnia
A6 Elaborar los materiales de 5 A5,A4
mercadotecnia
A7 Producir el libro final 10 A3,A4
A8 Organizar el envio 2 A6,A7

a) Dibuje la red del proyecto de este problema

b) Calcule el tiempo total de finalizacion del proyecto, junto con los tiempos de inicio
mas temprano y tiempo de inicio mas tardio de todas las actividades.

c) Calcule el tiempo de terminacién mdas temprano y el tiempo de terminacién mas
tardio de todas las actividades.

d) ;Cual es la ruta critica del proyecto? ;Es inica?
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Problema No. 6

(Transbordo). Griva, Nash y Sofer (2009)

Considere lared en la figura siguiente. La usamos para representar el flujo de petroéleo
a través de tuberias. Supongamos que se estan produciendo 50 barriles de petréleo
en el nodo 1y que deben ser transportados a través de un sistema de tuberias al nodo
6y 7 (20 barriles al nodo 6 y 30 barriles al nodo 7). El costo de bombeo de un barril
de petroéleo a lo largo de cada uno se marca en la figura. El flujo en cada arco tiene un
limite inferior de cero y un limite superior de 30. El nodo 1 es una fuente y los nodos
6 y 7 son nodos de destino. Los otros nodos son nodos de transbordo. El coste
asociado de transporte se muestra en cada uno de los arcos de la figura.

Elabore el correspondiente modelo de programacion lineal de este problema.
Resuelva el modelo de programacién lineal utilizando algin programa de
computadora. Determine cual es el plan de envio 6ptimo para este problema.
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Problema No. 7

(Ruta mds corta). Anderson y Sweeney (2009)

Una compaiiia identificé 10 sitios principales de recolecciéon y entrega para los
pasajeros de taxis en la ciudad de Nueva York. En un esfuerzo por minimizar el tiempo
de viaje y mejorar el servicio al cliente y la utilizacién de la flota de taxis de la empresa,
a la gerencia le gustaria que los conductores de taxis tomaran la ruta mas corta entre
sitios siempre que sea posible. Utilizando la red siguiente de carreteras y calles, ;cual
es la ruta que un conductor uno debe tomar partiendo del sitio 1 para llegar al sitio
10?7 Los tiempos de recorrido en minutos se muestran en los arcos de la red. Observe
que hay dos calles de un sentido con la direccién mostrada por las flechas.
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Problema No. 8

(Ruta critica). Sierksma y Zwols (2015)

La compafiia PHP fabrica instrumental médico, y ha decidido abrir una nueva planta.
La gerencia ha identificado once actividades principales del proyecto, para ser
terminado antes de que la produccién real pueda comenzar. La direccién también ha
especificado las actividades (los predecesores
completadas antes de que una actividad determinada pueda comenzar. Para cada una
de las once actividades, se ha estimado el tiempo de ejecucion. En el cuadro a

continuacién se indican los resultados

inmediatos) que deben ser

Actividad Descripcion Tiempo Predecesor
estimado inmediato
A Seleccionar el personal de Staff 13 Ninguno
Seleccionar la ubicacion 26 Ninguno
C Preparar los planes finales de 11 B
construccion y la distribucion
D Seleccionar equipo 11 A
E Trasladar los servicios al sitio 39 B
F Interesados en entrevista e 11 A
instrucciones de llenado
G Compra de equipo 36 C
H Construir el edificio 41 D
| Desarrollar el sistema 16 A
Instalar el equipo 5 E,G,H
K Capacitar al personal de Staff 8 F,L]

a) Dibuje la red del proyecto para este problema

b) Formule el modelo de programacion lineal de este problema, y resuélvalo

utilizando un programa de computadora

c) Formule el problema dual del problema del inciso b). Demuestre que la solucién

del dual corresponde a la longitud mas larga de la red del proyecto.
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d)

Calcule el tiempo total de finalizacion del proyecto, junto con los tiempos de inicio
mas temprano y tiempo de inicio mas tardio de todas las actividades.

Calcule el tiempo de terminaciéon mas temprano y el tiempo de terminaciéon mas
tardio de todas las actividades.

;Cudl es la ruta critica para este problema?
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Problema No. 9

(Estudio de caso prdctico transporte). Lapin y Whisler (1996)

La compafiia Textil Internacional, Ltd., se encuentra en Hong Kong, se especializa en
la distribucién de textiles a todo el mundo. La compaifiia estd integrada por la familia
del Lao. Los planes del presente son permanecer en el Hong Kong a través de la
transicion en el gobierno. Si las personas de la Republica China desean continuar su
crecimiento econdmico, la compania espera usar la base actual al funcionamiento de
la expansidn al continente. La compafiia Textil Internacional tiene los telares en la
Bahamas, Hong Kong, Corea, Nigeria, y Venezuela, cada tejido de dicha prenda es de
dos fibras como: algodén, poliéster, y/o seda. Los telares atienden a ocho compafiias
de distribucidn localizados cerca del cliente, en centros geograficos de actividad.

Debido a que los costos de transportaciéon histéricamente han estado por
debajo del 10% de los gastos totales, la direccién ha prestado poca atenciéon a mejorar
la economia a través de la asignacion de ruta adecuadas de embarques, Ching Lao esta
volviendo de los Estados Unidos, él ha completado su grado de maestria en
mercadotecnia. El cree que puede salvar a la compaiifa Textil Internacional ahorrando
ciento de miles de millones de délares simplemente con la asignacién de ruta dptimas
cada afio de los Telares a los centros de la distribucion.

Un ejemplo brillante de una asignacion inadecuada es la asignacion actual de
la producciéon de telas para el centro de distribucién de la ciudad de México
procedente de Nigeria en lugar de partir de Venezuela, con menos de un tercio de la
distancia entre dichas ciudades. De igual forma, el centro de Manila recibe la mayoria
de sus textiles ahora de Nigeria y Venezuela, aunque los telares en el propio Hong
Kong son mas cercanos.

Por supuesto, el costo de enviar la tela no depende exclusivamente de la
distancia. La tabla 1 proporciona los costos reales proporcionados al Sr. Lao de la
oficina principal de la compania. Las demandas de los centros de distribucion son
estacionales, para que un nuevo plan del embarque deba hacerse cada mes. La tabla
2 proporciona los requerimientos de tela para el mes de marzo. La compafiia textil
Internacional tiene diferentes capacidades en sus telares para producir varios tipos
de tela. La tabla 3 muestra las cantidades que aplican durante el mes de marzo.
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Tabla No. 1 Datos de costos de envio (ddlares por rollo)
Distribucién central
Telares Los Chicago | Londres | México | Manila | Roma | Tokio Nueva
(fabricas) Angeles York
Bahamas 2 2 3 3 7 4 7 1
Hong Kong 6 7 8 10 2 9 4 8
Corea 5 6 8 11 4 9 1 7
Nigeria 14 12 6 9 11 7 5 10
Venezuela 4 3 5 1 9 6 11 4
Tabla No. 2 Demandas para el mes de marzo (rollos)
Distribucién central

Textil Los Angeles Chicago Londres | México | Manila | Roma | Tokio | Nueva

York
Algodén 500 800 900 900 800 100 200 700
Polyester 1,000 2,000 3,000 1,500 400 700 900 2,500
Seda 100 100 200 50 400 200 700 200
Tabla No. 3 Capacidades de produccion mes de marzo (rollos)

Capacidades de produccion

Fabrica Algodén Polyester Seda
Bahamas 1,000 3,000 0
Hong Kong 2,000 2,500 1,000
Corea 1,000 3,500 500
Nigeria 2,000 0 0
Venezuela 1,000 2,000 0

El sr. Lao quiere fijar la produccién y los embarques de tal forma que se reduzcan los
costos para los clientes porque cuando hay capacidad insuficiente y la eficiencia en
las operaciones es menor a la capacidad es cuando la demanda se cae debajo de la
maxima potencia productora.

Usted se ha involucrado en la compaiiia Internacional y ha decidido ayudar al sefior
Lao.

Encuentre la cantidad 6ptima de embarques a fijar en marzo y su costo de
transportacion total para cada uno de los siguientes telares o productos fabricados:

a) Algodon
b) Tela de poliéster

c) Seda
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Problema No. 10

(Ruta critica). Lapin y Whisler (1996)

Los datos para la construccidn de una casa se muestran en la siguiente tabla:

Actividad Descripcion Actividad Tiempo esperado para
A Clasificar Ninguna 3
B Excavar Ninguna 4
C Decorar B 1
D Cimientos AC 2
E Vigas del piso D 3
F Instalacién hidraulica AC 3
G Piso EF 2
H Instalacién eléctrica D 1
I Paredes G 10
J Cableado H,I 2
K Lineas de comunicacion ] 1
L tuberias I 5
M Ventanas L 2
N Puertas L 2
0 Tabla roca K,L 3
P Detalles interior N,0 5
Q Detalles exterior N 4
R Pintura M,P,Q 3
S Alfombra R 1
T Inspeccién del comprador S 1

a) Dibuje la red del proyecto para este problema

b) Calcule el tiempo total de finalizacion del proyecto, junto con los tiempos de inicio
mas temprano y tiempo de inicio mas tardio de todas las actividades.

c) Calcule el tiempo de terminaciéon mas temprano y el tiempo de terminacién mas
tardio de todas las actividades.

d) ;Cual es la ruta critica para este problema?
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9. Conclusiones de capitulo

Existen varios tipos de modelos de programaciéon lineal que exhiben una
estructura especial que pueden ser utilizados para la construcciéon de algoritmos
eficientes para su solucién. La motivacion para aprovechar su estructura
generalmente ha sido la necesidad de resolver problemas mas grandes de lo que
de otra manera no seria posible resolver con la tecnologia informatica existente.

Historicamente, la primera de estas estructuras especiales a analizar era el
problema de transporte, que es un tipo particular de problema de red. El
desarrollo de un procedimiento de solucién eficiente para este problema dio lugar
a la primera aplicacion generalizada de la programacion lineal a problemas de
logistica industrial.

Mas recientemente, el desarrollo de algoritmos para resolver eficientemente
sistemas de redes se ha convertido en una preocupacién importante en la
programaciéon matematica aplicada.

Los modelos de red son posiblemente atin los mas importantes modelos con
una estructura especial en la programacién lineal. En este capitulo examinamos
las caracteristicas de los modelos de red, formulamos algunos ejemplos de estos
modelos y utilizamos un enfoque para su solucion.

El enfoque presentado aqui se deriva simplemente de especializar las reglas
del método simplex para aprovechar la estructura de los modelos de red.

Los algoritmos resultantes son extremadamente eficientes y permiten la
soluciéon de modelos de red tan grandes que resultan imposibles de resolver
mediante procedimientos de programacion lineal ordinarios.

En este capitulo se presentaron los problemas de transporte, el problema de
asignacion, el problema de transbordo, el problema de la ruta mas corta, y,
finalmente, los problemas de red PERT-CPM o el método de la ruta critica.

El procedimiento PERT/CPM para planear, programar y controlar una amplia
variedad de proyectos. La clave de este procedimiento de programacién de
proyectos es el desarrollo de una red de proyecto PERT/CPM que ilustra las
actividades y sus relaciones de precedencia. Con esta red y las estimaciones de
tiempo y actividad, pudieron identificarse la ruta critica de la red y las actividades
criticas asociadas.
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Durante el desarrollo del dltimo tema, pudieron identificarse un programa de
actividades que mostraron los tiempos de inicio y terminacién mas tempranos, los
tiempos de inicio y terminaciéon mas tardios y la holgura de cada actividad.

Reviste importancia el mencionar los siguiente: en los problemas de redes
PERT/CPM las estimaciones de los tiempos de actividad precisas son importantes
en el desarrollo de un programa de actividades. Sin embargo, cuando los tiempos
de actividad son desconocidos, se precisa abordar el problema con tiempos de
actividad desconocidos, en este caso, se agregan al problema, estimaciones de
tiempo adicional: tiempo optimista, tiempo mas probable y tiempo pesimista. Lo
anterior permitird que el problema de redes se aborde desde un enfoque
diferente. Es decir, tomar en cuenta la incertidumbre al determinar la ruta critica
y el programa de actividades.

Para este caso, se sugiere abordar en clase, uno o dos problemas con los
alumnos en donde se resuelva un problema con tiempos inciertos que le permitan

comprender de forma amplia parte de la teoria del método del camino critico.

En esta seccion, se utilizaron distintos programas de cémputo, entre ellos:
Lindo, Lingo, Maple, Matlab y Excel.
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1. Introduccion

Numerosas aplicaciones de la programaciéon matematica, incluyendo muchas vistas
en los dos capitulos anteriores, se expresan naturalmente como programas lineales.
Los supuestos o aproximaciones de programacion lineal también pueden conducir a
representaciones de problemas apropiadas sobre el rango de variables de decision
que se estan considerando. En distintas ocasiones, sin embargo, las no linealidades en
forma de funciones objetivo no lineales o restricciones no lineales son cruciales para
representar correctamente una aplicacién como un programa matematico. En este
tercer capitulo del libro se proporciona un primer paso hacia el enfrentamiento de
problemas no lineales; primero introduciendo varias caracteristicas de programas no
lineales y entonces tratando dichos problemas que pueden ser resueltos usando
procedimientos especiales. Como consecuencia, las técnicas a discutir son
principalmente basadas en el calculo.

A medida que se desarrolla nuestra discusién sobre la programacién no lineal,
se invita alos alumnos y a los lectores a reflexionar sobre la teoria de la programacion
lineal y la teoria de redes que se ha desarrollado anteriormente, contrastando las dos
teorias para entender por qué los problemas no lineales son intrinsecamente mas
dificiles de resolver. Al mismo tiempo, debemos tratar de entender las similitudes
entre las dos teorias, en particular porque los resultados no lineales a menudo estan
motivados por, y son extensiones directas de, sus analogos lineales.

Las similitudes seran particularmente visibles para el material de este capitulo
donde predominan las técnicas vistas en los dos capitulos anteriores.

Los métodos clasicos de optimizaciéon son utiles para encontrar la solucién
Optima de funciones continuas y diferenciables. Estos métodos son analiticos y hacen
uso de las técnicas de calculo diferencial para localizar los puntos éptimos. Dado que
algunos de los problemas practicos implican funciones objetivas que no son continuas
y / o diferenciables, las técnicas clasicas de optimizacion tienen un alcance limitado
en aplicaciones practicas. Sin embargo, un estudio de los métodos de calculo de
optimizacién constituye una base para el desarrollo de la mayoria de las técnicas
numéricas de optimizacién presentadas en los temas subsecuentes. En este capitulo
presentamos las condiciones necesarias y suficientes para localizar la solucion
o6ptima de una funcién de una sola variable, una funcién multivariable sin
restricciones y una funcidén multivariable con restricciones de igualdad y desigualdad.

En la mayoria de las situaciones practicas, la funcién objetivo y /o

restricciones son no lineales. El método de solucién para tratar con tales problemas
se puede llamar como programacion no lineal.
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El presente capitulo se centra en la programaciéon no lineal aplicada. Se
presenta una introduccién general que discute varios aplicaciones industriales o
gerenciales. Se utilizan conceptos clave como funciones convexas y funciones
céncavas.

Mediante un conjunto de ejemplos se explican las funciones para variables
simples y variables multiples. Si bien la programacién no lineal es muy extensa, los
alcances del tema se acotan a lo establecido en el programa de estudios de la carrera
de ingenieria en sistemas computacionales. Sin embargo, hay casos especiales que
pueden ser abordados en estudios superiores, como el caso especial de programacion
no lineal entera o la programacién geométrica. En ese sentido, se espera que el
presente libro sera una util referencia o un libro de texto para profesionales y
estudiantes de distintas carreras en el campo de la ingenieria, por ejemplo, ingenieria
industrial, ingenierfa en sistemas computacionales, ingenieria en gestion
empresarial, e inclusive, personas interesadas en cursar en algin momento de su vida
un programa en el campo de la investigacion de operaciones o de la ciencia de la
gestion.
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2. Conceptos basicos de programacion no lineal

Cualquier problema de optimizacion consiste esencialmente en una funcién objetivo
(o criterio). Dependiendo de la naturaleza de la funcién objetivo, existe la necesidad
de maximizar o minimizar eso. Por ejemplo,

a) Maximizar el beneficio

b) Maximizar la fiabilidad de un equipo

c) Minimizar el costo

d) Minimizar el peso de un componente o determinada estructura de ingenieria,
Etcétera

Si se imponen ciertas limitaciones o restricciones, se hace referencia a un problema
de optimizacién restringida. En ausencia de las limitaciones, es un problema no
restringido.

Los métodos de la programacion lineal son utiles cuando la funcién objetivo y el
conjunto de restricciones son funciones lineales, tales problemas pueden ser
resueltos utilizando el algoritmo simplex. La programacion no lineal puede presentar
los siguientes casos:

a) Funcion objetivo no lineal y restricciones lineales
b) Funcion objetivo lineal y restricciones no lineales
c) Funcién objetivo no lineal no restringida
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3. Aplicaciones de la programaciéon no lineal

En el escenario industria de negocios, existen numerosas aplicaciones de la
programacion no lineal. Algunas de estas aplicaciones son las siguientes:

3.1. Suministro de materia prima (inventarios)

Las industrias procuran contar regularmente con las materias primas o los insumos
y /o componentes. Estos se obtienen frecuentemente en tamafios de lote adecuados.
El costo anual total oportuno es la suma del costo de ordenar y el costo de
mantenimiento del inventario. Si el tamafio del lote es grande, entonces hay un menor
numero de 6rdenes en un afio y por lo tanto el costo anual de ordenar. Pero al mismo
tiempo, el costo de mantenimiento del inventario se incrementa. Considerando la tasa
de demanda constante, la funcién de costo total es no lineal, tal como se muestra en
la figura No. 1 siguiente:

Hay un tamafio correspondiente de lote apropiado del inventario en el cual el
costo anual total estd en el nivel minimo. Después de formular la funcién no lineal
de costo total en términos del tamafio del lote, se optimiza para evaluar la cantidad
a adquirir deseada. Esta cantidad puede adquirirse periédicamente en cuanto la
cantidad se acerque a nivel cero.

Costo
Total

Tamaiio de Lote

Figura No. 1. Funcién de costo total con referencia al tamaiio de lote
3.2. Manufactura
Si una maquina o instalacion esta configurada para un tipo particular de producto,

entonces esta lista para producir esa unidad. El costo de la instalacién puede incluir
salarios de los ingenieros y trabajadores durante ciertos periodos de tiempo,
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mientras se estd configurando la maquina. Ademas de esto, el costo de las pruebas de
ejecucion, etc,, si las hay, pueden ser tomados en consideracion.

Cualquier numero de articulos pueden ser fabricados en una configuracion antes de
que se cambie para otra variedad de productos. Hay menos nudmero de
configuraciones en un afio si la cantidad producida por configuraciéon de unidad, son
mas. Se necesita un gran numero de configuraciones en el caso de que haya menos
numero de unidades fabricadas y, en consecuencia, el costo anual de instalacién sera
alto. Esta relacién entre el costo anual de instalacion y la cantidad se muestra en la
Figura No. 2.

Costo anual A
de
Instalacion

Cantidad

Figura No. 2. Variacién del coste de instalacion con respecto a la cantidad
3.3. Andlisis de punto de equilibrio

Para el buen funcionamiento de cualquier industria, es de interés conocer el nivel de
produccion en el que no hay ganancia, y ninguna pérdida. Esto se conoce como punto
de equilibrio. Si la cantidad fabricada y vendida es menor que este punto, hay
pérdidas.

Los beneficios se obtienen si la cantidad producida y comercializada es mayor
que el punto de equilibrio. El analisis de punto de equilibrio es la interaccién de los
ingresos por ventas y el costo total, donde el costo total es la suma del costo fijo y el
costo variable.

El costo fijo se refiere a las inversiones realizadas en bienes de capital tales

como maquinaria e instalaciones o infraestructura. El costo variable se refiere al costo
real de producciéon y es proporcional a la cantidad producida.
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La linea de costo total se muestra en la Figura No. 3 junto con los ingresos por
ventas. Los ingresos por ventas son la multiplicacién de la cantidad vendida por el

precio de venta por unidad.

Ingresos por ventas
Costo total

Ventas
Ingresos/ Costo
Total

Costos variables

Costos fijos

|
I
I
|
I
I
I
I
|
I
I
I
I
1
I
I
I
I
I
!

Punto de equilibrio cantidad fabricada y vendida

Figura No. 3. Interaccién del costo total lineal y los ingresos por venta

El costo total en la figura No. 3 se muestra como una funcién lineal. Sin
embargo, en la practica, y dependiendo de la naturaleza del costo variable y de
otros factores, el costo total puede ser representado como una funcién no
lineal como se muestra en la figura No. 4.

Ventas Costo total
Ingresos/ Costo

Total

Ingresos por ventas

|
|
|
l
\ |
‘ | Costos fijos
|
|
l
|

»
.

a1 a2 Cantidad

Figura No. 4. Interaccién entre el costo total no lineal y los ingresos por venta.
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La funcién de costo total no lineal y la linea de ingresos por ventas se intersecan en
dos puntos, correspondientes a la cantidad q1 y q2. Por lo tanto, existen dos puntos
de equilibrio en el rango visible de la cantidad. Como el beneficio es igual = ingreso
de ventas - costo total, es cero si se produce y se vende la cantidad q1 o q2. Hay cierta
cantidad que es mas que ql e inferior a q2, en la que se puede lograr el maximo
beneficio.

En situaciones mas complejas, tanto el costo total como las funciones de ingresos por
ventas pueden ser no lineales.

3.4. Logistica

La logistica se asocia con la entrega oportuna de bienes y servicios en los lugares
deseados. Un producto acabado requiere materias primas, componentes y diferentes
elementos de entrada. Todos ellos son necesarios en determinado momento, y, por lo
tanto, el transporte de ellos, se convierte en un problema significativo. El costo de
transporte debe ser incluido en los modelos de forma explicita. De igual forma, el
envio efectivo y adecuado de los articulos terminados es importante para satisfacer
las necesidades del cliente con el objetivo central de minimizar los costos totales. La
entrada y salida de los articulos terminados se muestra en la figura No. 5.

El apoyo logistico juega un rol importante en la gestiéon de la cadena de
suministros. El énfasis en la cadena de suministros esta en la integracién de varias
actividades incluyendo la adquisicion, la fabricacion, el envio de articulos finales a los
almacenes o distribuidores, transporte, etc.

En la formulacién del modelo de programacién no lineal, se debera de incluir
la produccion, los items de entrada, la frecuencia de las 6rdenes, entre otros aspectos
del costo total.

Cuando existe descuento por adquisicién de determinados productos, fruto de los
periodos estacionales, la empresa toma ventajas de este momento, para comprar en
grandes volumenes, de tal forma que el descuento por la compra sea efectivo. En ese
sentido, se puede maximizar el costo beneficio potencial.
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PROVEEDORES

ELEMENTOS DE ENTRADA

ORGANIZACION INDUSTRIAL

ARTICULOS TERMINADOS
CLIENTES

Figura No. 5. Entradas y salidas de los elementos del sistema

En la siguiente parte se analizan algunas aplicaciones de la vida real en las que se
formula una funcién objetivo no lineal. Estas funciones se maximizan o minimizan
dependiendo del caso. El concepto de maximo y minimo se explican a continuacion.
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4. Maximos y minimos

Considere una cualquier funcién f(x) como se muestra en la figura No. 6. Si f(x) se
define en el intervalo de x, [4, B]. f (x) tiene su valor maximo en x* que es dptimo.

F(x)

|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
B

A X*

Figura No. 6. Una funcion f (x)

La figura No. 7, representa el comportamiento de una funcién f(x). Si f(x) se define
en el intervalo de x, [4, B]. Tres puntos maximos son visibles, marcados como 1, 2 y
3. Estos puntos son definidos como maximos locales o maximos relativos.

'

flx)

|
/

/

i

A
B

Figura No. 7. Mdaximos/minimos locales y globales

El punto 2 de la funcién f(x), que se encuentra entre los puntos 1 y 3 es el valor
maximo. Este punto se denomina maximo global. Los puntos y 3 son llamados
maximos locales.
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Similarmente, los puntos 4 y 5 son puntos minimos de f (x). El punto 4 es un minimo
global. El punto 5 es un minimo local o relativo.

También se suele llamar a los maximos o minimos locales como extremos locales.

Para un maximo o un minimo,

af(x)
dx =0

Para la optimizacion, la derivada de segundo orden debe ser negativa, en el caso de
maximos y positiva en el caso de minimos, por ejemplo:

@ _, »
12 , para un maximo
y
d?f(x
% >0, para un minimo

Un ejemplo numérico que nos permite observar los maximos y minimos global y
para 0.15 < x < 1.75. La figura No. 8

cos(2mx)

locales del de la funcién: f(x) =

muestra la grafica de la funcion

s
!

i(x)

'
5}
L

Figura No. 8. Grdfica de la funcion f (x) = cosmx)

X
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5. Funciones convexas y funciones concavas
5.1. Funciones convexas

Una funcién no lineal f(x) se muestra en la figura No. 9. Esta funcién es de tal
naturaleza que la linea que une cualquiera de los puntos seleccionados en esta
funcion, nunca estara por debajo de esta funcion. En otras palabras, viendo la grafica
desde abajo, esta funcién o curva se vera convexa.

&

flx)

il Funcién convexa

it

L —

oy I

1 %

Figura No. 9. Funcidn convexa

5.2. Funciones concavas

La figura No. 10 representa a una funcion no lineal f (x). Seleccionando cualesquiera
dos puntos, por ejemplo P y Q. La linea que une P y Q (o cualquier otro punto
seleccionado de la funcién) nunca estara por encima de esta funcién f(x). Esta
funcién se conoce como funcién céncava. Si observamos la grafica desde la parte
inferior se vera concava.
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flx)

v

Figura No. 10. Funcién céncava

La diferencia entre funciones entre funciones convexas y concavas se muestra en
la tabla No. 1 y tabla No. 2.

Propiedades funciones convexas Grafica funcion convexa

1) Lalinea que une cualquiera de los dos
puntos anteriores nunca estara por
debajo de esta funcion.

2) af(x) + (A —a)f(x2) = flax; +
1-a)x,],0<sa<1

3) La derivada de segundo orden no « Fundon convexa
negativa indica que se trata de una
funcién convexa

4) Para minimizar una funcién convexa,
df (x
10 _
dx
Optima

se obtiene la solucién

5) Si-f(x) es concava, entonces f(x) es
una funcién convexa

Tabla No. 1. Propiedades y grdfica de una funcién convexa
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Propiedades funciones concavas

Grafica funcion concava

1) La linea que une cualquiera de los dos
puntos anteriores nunca estara por
encima de esta funcién.

2) af(x)) + (A —a)f(xx) < flax; + (1 -

a)x,],0<a<1

3) La derivada de segundo orden no
positiva indica que se trata de una
funcién céncava

4) Para maximizar una funcién concava,
af(x . SR
% = ( se obtiene la solucion 6ptima

5) Si-f(x) es convexa, entonces f(x) es una
funcion concava

fix)

P 0-..,_______#\’(}

Hf—

Tabla No. 2. Propiedades y grdfica de una funcion céncava

Ejemplo numérico No. 1 (resolviendo con Maple)

Pruebe que la funcién: f(x) =198 1
X

+?x

, €s una funcién convexa para valores

positivos de x. Encuentre la solucién éptima al minimizar f(x). La figura No. 11

muestra la grafica de la funcién.

_ (18:10-4)  x
X 2
180000 n Lx
f(x) x 2

Diff (y, x) = diff (v, x)
180000 1 _ 180000 , I
x [ X + 2 x) a 2 + 2

2
X

solve( _ 180000 + % =0,x]

600, -600
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Dl_ﬁp[_ 180;)00 n i,x] Zdlﬁf(_
X 2

_d (180000 1) _ 360000
x 2 2 e

180000 1
ST

Como la segunda deriva es positiva, la funcién f(x) es convexa. Una soluciéon éptima
se obtiene al igualar a cero la primera derivada. El valor positivo de la primera
derivada es x* = 600.

Sustituyendo x* = 600 en f(x), el valor éptimo es: evaz[ 180000 %x,x: 600) ,

f(x) =600

La grafica de la funcion : Min f(x) = 10018 % x ,cuando x es positiva, se muestra
X

a continuacion:
15000 4
10000

5000

200 100 600

Figura No. 11. Grafica de la funcién f(x) =10018 %x . Funcion convexa
X

Ejemplo numérico No. 2 (Resolviendo con Maple)

., 45,000 o
Muestre que la funcién: f(x) = — (T) — 2x, es una funcioén coéncava para valores

positivos de x y obtenga la solucion d6ptima al maximizar f(x) con los valores
positivos de x.

y = f(x)
y:=f(x)
_ (_ 45000 ) _,
X
_ 45000
X X
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Diff (y, x)

d (7 45000 72x)
X X

Diff (y, x) = diff (., x)

2

X X

X

( 45000 j 45000
— | - —2x|=

solve[ 45000 0, x)

2 27
X

-150, 150

Diff (y, x, x) = diff (y, x, x)

2 ( 45000 ) 90000
[ — —_ 2X = —
x 3

2
X X

( 45000
val| - —

2-x,x= 150)
X

-600

plot

(_ 45)(300 _ z.x,x:_150..150]

Como la segunda deriva es negativa, la funcion f(x) es cdncava. Una solucién 6ptima
se obtiene al igualar a cero la primera derivada. El valor positivo de la primera
derivada es x* = 150.

Sustituyendo x* = 150 en f(x), el valor 6ptimo es: eval[ _ 4000 5, x,x = 150] )
f(x) = —-600
: e ., 45,000
La figura No. 11 muestra la grafica de la funcién : Max f(x) = —( " )— 2x

cuando x es positiva, se muestra a continuacion:
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r T 1
-130 -100 -30 0 ’ 30

-5000

- 10000

-13000 -

Figura No. 12. Grafica de la funcién f(x) = — (‘Ls;cﬂ) — 2x . Funcién céncava
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6. Clasificacion de los problemas de programacion no lineal

Con el fin de optimizar la funcién objetivo no lineal, en la practica se utilizan varios
meétodos. La clasificacion actual puede no ser exhaustiva. Sin embargo, dependiendo
de varias consideraciones, estos métodos podemos clasificarse de la siguiente forma:

a) Segun el nimero de variables

i) Optimizacion de una sola variable
ii) Optimizacion multivariable, si mas de una variable esta en la funcion objetivo

b) Dependiendo del procedimiento de biisqueda

La busqueda del valor 6ptimo de cualquier variable comenzara desde un punto inicial
adecuado. Después de cierto nimero de iteraciones, se espera que el objetivo se
encuentre.

Algunos métodos son los siguientes:

i) Busqueda no restringida: cuando no hay ninguna nocién disponible para el
intervalo en el que puede haber una variable 6ptima, se realiza una busqueda
sin restricciones.

ii) Busqueda restringida.

iii) Método de busqueda de la seccion dorada. Se conoce el intervalo inicial en el
que se encuentra una variable y se optimiza una funcién unimodal (si solo
tiene un dptimo absoluto o relativo)

iv) Interpolacion cuadratica: si cualquier funcién puede ser aproximada por la
funcién cuadratica, entonces se obtiene un valor minimo de x usando: f(x) =
ax?+bx +c

Posteriormente este valor minimo se sustituye en la funcién real y se
continua un proceso iterativo para alcanzar una precision deseable.

V) Métodos numéricos

c) Dependiendo de la presencia de restricciones en los modelos de programacién no
lineal

Si no hay restricciones en el modelo de programacioén no lineal, es decir si no se
imponen restricciones a la funcién objetivo, entonces se denomina optimizacion sin
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restricciones. En caso contrario, el problema de programacion lineal puede ser el
siguiente: optimizacién no lineal, sujeto a un conjunto de restricciones del tipo:

La forma mas comun de un modelo de optimizacion no lineal es:
Max f(x), sujetoax € F,
Donde f: F — R es la funcién objetivo, F es la region factible, y x es el vector de

variables de decisién. Asumiremos que F € R™ para algunas n = 1 enteras, y por lo
tanto x es un vector de n nimeros reales.

Asumimos que el conjunto F puede describir el conjunto de restricciones lineales o
no lineales de la forma:

g;(x) =0 (j =1,..,p) y la restricciéon de desigualdad h; (x)(=,<)0 (k =1,...,q)
asumiremos que las funciones f,g;yh, (j=1,..,p,k=1,..,q) son funciones
diferenciales y continuas.

El conjunto F se expresa de la siguiente forma:

F=(xe Rn|gj(x)=0. para j=1,..,p
hi(x)<0 para k=1,..,q

En consecuencia, un modelo de programaciéon no lineal con restricciones puede
escribirse en la forma siguiente:

Max f(x)
Sujeto a:

g;(x) =0, paraj=1,..p
hy(x) <0 parak =1,..,q

d) Requisito de integralidad para las variables

Normalmente las soluciones obtenidas para un problema de optimizacién dan
valores en fracciones tales como 14.3, 201.57, etc. Mientras que, en muchas
aplicaciones de la vida real, las variables 6ptimas deben evaluarse en términos de
enteros exactos. Ejemplos pueden ser:

i) ;Cuantos empleados recomendables se necesitan?

ii) Numero de componentes necesarios para la fabricacién, que se utilizaran
posteriormente en el ensamblaje de cualquier producto acabado.
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iii) Numero de ciclos para la adquisicion de insumos o materias primas en el
contexto de la gestion de la cadena de suministro.

iv) Un nimero 6ptimo de ciclos de produccién en un afio para que el costo minimo
total pueda ser alcanzado.

Los problemas de programacién con nimeros enteros no lineales pueden clasificarse
de la siguiente manera:

1) Problemas de optimizacién con todas las variables enteras

Es el caso en donde todas las variables de disefio son necesarias. A este caso se le
denomina optimizacién entero puro.
2) Problemas de optimizacién entera mixta

En este caso, no es necesario obtener el valor entero 6ptimo de todas las variables. El
requisito de integridad se justifica solo para algunas variables. En otras palabras,
algunas variables de un conjunto pueden tomar valores continuos, mientras que los
restantes pueden tener valores enteros.

Los descrito anteriormente, puede resumirse brevemente en la siguiente figura No.
12

Busqueda
irrestricta

Método de la
seccién oro

Optimizacion de
una variable

Interpolacion
cuadratica

Método de

No restringida Newton Rapson

Métodos

dicotémicos
Optimizacion
multivariable
Método

Programacién no univariado
lineal/métodos
de solucién

Optimizacion de Métodos de

una variable busqueda
Restringida Métodos de

penalizacion de
Optimizacion la funcién
Aplicacién multivariable

especifica Métodos de

Lagrange

Figura No.12. Breve clasificacion de los modelos de programacién no lineal y sus métodos de solucion
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7. Ilustracion grafica de problemas de programacion no lineal
7.1. Optimizacioén de una variable

Si una funcién cualesquiera f(x) tiene solo una variable, su maximizaciéon o
minimizacidn se referira a un problema univariable, por ejemplo:

Max Z = 4x — 7x?
Min Z = 8x% — 3x

Estos son problemas de optimizacién de una sola variable sin restricciones. Si se
imponen ciertas limitaciones, como:

a) MaxZ = 4x — 7x?

Sujeto a:
x =03
b) MinZ = 8x? — 3x
Sujeto a:
x <0.15

Esto dara origen a un problema de optimizacién de una variable con limitaciones.

De hecho, es posible agregar restricciones a un problema de optimizacién no
restringido de una variable después de obtener el valor 6ptimo de una funcién.

Existen varios métodos para resolver un problema de optimizacién no restringido
con una variable, algunos de los que se abordaran en este libro son:

1) Busqueda irrestricta
2) Busqueda de la seccion oro
3) Interpolacién cuadratica

4) Método de Newton Raphson
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8. Busqueda no restringida

Cuando no hay idea del intervalo en la que puede encontrarse una variable que sea
Optima, la busqueda del 6ptimo es irrestricta. Se necesita un punto inicial adecuado
para iniciar el procedimiento de busqueda. En la figura No. 13, se muestra un punto
6ptimo mediante el valor simbolo x . Supongamos que el valor inicial es x = 0 desde
donde se iniciard una busqueda. Es como tratar de encontrar una direcciéon en una
ciudad desconocida.

A partir del punto inicial, es decir, x = 0, se ha de decidir si se mueve en direcciéon
positiva o negativa. El valor de x se incrementa o disminuye en la longitud adecuada
hasta que no se obtiene un rango cercano a x, en la que pueda encontrarse un éptimo.
Se obtiene un dptimo correcto en este intervalo acotado usando un valor de longitud
mas pequefio.

A
cri_t
;
v

Y

Figura No. 13. Biisqueda de un punto éptimo con longitud S

Ejemplo numérico No. 3. (Resolviendo con Maple y con el algoritmo de
busqueda no restringida)

Max f(x) = 4x — 8x2, considerando el punto inicial 0 y una longitud de 0.1.

Graficando la funcién f(x) con Maple, se tiene la siguiente Figura No. 14.
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Figura No. 14. Grdfica de la funcién f(x) = ~8x% + 4x enel intervalo —3.03 < x < 3.03
Resolviendo el problema mediante biisqueda no restringida:

Como la longitud del intervalo es 0.1, el valor de x en direccién negativaes 0 - 0.1 = -
0.1 y su valor en direccién positivaes 0 + 0.1 =+ 0.1

x | Max f(x) = 4x — 8x?
0 0

—-0.1 —0.48

0.1 0.32

Como el objetivo es maximizar y 0.32 > — 0.48, es razonable proceder en direccién
positiva.

x | Max f(x) = 4x — 8x?
0 0

0.1 0.32

0.2 0.48

0.3 0.48

f (0.3) no es mayor que f (0.2), por lo tanto, un éptimo correcto puede encontrarse
en el rango cercano de [0.2,0.3]. A continuacion se busca un intervalo de paso mas
pequefio, es decir 0.01 a partir de x = 0.2 , después de encontrar la direccion
adecuada.

x Max f(x) = 4x — 8x?
0.21 0.4872
0.22 0.4928
0.23 0.4968
0.24 0.4992
0.25 0.5000
0.26 0.4992
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Por lo tanto, f(0.26) no es mayor que f(0.25), por lo que el valor de x = 0.25 hace
maxima a nuestra funcién f(x) = 0.5.

Verificando con Maple:
y = f(x) =-8x° +4x

with(Optimization)
[ImportMPS, Interactive, LPSolve, LSSolve, Maximize, Minimize, NLPSolve, OPSolve]

Maximize(y, initialpoint= {x=0.1})
[0.500000000000000, [ x = 0.250000000000000] |

Por lo que se comprueba que el procedimiento del método es adecuado para
problemas de este tipo. Max f(x) = 0.5,con x = 0.25
La figura No. 15 muestra el punto en donde la funcion derivada pasa por el valor de x
es igual a 0.25, y tiene un valor maximo de f(x) = 0.5

Figura No. 15. Grdfica de la funcién f(x) = 4x — 8x? y su derivada.

Ejemplo numérico No. 4 (Resolviendo con Maple)

Min f(x) = 8x? — 5.44x, usando un valor inicial de x = 0.5 con una amplitud o
longitud de 0.1.

Graficando la funcion f(x) con Maple, se tiene la siguiente Figura No. 15.
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Figura No. 16. Grdfica de la funcién f(x) = 8x? — 5.44x en el intervalo —3 < x < 3

Evaluando la funcidon f(x) = 8x% — 5.44x en x = 0.5, se tiene que f(0.5) = —0.72

Para encontrar una direccién adecuada, se incrementa y disminuye el valor de x con
una amplitud de 0.1.

x | Min f(x) = 8x? — 5.44x
0.5 -0.720
0.6 —0.384
0.4 —0.896

Como la funcion tiene tendencia a decrecer en direcciéon negativa desde el valor inicial
de 0.5, la busqueda se realiza de la siguiente manera:

x | Min f(x) = 8x? — 5.44x
0.5 —0.720
0.4 —0.896
0.3 —0.912
0.2 —0.768

Como f (0.2) no es menor que f (0.3), la busqueda se detiene en este escenario. Se
reinicia desde x = 0.3 con una longitud menor, es decir, disminuimos la amplitud en
0.01, con el objetivo de encontrar una direccién adecuada para la movilidad.
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En este caso, se tiene:

X Min f(x) = 8x? — 5.44x
0.3 —-0.01 =0.29 —0.9048
0.3+ 0.01 =0.31 —0.9176

Otra mejora (desde el punto de vista de la minimizacién) es tomar una direccién
positiva, por lo tanto, el proceso en el intervalo cerrado [0.3, 0.4] nos da una mejor
precision para obtener la solucién del problema. Repetimos el proceso, y tenemos:

x | Min f(x) = 8x? — 5.44x
0.31 —0.9176
0.32 —0.9216
0.33 —0.9240
0.34 —0.9248
0.35 —0.9240

Como f(0.35) no es mayor que f(0.34), el proceso se detiene en este estado.

Con este valor, es decir, a partir de x = 0.34, consideramos una longitud o amplitud
de 0.001.

Sumando y restando 0.001 a x = 0.34, se obtiene:

x Min f(x) = 8x? — 5.44x
0.34 - 0.01 = 0.339 —0.92479
0.34 + 0.01 = 0.341 —0.92479
En comparacién con f(0.34) = —0.9248, no hay mejoras, por lo que el valor que hace

minima la funcién f(x) = 8x% — 5.44x, es x = 0.34. Por lo tanto, f(0.34) = —0.9248.
Verificando con Maple, tenemos:
y = 83 —5.44x

with(Optimization)
[ ImportMPS, Interactive, LPSolve, LSSolve, Maximize, Minimize, NLPSolve, QPSolve|
Minimize(y, initialpoint= {x = 0.5})

[ -0.924800000000000, [x = 0.340000000000000] ]
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Por lo que se comprueba que el procedimiento del método es adecuado para
problemas de este tipo. f(x) = 8x? — 5.44x ,con x = 0.5

La figura No. 16 muestra el punto en donde la funcién derivada pasa por el valor de
x esigual a 0.34, y tiene un valor minimo de f(x) = —0.9248.

—
[
[

Figura No. 17. Grdfica de la funcién f(x) = 8x? — 5.44x en el intervalo —3 < x < 3 y su derivada.

Es importante mencionar que, en el campo de la ingenieria, existen muchas
situaciones practicas, que estan relacionadas con la determinacién del rango inicial
seleccionado para los problemas de programaciéon no lineal, y en el que pueda
encontrarse una variable que sea 6ptima, dicho rango inicial debe estar disponible,
de tal forma que la bisqueda restringida se acote a ese rango exclusivamente. Por
ejemplo, el didmetro del circulo de paso de un engranaje que se va a montar en el
equipo no puede ser mayor de 200 milimetros. Similarmente, este diAmetro no puede
ser inferior a 50 milimetros, dependiendo de varios factores, tales como el rango de
salida deseado, la fabricacion, la exactitud y la capacidad de la maquina disponible
para la fabricacién del engranaje, etc.

El proceso de busqueda puede estar restringido al intervalo cerrado de [50, 200]
milimetros desde el principio.

Para ilustrar lo anterior, analicemos el siguiente problema:

Ejemplo numérico No. 5 (Resolviendo con Maple)
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Una industria manufacturera elabora multiples articulos, mediante un proceso
productivo. Cada articulo fabricado se produce mediante diferentes ciclos
productivos. El costo total de produccién anual, es la suma de los costos de
mantenimiento del inventario y el costo de instalaciéon de la maquinaria y equipo. Se
estima que la funcidn de costo total, esta determinada por la funcién: f(x) = 1150x +
250/x.

Donde x es el tiempo de ciclo ordinario por afo. El objetivo es minimizar la
funcion de costo total f (x) y evaluar x 6ptimo para su implementacion. Aplicar el
procedimiento de busqueda como se discutié anteriormente y considerar x = 0.45
afio con una longitud del intervalo 0.01 en la primera etapa de la bisqueda.

También resuelva el problema probando si la funcion es convexa y usando la
propiedad de convexidad. Comente sobre la importancia de los procedimientos de
busqueda.

Solucién:

Min f(x) = 1150x + 250/x, usando un valor inicial de x = 0.45 con una amplitud o
longitud de 0.01 .

Graficando la funcién f(x) con Maple, se tiene la siguiente Figura No. 18.

y=1150x + %

6000
4000 1

2000

2
=
3

Figura No. 18. Grdfica de la funcién f (x) = 1150x — 250/x en el intervalo —2 < x < 2
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Evaluando la funcién f(x) = 1150x + 250/x en x = 0.45, se tiene: f(0.45) =
1073.06

Entonces f(0.46) = 1972.47 < f(0.44) = 1074.18, y comparando con f(0.45 =
1073.06, tomando los datos en la direccién positiva se observa una mejora en la
utilizacion de los costos.

x | f(x) =1150x + 250/x
0.46 1072.47
0.47 1072.41
0.48 1072.83

A partir de 0.47 y usando una longitud de intervalo de 0.001, se elige la direccion
negativa y se obtienen los siguientes resultados:

x 0.469 0.468 0.467 0.466 0.465

f(x) =1150x + 250/x | 1072.40 | 1072.39 | 1072.3819 | 1072.3807 | 1072.384

Por lo tanto, el tiempo de ciclo 6ptimo x se obtiene como x = 0.466 afios y el coste
total relevante de 1072.38

Verificando con Maple, tenemos:

y=1150x + 2_)5c0

with(Optimization)
[ ImportMPS, Interactive, LPSolve, LSSolve, Maximize, Minimize, NLPSolve, QPSolve]

Minimize(y, initialpoint = {x = 0.45})
[1072.38052947636083, [x = 0.466252404114702]]

Por lo que se comprueba que el procedimiento del método es adecuado para
problemas de este tipo. f(x) = 1150x + 250/x,con x = 0.45

La figura No. 19 muestra el punto en donde la funcién derivada pasa por el valor de x
es igual a 0.4662, y tiene un valor minimo de f(x) = 1072.380.
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Figura No. 19. Grdfica de la funcién f(x) = 1150x + 250/x en el intervalo —2 < x < 2 y su derivada en
el mismo intervalo.

Con el fin de probar si la funcién es convexa, la primera y la segunda derivada de la

funcion son, respectivamente: - [1150x 4 ﬂj 1150 — 2_520 y
X X

X

2

L (nasoe s 29) 250
2 . 3

X X

500 . .
—; > 0 para valores positivos de x. Por lo tanto, es una funcioén convexa.
X

Usando las propiedades de convexidad, el 6ptimo puede obtenerse diferenciando a
f(x) con respecto de x e igualando a cero, los calculos realizados con Maple, se
muestran a continuacion:

solve(llSO— 230 =o] , %\/ 115, —%\/ 115 , evalf(%\/ 115] ,0.4662524039 .

X
El resultado es similar al obtenido mediante el procedimiento de busqueda.
Discusion:
Sin embargo, en muchos casos, es dificil probar si la funcién es convexa o concava. En
otras palabras, es dificil diferenciar todas las funciones. Las propiedades de la funcién
convexa o0 concava no pueden usarse para evaluar el 6ptimo si no es posible

determinar el tipo de funcién.

En tales situaciones, los procedimientos de buisqueda se vuelven muy importantes
para calcular el valor 6ptimo.
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El siguiente ejemplo muestra como es dificil encontrar un punto maximo o minimo
global cuando la funcién contiene maximo y minimos locales y puntos de inflexion. En
la tltima seccién se abordara lo relacionado al tema de maximos y minimos.
Ejemplo numérico No. 6 (Resuelto con Maple)

Determine los valore maximos y minimos de la siguiente funcion:

f(x) =12x5 — 45x* + 40x3 + 5

La figura No. 20 se muestra a continuacion:

10000 4

Figura No. 19. Grdfica de la funcién f(x) = 12x5 — 45x* + 40x3 + 5

- (12° —45x* +40%° +5) =60x* — 180x° + 1205°
Diff (y, x, x) = diff (v, x, x)

2

— (122° — 452" + 4027 +5) =240 — 5405° + 240
X

solve(60x* — 180x° + 120x* = 0)
0,0,2, 1

f'(x) =0, parax = 0,1,2

eval(240x° — 54007 +240x,x=1) ,  -60, eval(12x’ —45x* +40x° +5,x=1) ,12 (maximo

relativo)

eval(240x° — 540%% +240x,x=2) , 240, eval(240x’ —540x" +240x,x=2) 240  (minimo

relativo)
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eval(240x° — 540%% +240x,x=0) , 0 , Ni maximo, ni minimo, se procede a calcular la
siguiente derivada.

3

— (122° — 452" + 402 +5) =7205° — 1080x + 240, en x =0, f(0) = 240, entonces
X

f"”(x) # 0, entonces ni maximo ni minimo, es un punto de inflexidn.
Verificando con Maple, utilizando la funcién Minimize y Maximize.

with( Optimization)
[ ImportMPS, Interactive, LPSolve, LSSolve, Maximize, Minimize, NLPSolve, QPSolve]

Minimize(12x° — 45x* +40x° +5x=0.2) , [-11, [x=2.]]
Maximize(12x° — 45x* +40x° + 5,x=0.2) , [12.0000000000000, [x = 0.999999989032815]]
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9, Método de la seccion dorada

Este método es adecuado para la situacién en la que un maximo se encuentra en el
intervalo dado y la funcién es unimodal en ese intervalo. Consideremos una funcion
f (x) como se muestra en la figura No. 20. Existe una gama conocida de puntos
[x1,x2] en la que se encuentra un x * éptimo.

flx)

¥
i

i
X1 x1, x* Xp X x

v

Figura No. 20. Optimo x* en el rango x4, ;]
Consideremos a dos puntos x; y xgzen el rango o intervalo [x, x;], tales que:

x;, = punto a la izquierda
Xgr = punto a la derecha

Pueden surgir tres posibilidades:
fGo) <flxgy,  fla)=fxr), ¥ f(x) > fxg)
Clasificando en dos, tenemos:

i) fCx) < f(xgy
ii) fQx) = fxg

Tomando el primer caso, por ejemplo, cuando f(x;) < f(xg). Esto puede ser cierto o
verdadero en dos situaciones:

a) Cuando x; y xi estan a cada lado de x * 6ptimo, tal como se muestra en la figura
No. 20.
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b) Cuando x; y x; estan a un lado de x * 6ptimo, tal como se muestra en la figura No.
21.

Para ambos casos, lo siguiente es aplicable la siguiente afirmacidén: «el valor éptimo
debe estar en el rango [x;, x,] si f(x.) < f(xg)»

fix)

X1 x‘L xg xF lz x
Figura No. 21. Cuando x, y xg estdn a un lado de x * éptimo [f (x,) < f(xg)]
Ahora tomemos el segundo caso, por ejemplo, cuando (x;) = f (xg).
Esto puede ser cierto en las tres situaciones que se muestran en las figuras No. 22(a),
22(b) y 22(c).
flx)

flag) = flxg)

[y S—
=

xR X

Figura No. 22 (a). f(x;) = f(xg). x, ¥ xg se encuentran a cada lado del valor éptimo x *

264



flx)

»
»

£

X X1, X R xo X

Figura No. 22 (b). f(x;) > f(xg). x, y xg Se encuentran a cada lado del valor éptimo x *
A

TN

41 x X1, Xp L) X

Figura No. 22 (c). f(x;) > f(xg). x; v xg se encuentran en un solo lado del valor éptimo x *
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10.Algoritmo de busqueda de la seccion dorada

El algoritmo de la busqueda de la seccién dorada se muestra en la figura No. 23 donde
[x1,x,] es el rango en donde se encuentra el valor 6ptimo x *y,

r=0.5(v5-1) =0.618034 = 0.618

Este nimero tiene ciertas propiedades que se analizaran posteriormente.

Initialization: X, = x,, X, = =, M + X, - X}
¥, =X, + Mr®, and x, = X, + Mr

No
F
- X, = x, M=X, - X, _
xp, = previons xp, xp = X, + Mr
v
hd X, = %, M= X, - X
A » g = Ip B = Ay — 4y »
xp = previous x;, x = X, + Mr~
L J »

!
—*—‘\ Stop if M iz considerably small
A

Figura No. 23. Algoritmo para el método de la seccién dorada.
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Después de inicializar como se indica en la figura No. 23, se siguen los siguientes
pasos:

Paso 1.- f(x;) se compara con f(xz) y dependiendo de esta comparacion, debemos
ir al paso 2 o al paso 3.

Paso 2.-Si f(x;) < f(xg), Xy = x, yM = X, — X, x;, posterior axgy xg = X; + M,
Ir al paso 1.

Paso 3.-Si f(x;) = f(xg), X, = Xgy M = X, — X, xg posterior ax; yx; =X; + M,2
Ir al paso 1.

El procedimiento se detiene cuando M es considerablemente pequefio

Ejemplo numérico No. 7. (Resuelto con Maple y con el algoritmo de la seccion
dorada)

Utilice el algoritmo de la secciéon dorada para el encontrar el valor maximo de la
funcion Max f(x) = 4x — 8x2. Use el rango inicial de [0,0.5] en el que se encuentra el

valor 6ptimo. La Figura No. 24 muestra la grafica de la funcion f(x)

y = —8x2 +4x

0.4

0.3

f(x)

0.1

Figura No. 24. Grafica de la funcién f(x) = 4x — 8x? en el intervalo [0,0.5]

with(Optimization)
[ ImportMPS, Interactive, LPSolve, LSSolve, Maximize, Minimize, NLPSolve, QPSolve]

Maximize(y, initialpoint= {x = 0.1})
[0.500000000000000, [x = 0.250000000000000]]

267



Maximize(y, initialpoint= {x = 0.5})
[0.500000000000000, [x = 0.250000000000000] |

Max f(x) = 4x —8x? = 0.5, conx = 0.25

La figura No. 25 muestra la grafica y el punto soluciéon del problema utilizando el
programa Maple.

\ x

2 ~
~
\\
* ~
\\
§ N
\\
8 ~
~
~

10 \

Figura No. 25. Grafica de la funcién y := ~8x% + 4x y su derivada —— (-8x% +4x)=-16x+4enel
X

intervalo0 < x < 1.
Resolviendo el problema utilizando el algoritmo se la seccion dorada, se tiene:
Solucion:
Ahora [X,, X;] = [0,0.5]
Paso inicial:
Xi=x,=0,X,=x, =05
M=X,—-X;,=05-0=05
x, =X;+M,2 =0+ (0.5%0.6182) = 0.19
Xxg = X4y + M, = 0+ (05% 0.618) = 0.31
Primera iteracion

Paso 1
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f(xy) = £(0.19) = 0.47

f(xg) = f(0.31) = 0.47

Cuando se satisface la condicion f(x;) = f (xg) se aplica el paso no. 3
Paso 3

X, = 031yM = 031-0 = 031,x; = 0.19yx, = 0 + (0.31* 0.6182) =
0.12

Segunda iteracion
Paso 1
f(x) = f(0.12) = 0.36
f(xg) = f(0.19) = 0.47
Como f(x;) < f(xg),elpaso 2 esaplicable
Paso 2
X, =012 y M = X,- X; = 031-0.12= 0.19
x, = 019 y xzp = 0.12 + (0.19 * 0.618) = 0.24
Puede observarse que un solo valor de x; y x; estd cambiando realmente en cada
iteracion. Cualquier x; o xi tomara el valor previo o anterior de x; 0 x;,
respectivamente.

En cualquier iteracidn i, el valor de M = r (Valor de M en la iteracidn, i — 1)

Alternativamente, el valor de M (o el rango en el cual se encuentra el éptimo) en
cualquier iteraciéni = (x, — x;) r

Dondei = 1,2,3..
Eniteracion 1, M = (0.5- 0) * 0.618 = 0.31

Eniteracion2, M = (0.5- 0) * 0.6182 = 0.19
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El proceso iterativo se continta hasta que M es considerablemente pequefio
Tercera iteracion
Paso1l: f(x;) = f(0.19) = 047, f(xz) = f(0.24) = 0.50

Paso2: X; =019y M = 0.31—- 0.19= 0.12,x, = 0.24 y x
=0.19 + (0.12* 0.618) = 0.26

Cuarta iteracion
Paso 1: f(x;) = f(0.24) = 0.50,f(xz) = f(0.26) = 0.50

Paso 3:X, = 026,M = 0.26- 0.19 = 0.07,xz = 0.24,x,
= 0.19 + (0.07 * 0.6182) = 0.22

Quinta iteracion
Paso 1: f(x;) = f(0.22) = 0.49,f(xg) = f(0.24) = 0.50

Paso 2: X, = 022,M = 0.26- 0.22 = 0.04,x, = 0.24,x,
= 0.22 + (0.04 % 0.618) = 0.24

El proceso se puede continuar con cualquier precisién deseada.

En la actualidad, el valorde M = 0.04 con [X;,X;] = [0.22,0.26], lo que indica que
el 6ptimo se encuentra entre los valores de 0.22 y 0.26.

Teniendo en cuenta que un intervalo pequeio, incluso un promedio entre los valores
de las obras puede ser de 0.24 que estd muy cerca de exacta del valor 6ptimo x* =
0.25 obtenido con la precision del programa Maple.

En cualquier iteracién i, x;, - X; = X, - xz

Por ejemplo, en la iteracion 3,

0.24-0.19 = 0.31- 0.26 = 0.05
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11.Interpolacion cuadratica

Si es posible aproximar cualquier funcién por una funcién cuadratica o si esta es dificil
diferenciarla, entonces se analiza la funcién cuadratica para obtener un minimo. El
minimo asi obtenido se sustituye en la funcién original que ha de minimizarse y el
proceso se contintia para alcanzar la precisiéon deseada.

Una funcién cuadratica es de la forma: f(x) = ax? + bx + x (Ecuacion No. 1)

Tomando tres puntos cualesquiera: x;, Xx,, ¥ x3 son seleccionados, y se tiene el
siguiente sistema:

f(x1) =axl® +bxl +c
f(x2) = ax? +bx2 +c
f(x3) =ax3* +bx3 + ¢

Al resolver estas tres ecuaciones f(x1),f(x2)y f(x3), los valores de ayb se
obtienen de la siguiente manera:

a=— ((xl—xz)f(x3)+(x2—x3)f(x1)(x3—x1)f(x2)) (Ecuacién No. 2)

(1 =x2)(x2—x3)(X3—%x1)

2.2 2_.2 2.2
h = ((x1 x3)f (x3)+ (x5 —x5) f (x1) (x5 x1)f(x2)) (Ecuacién No. 3)

(x1=x2)(x2—x3)(x3—x1)

Para obtener el valor minimo de la funcién (x) = ax? + bx + x, se utiliza el criterio
de la derivada, obteniéndose:

— (ax? +bx+c) =2ax+ b, también, 24x +»=0 (Ecuacién No. 4). Por lo tanto:
X

Min x* = —% (Ecuacién No. 5)

Sustituyendo los valores de a y b en la ecuacién No. 5, se obtiene:

2_,2 2_.2 2.2
x* = 1((9‘1 x5)f (x3)+ (x5 —x5) f (x1) (x5 xl)f(x2)> (Ecuacién No. 6)

T2\ (e x2) f (e3) (X2 —x3) f (1) (X3 —21) f (2
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Este minimo x * se utiliza en el proceso iterativo. Tres puntos x4, X, y x5, asi como sus
correspondientes valores en la funciéon, son necesarios para determinar el valor
optimo x *.

El procedimiento consiste en proporcionar un punto inicial x;. Entonces x, = x; + A,

donde A es la longitud de paso.
Como el objetivo es minimizar, un tercer punto x; se selecciona como sigue:

) x3=x -4, sif(x) < fx2)

ii) X3 =Xy + A= x; + 24, si f(xy) < f(xq)

Ejemplo numérico No. 8 (Resuelto con Maple y con el algoritmo de
interpolacion cuadratica)

Obtener el valor minimo de la siguiente funcidn usando interpolacion cuadratica.
300
Min f(x) = 1200x + —~

Comenzar con el punto inicial x; = 0.3 y una longitud de paso de A= 0.1

Solucidn: (resolviendo primero de forma directa con el programa Maple)

La grafica de la funcidén y = 1200 x + 300 , Se muestra a continuacion:
X

15000 4
10000

5000
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Figura No. 26. Grdfica de la funcién y := 1200 x + 300 enelintervalo -1 <x <1
X

Minimize( 1200-x + 3)6&, initialpoint= {x=0.01 })
[1200., [x = 0.500000000000689]]

x* = 0.50, y f(x*) =1,200
Utilizando interpolacién cuadratica: x; = 0.3 y una longitud de paso de A= 0.1.

Solucién:
Primera iteracion

Ahora, x; = 0.3 y f(0.3) = 1,360, x, = x; + A= 03+ 0.1 =04 y f(x;) = 1,230
Como f(x3) < f(x1y, x3 =x; +24=10.5, y f(x3) = 1,200

De la ecuacion No. 6, se tiene que : x* = 0.48, y f(x*) = 1,201

Segunda iteracion

Entonces, x* = 0.48 puede reemplazar el valor inicial de x;

Ahora, x; = 048, f(x;) = 1201, X, = X1 +A=048+0.1=0.58 y f(x,) =
1,213.24

Como f(x;) < f(xy), x3=x;, —A=048—-0.1 = 0.38, y f(x3) = 1,245.47
De la ecuacién No. 6, se tiene que: x* = 0.508, y f(x*) = 1,200.15

Con el fin de conseguir la precision deseada, el proceso puede continuar hasta que la
diferencia entre valores consecutivos de x* se haga muy pequefia.

La figura No. 27 muestra la grafica de la funcién y su correspondiente derivada. El
punto solucidén es en donde la derivada es cero.
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4000

3000

-300

-400

-5000
, ‘o .. 300 .. .

Figura No. 27. Grdfica de la funcién y .= 1200 x + ——— y la funcidn derivada
X
£ (lZOOx n ﬂj = 1200 — 2% enelintervalo—1 < x < 1.
X X
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12.Método de Newton Raphson

Considere x = a como un valor aproximado inicial del 6ptimo de una funcién
f (x) y (a + h) como un valor mejorado.

Para averiguar el valor de h, expanda f (a + h) usando el teorema de Taylor e ignore
las potencias superiores de h. Se pueden asumir las siguientes notaciones por
conveniencia.
Sea:
f1(x) = Derivada de primer orden
f(x) = Derivada de segundo orden

Ahora, f(a+ h) = f1(a) + hf(a) = 0

Para el valor minimo: f1(a + h) = f(a) + hf*1(a) =0

S i )

0, también: h = Tia)
o _ g L@
Siguiente valordex = a Fi(a)

Ejemplo numérico No. 9 (Resuelto con Maple y con el algoritmo de Newton
Raphson)

Use el método de Newton Raphson para resolver el problema anterior, en el que:
f(x) =1200x + 3%, obtenga el minimo considerando un valor inicial de x = 0.3.

Primera iteracion

y:=1200x + %

— (1200x + ﬂ) =1200 — l;o (Derivada de primer orden)
X X

X

2
— ( 1200 x + ﬂj = 6—030 (Derivada de segundo orden)
X X X

Sustituyendo el valor inicial x = 0.3 en la derivada de primer y segundo orden, se
tiene:

eval(diff (y,x),x=0.3) = -2133.333333
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eval(diff (v, x,x),x=0.3) = 22222.22222

2133.333333 _ 0.396

Nuevo valor de x* =
0.3+ 22222.22222

Este valor se utiliza como un nuevo x* = a en la siguiente iteracion. Es decir, a =
0.396

Segunda iteracion
Ahora, a = 0.396

Sustituyendo el nuevo valor de a = 0.396 en la derivada de primer y segundo orden,

se tiene:

y = 1200-x + %

y:=1200x + %

Diff (y, x) = diff (y, x)

— (1200)( + ﬂj =1200 — 3020
X X
Diff (v, x,x) = diff (¥, x, x, x)
2
[1200x+ 300 ) _ 1800
2 X 4
X X
eval(diff (y, x),x=0.396)
-713.070095

eval(diff (y, x,x), x=0.396)
9661.970178

713.070095

0.396+ 9661.970178

X =0.4698017280
Ahora,a = 0.469801 = 0.47
Tercera iteracion

Sustituyendo el nuevo valor de a = 0.47 en la derivada de primer y segundo orden,
se tiene:
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eval(diff (y,x),x=0.47)

-158.080580
eval(diff (y, x,x),x=10.47)
5779.066295
158.080580
047+ 5779.066295
0.4973540001

Este proceso continua hasta encontrar la precision deseada del valor de x*.

Verificando, nuevamente con Maple, obtenemos el valor 6ptimo de nuestra funcidn.

Minimize( 1200-x + 320

[1200., [x = 0.500000000000689]] , x* = 0.50, y f(x*) = 1,200

,initialpoint= {x=10.01 })

Discusion:

En los modelos de inventarios, no se asume que los pedidos de productos faltantes
estén totalmente demorados, sino una sola fraccién de los pedidos no se encuentra
acumulada.

Enlos modelos de inventarios, la funcion de costo anual total se formula como la suma
del costo de adquisicion mas el costo de instalacidon, mas costo de mantenimiento de
inventario y costo del pedido posterior.

Después de sustituir la cantidad maxima de faltante (en términos de tamafio de lote
de fabricacion) en la derivada de primer orden de esta funcién con respecto al tamafio
de lote e igualar a cero, se desarrolla una ecuacion no lineal, que se formula en
términos de variable Unica.

El método de Newton-Raphson puede aplicarse con éxito para obtener el tamafio de
lote 6ptimo utilizando un valor inicial como tamafio de lote para la situacién en la que
se supone que todas las insuficiencias estan completamente pendientes.

Si alguna funcién f(x) esta en la forma f(x) = 0 y el objetivo es encontrar el valor de
x que satisfaga esto, entonces el método de Newton-Raphson puede ser usado de la
forma siguiente:

fl@a+h) =f(a)+hf'(a)=0

f@
(@)

WA
(@

También: h =

, el siguiente valorde x = a —
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Este valor de x se usa en la siguiente iteracion como un valor aproximado de a. El
proceso se continua hasta que la diferencia entre dos valores sucesivos de x sea muy
pequenia o casi cero.
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13.Problemas de maximos y minimos y puntos de inflexion con una sola
variable. Taylor (2007)

En la practica cotidiana, principalmente en los cursos de investigacion de
operaciones, se dedica mas tiempo a la ensefianza de la programacion lineal que en
cualquier otro tema del programa o cualquier otro tema.

La programacion lineal, es una técnica muy versatil que puede ser y ha sido
aplicada a una amplia variedad de problemas.

Ademas de los capitulos dedicados especificamente a los modelos de
programacion lineal y aplicaciones, también hemos presentado distintas variaciones
de uso de la programacion lineal, como los problemas de programacién lineal en
enteros, ademas de aplicaciones en los problemas de transporte, asignacion,
transbordo, ruta mas corta y redes PERT/CPM.

En todos estos casos, todas las funciones objetivo y el conjunto de
restricciones eran lineales; es decir, formaron una recta o un plano en el espacio
euclidiano. Sin embargo, muchos problemas empresariales realistas tienen relaciones
que pueden ser modeladas s6lo con funciones no lineales.

Cuando los problemas se ajustan al formato de problemas de programacién
lineal general, pero incluyen funciones no lineales, se les denomina problemas de
programacion no lineales.

Los problemas de programacidn no lineal se estudian por separado debido a
que éstos se resuelven de una forma diferente a los problemas de programacién lineal
clasicos.

De hecho, la solucion de un problema de programacién no lineal es
considerablemente mas compleja y dificil que los problemas de programacion lineal,
en virtud de que, a menudo es dificil, si no imposible, determinar una solucién éptima,
incluso para un problema de pequeiia instancia.

En los problemas de programacion lineal, las soluciones se encuentran en las
intersecciones de lineas o planos, y aunque puede haber un nimero muy grande de
posibles puntos de solucidn, el nimero es finito, y una solucién puede eventualmente
ser encontrada.

Sin embargo, en la programacién no lineal no puede haber interseccién o

puntos extremos; en su lugar, el espacio de solucién puede ser una linea o una
superficie ondulada, que incluye virtualmente un namero infinito de puntos.
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Para un problema realista, el espacio de la solucién puede ser como una
cordillera, con muchos picos y valles, y el punto de solucién maximo o minimo podria
estar en la parte superior de cualquier pico o en el fondo de cualquier valle.

Lo que es dificil en la programacion no lineal es determinar si el punto en la
cima de un pico es sélo el punto mds alto en el drea inmediata (llamado éptimo local,
en términos de calculo) o el punto mas alto de todos.

Las técnicas de solucién para problemas de programaciéon no lineales
generalmente implican buscar en la superficie de la solucién picos o valles, es decir,
puntos altos o puntos bajos.

El problema de los métodos de solucién de la programaciéon no lineal, es que en
muchas ocasiones tienen problemas para determinar si el punto cumbre (maximo)
que han identificado es sélo una solucién 6ptima local o la solucién éptima global.

Por lo tanto, encontrar una solucién es a menudo dificil y puede implicar
matematicas muy complejas que estan mas alla del alcance de este libro de texto.

En este capitulo presentamos la estructura basica de los problemas de
programacion no lineal y Maple para resolver modelos simples.
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14.Método de resolucion de modelos de programacion no lineal con una sola
variable. Anderson y Sweeney (1993)

Regla No. 1 (condicién necesaria)

La primera derivada de una funcién sin restricciones debe ser igual a cero en sus
puntos maximos locales o minimos locales.

Regla No. 2 (condicidn suficiente)
Si se satisface laregla 1 en un punto, y

a) Silasegunda derivada es mayor que cero, entonces el punto es un minimo local.
b) Silasegunda derivada es menor que cero, entonces el punto es un maximo local

El procedimiento general para encontrar el maximo o minimo global para una funcién
de una variable es el siguiente:

Paso 1. Encontrar los puntos que satisfagan las reglas 1 y 2. Estos son los candidatos
para proporcionar la solucién 6ptima del problema.

Paso 2. Si la solucién estd restringida a un intervalo especifico, evaluar la funcién en
los extremos del intervalo.

Paso 3. Comparar los valores de la funcién con todos los puntos que se encontraron

en los pasos 1y 2. El mayor de éstos es la solucion global maxima; el menor de ellos
es la solucion global minima.
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15.Problemas de programacion lineal no restringidos con una sola variable
(Resueltos con Maple)

Problema No. 1

Maximice la funcién f(x) = 12x — 6x? — 30 en el intervalo 0 < x < 10. Anderson y
Sweeney (1993)

Solucién:

La funcién tiene un valor maximo en x = 1. El valor de la funcién maximo de la
funcion es: f(1) = 12(1) — 6(—1)? — 30 = —24. El procedimiento, la gréfica y su
derivada se muestran en la figura No. 28.

yi=12x—6x-2—30
yi=-6x +12x—30

Diff (y, x) = diff (y, x)
- (-6 +12x—30) =-12x+ 12

solve(-12-x +12=0) 1
Diff (y, x, x) = diff (y, x, x)

2
— (-6x% +12x—30) = -12
X
eval(y,x=1)

-24
plot(y, x=-5..10)

-1000 4

y=—6x 4+ 12x— 30

-2000 4

-3000 4

Figura No. 28. Grdfica de la funcién f(x) = 12x — 6x? — 30 y su derivada
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Problema No. 2

Obtenga el minimo de la funcién f(x) = 3x® — 20x% + 60 en el intervalo 0 < x < 4.
Anderson y Sweeney (1993)

Solucién:

La grafica de la funcion f(x), se muestra a continuacion:

3004

2001
y=3% — 20 + 60

Figura No. 29. Grafica de la funcién f(x) = 3x3 — 20x? + 60 en el intervalo 0 < x < 4
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Instruccion Maple Resultado

y:=3x-3—20x-2+60 y:=3x3—20x2+60
Diff(y, x) = diff (3 x) = (3% —202% +60) =97 — 40x
x
2
Diff (y, x, x) = diff (y, x, x) — (32 =207 +60) = 18x — 40
X
2 _
diﬁ”(y,x)ZO 9x" —40x=0
plot(y,x=-4.8) 0, %
eval(y,x=0
(v ) 60
eval( x=ﬂJ
y’ 9
17420
valf[ 17420 ) 243
243

-71.68724280
eval((diff (y, x,x),x=0))

Entonces:
—-40 <0, con x = 0 produce un valor maximo
Entonces:
40 40 ini
eval[ (diﬁ‘(y, xx)x= T]) conx = produce un valor minimo
40 > 0
60
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eval(y,x=0) 17420
243
eval| y,x= ﬂ]
»rT g ~71.68724280
17420 60
valf [ 243 )
eval(y,x=0)
-68
eval(y,x=4)
;. . -68
El valor minimo es en el intervalo 0
<x <4,

Figura No. 30. Grafica de la funcién f (x) = 3x3 — 20x? + 60 y su derivada f’(x) = 9x? — 40x en el
intervalo0 < x < 4
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Problema No. 3

Costos en ingenieria. DeGarmo, Sullivan, Bontadelli y Wicks (1997)

El costo de operacién de un aeroplano comercial (transporte de pasajeros) impulsado
areaccion varia a una potencia de tres medios de su velocidad; especificamente, C, =
knx3/2, donde n es la longitud del viaje en millas, k una constante de
proporcionalidad, y v la velocidad en millas por hora. Se sabe que a 400 millas por
hora el costo promedio de operacion es de $300 dolares por milla. La compaiiia que
posee el aeroplano quiere minimizar el costo de operacidn, pero este debe
balancearse con respecto al costo del tiempo de los pasajeros (C;), fijado a $300,000

por hora.

a) (A quévelocidad debe planearse el viaje para minimizar el costo total, el cual es la
suma del costo de operacion del aeroplano y el costo del tiempo de los pasajeros?
b) Verifique su respuesta dada en el inciso anterior utilizando los criterios para

valores maximos y minimos.

Solucién:

a) La funcién de costo total esta dada por la ecuacién: C; = 0.0375x3/2 + 300000

Realizando y resolviendo el problema utilizando Maple, tenemos:

y=0.0375x""2 + —30(1000
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1.5 % 107 1

1. 107

&

3.x 107 4

-1.5% 107
Figura No. 31. Grdfica de la funcion y == 0.0375 /2 + 222000 o el intervalo —1 < x < 1.
X
Diff (y, x) = diff (v, x)
= [0.0375 224 30(;&) = 0.05625000000/ % — 222000
diff (y,x) =0
005625000000y % — 22000 _ g

solve(diff (y, x) =0)
490.6812819, -396.9694959 + 288.41522111, -396.9694959 — 288.41522111

Se observa que x tiene cinco raices, dos negativas, dos imaginarias y una real. Se toma
el valor de la variable x real positiva, y no las imaginarias debido a que los problemas
de optimizacion se trabaja con funciones reales de variable real. Por lo tanto, x =
490.6812819 millas por hora es la velocidad que minimiza el costo total. El valor de -
396.9694959 se omite debido a que no tiene sentido hablar de velocidades negativas
en este problema. Verificando la segunda derivada para confirmar una solucién de

costo minimo.

Diff (y, x) = diff (, x)

3/2 300000 300000
—x [0.0375 X + T -

j =0.05625000000/ x —
X

Diff (y, x, x) = diff (y, x, x)
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2

2

[0.0375x3/2 +
X

300000 ) _ 0.02812500000 n 600000 ,> 0, cuando x > 0

X Jx P
eval(y,x=490.6812819)

Cr = 0.0375x%/% + 2222 = $1,018.991387 (Costo minimo total)

1.% 10%

-1.3 10f
y=Fflx)

-2, % 10%

-3.x 10°4

Figura No. 32. Grafica de la funcién y := 0.0375 ©'2 4+ 300000 y su derivada
x

2

(0.0375)(3/2 4 300000 j _ 0.02812500000 4 600000  ,p el intervalo O <x<10

X \/; x3

2
X

La tabla No. 3 muestra de forma general y de acuerdo a Miller (2000) la

caracterizacion de un maximo o un minimo en un punto x* para una funcién f(x) de

una variable.

Maximo Minimo
Condiciones necesarias de df(x) 0 df (x) _ 0
primer orden dx dx
Condici ias d 2 d?
ondiciones necesarias de d*f(x) <0 f(x) >0
segundo orden dx? dx?
Condiciones suficientes %S‘) =0y %&:‘) =0y
d2f (x) d*f (x)
<0 >0
dx? dx?

Tabla No. 3. Caracterizacion de un punto mdximo o minimo.
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A continuacion, en las tablas ndmero 4, 5 y 6 veremos tres ejemplos que muestran de

forma grafica la caracterizacion de una funcién con valor maximo y valor minimo. De

igual forma, se muestra una funcién con un punto de inflexion.

Funciéon Primera Segunda Grafica (valor minimo
derivada derivada indiscutible en x* = 0)
fl) =x*+2 f () fr() =12x
= 4x3 L
ff)=0
fx)=0
x =0 ¢
Tabla No. 4. Minimo de una funcién
Funciéon Primera Segunda Grafica (valor maximo
derivada derivada enx* = 0)
f(x) =-3x*+5 f(x) =—12x3 (%)
= —36x?
fx)=0
x*=0 f(x)=0

Tabla No. 5. Mdximo de una funcion
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Funcion Primera Segunda Grafica (punto de
derivada derivada inflexion en x* = 0)
fG)=x°+2 f'(x) = 3x? f(x) = 6x o
’ rs 3
fx)=0 frxx) =0
x*=0
= 0 1 2

Tabla No. 6. Punto de inflexion
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II.

I1L.

16.Problemas propuestos de funciones no lineales con una sola variable.

Dgarmo, Sullivan, Bontadelli y Wicks. (1997)

Una compafiia produce tarjetas de circuitos que se utilizaran para poner al dia el
equipo de computo atrasado. El costo fijo es $42,000 por mes y el costo variable
es $53 por tarjeta. El precio de venta por unidad es p = $150 — 0.02D.

La produccién maxima de la planta es 4,000 unidades por mes.

a) Determine la demanda 6ptima de este producto.
b) ;Cual es la utilidad maxima mensual?
c) ¢(En qué volumen debe encontrarse el punto de equilibrio?

d) ;Cual es el rango de demanda lucrativa de la compafiia?

Una compafifa estima que la relacién entre precio unitario y demanda por mes
para un nuevo producto potencial se calcula mediante p = $100 — $0.10D. La
compaiiia puede fabricar el producto incrementando los costos fijos en $17,500
por mes, y el costo variable estimado en $40.00 por unidad. ;Cual es la demanda
6ptima, D*? Con base en esta demanda, ;debe la compafiia fabricar este nuevo

producto? ;Por qué?

Una compaiiia produce y vende un producto de consumo, y hasta ahora ha sido
capaz de controlar el volumen del producto variando el precio de venta. La
compafifa busca maximizar su utilidad neta. Se ha concluido que la relacién entre
precio y demanda, por mes, es aproximadamente D = 500 — 5p, donde p es el
precio por unidad en délares. El costo fijo es $1,000 a mes, y el costo variable es
$20 por unidad. Responda, matematicamente y graficamente, a las siguientes

preguntas:
a) ;Cudl es la cantidad 6ptima de unidades que debe producirse y venderse por

mes?

b) ;Cuadl es la utilidad mensual maxima?
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IV.

b)

c) ¢Cuales son las cantidades de ventas en punto de equilibrio (;intervalo de

volumen de demanda lucrativa?

Se debe buscar un sitio para los desechos s6lidos municipales fuera de su ciudad
o de cualquier otra. Después de la separacién, una parte de los desperdicios se
transportard a una planta de energia eléctrica donde se utilizard como

combustible.

Lo datos para el acarreo de los desperdicios de cada ciudad a la planta de energia

se muestran en la tabla No. 7.

Cualquier Su ciudad
ciudad
Distancia de acarreo | 4 milla 3 millas
promedio
Cuota de renta anual de un | $5,000 $100,000
lugar para desechos sélidos
Costo de acarreo $1.50 yd3/milla | $1.50 yd3/milla

Tabla No. 7. Datos para el acarreo de desperdicios sélidos municipales

Si la planta de energia pagara $8.00 por yarda cubica de desechos clasificados
entregada en la planta, ;dénde deberia estar el lugar para los desechos sélidos?
Utilice el punto de vista de los ciudadanos y suponga que 200,000 yardas cubicas
de desperdicios se transportaran a la planta tan sélo en un afo. Se debe
seleccionar un lugar.

Respecto a la planta eléctrica anterior, el costo y en ddlares por hora para
producir electricidad es y = 12 + 0.2x + 0.27x2, donde x estd dado en mega
watts. El ingreso en ddlares por hora de suministro de electricidad es 16x —

0.2x2. Encuentre el valor de x que da la utilidad maxima.

Un granjero estima que, si cosecha su cultivo de soya ahora, obtendra 1,000
busheles (27.22 toneladas métricas), que puede vender a $3.00 por bushel. Sin
embargo, estima que este cultivo aumentara en 1,200 busheles adicionales de

soya por cada semana que atrase la cosecha, pero el precio caera a una tasa de 50
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centavos por bushel a la semana; ademds, es probable que sufra la
descomposicion de aproximadamente 200 busheles por cada semana que retrase
la cosecha. ;Cuando debe cosechar su cultivo para obtener el rendimiento neto
mas grande de efectivo, y cudnto recibira por este cultivo en este tiempo?

VL.  El costo de operacién de un buque (C,) varia al multiplicar a cuadrado de su
velocidad (v) especificamente, C, = knv?, donde n es la longitud del viaje en
millas y k es una constante de proporcionalidad. Se sabe que a 12 millas/hora el
costo promedio de operacion es $100 por milla. El propietario del barco quiere
minimizar el costo de operacién, pero debe balancearlo contra el costo de la carga
de productos perecederos (C;), que el cliente fijo a $1,500 por hora. ;A qué
velocidad debe planearse el viaje para minimizar el costo total (Cr), que es la suma

de operar el barco y el costo de la carga perecedera?

VII.  Griva, Nash y Sofer. (2009). Considere la siguiente funcién:
f(x) =15 —12x — 25x2 + 2x3
Use la primera y segunda derivada para encontrar el maximo y el minimo local y

demuestre que f no tiene ni maximo ni minimo global.
VIII.  Griva, Nash y Sofer. (2009). Considere la siguiente funcidn:
f(x) =3x3+7x?>—-15x—3

Encuentre todos los puntos estacionarios de esta funcién y determine si son minimos

y maximos locales. ;Esta funcién tiene un minimo global o un maximo global?

[X.  Miller (2000). Examine las siguientes funciones para maximos, minimos y

puntos de inflexion, Sin utilizar la segunda derivada.
a) f(x) =3x%+12x+ 10

b) f(x) =3x%—12x+ 10
c) f(x)=-3x2+12x+ 10
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X.  Miller (2000). Encuentre los maximo y minimos para cada una de las
siguientes funciones, utilizando la primera y segunda derivada. Indique en

cada caso si los puntos son maximos o minimos relativos o absolutos.

a) f(x)=2x3+3x2—-12x—15
b) f(x) =3x*—x3+2

) f(x)=x?

d) f(x) =3x%+12x+ 10

e) f(x)=8x3—-9x2+1

f) f(x)=x*—18x%+15

XI.  Miller (2000) e Hidalgo (2017). Utilice Maple para explorar y analizar las
siguientes funciones para maximos, minimos y puntos de inflexion.
Encuentre todas las raices de la primera derivada de la funcion, también

con Maple. Use esos valores para analizar el problema.

a) f(x) =0.1(x+ 1)3(x — 2)3 + 1 (aqui la primera derivada es de orden 5 con tres

raices reales. Verifique esto usando Maple)

b) f(x) = (x+3)3(x—2)2+1 (de igual forma, hay tres raices reales para la

primera derivada. Use Maple para resolver el problema)
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17.Problemas de maximos y minimos y puntos de inflexion para dos variables.
Miller (2000)

Consideremos ahora el caso en el que y depende de dos variables, x; y x,; y =
f(x1,x;). Dado que solo son necesarias tres dimensiones, las condiciones para los
puntos maximos y minimos se visualizan facilmente. Generalizar a funciones de
cualquier nimero de variable es un tema que sale de los objetivos de ese libro, debido
a que forma parte de estudios mas avanzados en la materia.

Nuestra preocupacién en todo estara en analizar funciones que son suaves y
continuas, de modo que la diferenciacion es posible en todas partes.

En todo caso, requerimos de derivadas por lo menos de segundo orden Esto es 16gico,
ya que de lo contrario las "curvas" no tendrian curvatura; serian planos o lineas y la
buisqueda de maximos y minimos por medio de condiciones de primer orden (donde

la tangente tiene una pendiente de cero) generalmente carecerian de sentido.
17.1. Derivadas parciales, vector gradiente y matriz Hessiana

Derivadas parciales con funciones de dos (o mas) variables, el concepto de derivada
parcial es necesario. Si y = f(x), entonces dy/dx denota inequivocamente la
derivada de f(x) con respecto a la Unica variable independiente, x. Cuando y =
f(x1,x3), un cambio en y cuando ambas variables cambian o cuando cualquiera de

ellas cambia mientras que la otra permanece constante. Por lo tanto, es necesario

. . p . p . s dy
especificar que variable esta cambiando y cudl no; la notacion que se suele usar es P
1

] a ] , : . .,
y % 0 % y % ), leida como la derivada parcial de la funcién con respecto a x; o0 x,.
2 1 2

] . L
El uso de % en lugar de dy/dx indica la similitud del concepto.
Las derivadas parciales estadn disefiadas para medir un cambio en f(x;,x,) cuando
todas las variables, excepto una permanece constante, la técnica de la diferenciacion

parcial es una extensién simple de la diferenciaciéon ordinaria. Requiere que

solamente la otra x (o0 x’s, si hay mas de tres variables) se considere como constante.

Por ejemplo, si y = f(x;,x;) = 3x? + 4x;x, + x5, las dos posibles derivadas

parciales son:
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af—6 + 4 6f_4 + 3
6x1_ X1 xzyaxz— X1 X3

Obsérvese que en general ambas variables aparecen en ambas derivadas parciales.

oy . . 0 ay
En —= particular para un valor para x,, por ejemplo X3, se asume, entonces que -~
1 1

., . ]
(evaluada en x2) es solo una funcién de x;. Similarmente, af

S, s una funcién de x,
2

relativa a algun valor especifico x?. Como este el caso, es fcil visualizar las derivadas

parciales como curvas en planos particulares en el espacio tridimensional x4, x, ,y

espacio.

Por ejemplo, sea la funcion: f(x;,x;) = —(x; — 1) — (x, — 2)?> + 7

Las derivadas parciales de ;Ty y aan’ calculadas con Maple, se muestran a
1 2

continuacion:

yi=-(xI—1)2—(x2-2)--2+7

yi=-(xI —1) = (x2-2)2+7
Diff(yx]) =diff(3:x1)
(,)‘7 (-(xf =12 = (x2—2)2+7) = -2x1 +2

Dif(ya2) =diff(1x2)
0x2

(-(xI =1 = (x2—2)2+7)=-2x2+4

La grafica de la funcion f(x;,x,) = —(x; — 1)? — (x, — 2)? + 7, se muestra en la

figura No. 33.

Figura No. 33. Grdfica de la funcién (x;, x,) = —(x; — 1)? — (x, — 2)? + 7 en el intervalo —6 <
x1S8y—6SX2S8
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Para obtener puntos maximos o minimos en una funciéon de dos o mas variables,

necesitamos obtener derivadas parciales de mayor orden. Son similares a las
] dy?
9 Entonces yz =
0x; 0x7

. . . ]
derivadas de orden superior de la misma forma que % y
1

6(66—31) /0x, es la segunda derivada parcial de f (x4, x,) con respecto de x;.

Con funciones de dos o mas variables, también es posible medir, por ejemplo, como
la primera derivada parcial con respecto a x; se ve afectada por un cambio en x,.
Por ejemplo, para la funcién f (x;, x,) = 3xZ + 4x;x, + x5, 1as dos posibles derivadas

parciales son:
e (x2° +3x1> +4x1x2) =6x] + 4x2
X
- (x23 +3x7 +4x1x2) =3x2* + 4x1

Entonces, las segundas derivadas parciales de f(x;, x,) con respecto a x; y ax,, son,

respectivamente:

= (x2* +3x1” +4x1x2) =6
x1
2

= (x2° +3x1” +4x1x2) = 6x2
x2

La notacién para las derivadas parciales cruzadas es 6(:73’)/6x2 00dy?/(0x,0x,). Las
1
derivadas cruzadas son:

———— (k2 +3x1® +4x1x2) =4
x2 Ox1

2

— (x> +3x? +4xIx2) =4
x/ 0x2

17.2. Vectores gradiente

El gradiente de una funcién es un vector que contiene las primeras derivadas
parciales de una funcion. Se puede elegir un vector columna o un vector fila. Depende
de las preferencias de cada autor. Para nuestro caso elegiremos un vector columna
como vector gradiente.

La notacion usual es Vf (x,, x,) o simplemente Vf.
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V(xy,x2) =Vf

6x; + 4x
Especificamente para: f (x, x5) = 3x% + 4x,x, + x5, Vf(x1, %5) = [ ! 2]

4x, + 3x%

Si las primeras derivadas parciales son evaluadas en un punto en particular, por

ejemplo, en x° = [é] el gradiente en ese punto se denota por Vf(2,5)=[g§ .

17.3. Matrices Hessiana

Una funcién de dos variables independientes tendra dos segundas derivada parciales,
denotadas por (f;; ¥ f22) y dos (iguales) derivadas parciales cruzadas, denotadas por
(fi2 ¥ f21) - Estos son los elementos de un vector gradiente para construir la matriz
Hessina. Entonces, para f (x4, x,),

V2= H = [fll flz]

f21 f22

Las representaciones de gradiente y matriz Hessiana proporcionan una notacién
compacta para examinar las condiciones de maximo y minimo para una funcién
f(x1,x5),y, en ultima instancia para instancias apropiadas, de f (x;, x5, ..., x, ), donde
n >2.
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17.4. Maximos y minimos para funciones f (x4, x,)

La tabla No. 8, muestra los resultados para determinar los valores maximos y

minimos de una funcién de dos variables en un punto.

Funcion(x,, x,) Maximo Minimo

df(x) =0
Condiciones necesarias de

primer orden 0, usando gradiente: Vf(x*) = 0

d*(x) <0 d*(x) =0
0, usando los primeros | O, usando los primeros
menores del Hessiano menores del Hessiano
Condiciones necesarias de |[Hi(D|=f1<0 |[Hi(D|=f1=0
segundo orden
[Hi(D)| =1f,<0 [Hi(D)| =120

Y, |H;|=|H*| = 0

df(x)=0
0, usando gradientes

Vilx*)=0
Y,

Condiciones suficientes

d?(x") <0 d*(x*) >0
0, usando loa principales | O, Usando los principales
menores del Hessiano menores del Hessiano
|Hi| <0 |Hi| >0

Y, |H;| = |H*| >0

Tabla No. 8. Condiciones para un valor mdximo o minimo de una funcién f (x4, x;).
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17.5. Problemas de programacion lineal no restringidos para funciones
f(x1,x3). Miller (2000)

Problema numérico No. 1.
Sea la funcién f(xq,x3) = (x; — 1)? + (x, — 2)%+7

La grafica de la funcién se muestra a continuacién:

Figura No. 34. Grdfica de la funcién f(x;, x,) = (x; — 1)2 + (x, — 2)? + 7 en el intervalo —2 < x; <
4 y - 2< Xy <4

Esta es una funcién convexa con una valor minimo indiscutible en x; =1y x; = 2.
Las condiciones de primer orden se muestran en los resultados obtenidos con Maple.

a) Condiciones necesarias de primer orden:

yi=(x1 —1)% + (x2 —2)2

d

(el =12+ (22 —2)%) =2x1 —2

Ox1
9

ox2

(x1 =12+ (x2—-2)%)=2x2—4

{xI=1,x2=2}

2(x; — 1
El punto estacionario se identifica de la forma: Vf (xq, x,) = Zgl 2% = 0. El hecho
, —

de que sea un minimo se desprende del analisis de los principales menores del
Hessiano. O del criterio del valor de la derivada parcial: d?(x*) = 0.

Los cdalculos correspondientes realizados con Maple, se muestran a continuacion:
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yi=(xI —1)24+(x2—-2)--2
yi=(x1 — 1)2 + (x2 —2)2
Diff (y,x1) = diff (y, xI)

0

—((x1 = 1)+ (x2—2)%) =2x1 —2
Ox1

b) Condiciones necesarias de segundo orden:

Diff (y, x2) = diff (y,x2)

0

(x1 =12+ (x2—-2))=2x2—4

ox2

Diff (v, x1,x1) =diff (y,x1,x1)
02

s ((xI =12+ (x2—2)*) =2
ox

Diff (v, x2,x2) =diff (y,x2,x2)
02

((xI —1)2+ (x2—2)%) =2

ox2?
solve({2x1 —2=0,2x2 —4=0}, {x1,x2})
{xI=1,x2=2}

c) Condiciones suficientes:

eval(2xl —2,x1=1)

0
eval(2x2 —4,x2=2)
0
eval(y, [xI =1,x2=2])
0
A2
¢ > (1 = 1) + (x2—2)%) =2
Ox1
a2
(= 1)+ (2 -2)%) =2
0x2

Por lo tanto, el punto (x4, x,) = (1,2) es un valor minimo global de la funcién
flxy,x2) = (¢ — 1% + (x, — 2)2 4+ 7.
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Problema numeérico No. 2.

Sea la funcién f(xq,x;) = —(x; — 1)? — (x, — 2)?> + 7. Entonces, esta es la
negativa de la funcion del problema anterior. No es sorprendente que se trata de

una funcion concava.

[l x)==—(x; — 1)?% - (x; — 2)?

Maximo

Condiciones necesarias de primer

orden

df(x) =0

— (-l = 1) = (x2—2)}) =-2x] +2
x1

- (-xI =12 =(x2-2)2)=-2x2+4

eval(-2x1 +2,xI=1)=0

eval(-2x2 +4,x2=2)=0

0, usando gradiente: Vf(x*) = 0

Condiciones necesarias de segundo

orden

d2(x) <0

’ (-x1 =1 = (x2-2)?)=-2

x1?

2

= (-x1 =1 = (x2—-2))=-2

0, usando los primeros menores del Hessiano
[HI DI =f1<0

|H1*(2)| =f,<0

Y, |Hz|=|H"| = 0
_[-2 0]_
H‘[o —2]_420

df(x)=0
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yi=-(xI —1)% — (x2 — 2)?
(LZ) = (xlt xz) =x"

o - 0, usando gradientes
Condiciones suficientes

Vilx)=0
Y,
d%(x*) < 0
0?2 2 2
e (-x1 =1 =(x2-2)?)=-2
02 2 2
5 (-x1 =1 = (x2—-2)?)=-2

0, usando loa principales menores del Hessiano
|Hi| <0

Y, |H;| = |[H| >0, 4>0

La grafica de la funcién f(x;,x;)= = —(x; — 1) = (x, —2)2+ 7 se muestra a
continuacion:

Figura No. 35. Grdfica de la funcién f(x,,x,) = —(x; — 1)? — (x, — 2)? +7 en el intervalo —6 <
x <8y—-6<x,<8

Por lo tanto, el punto (x;,x;) = (1,2) es un valor maximo global de la funcién
flx, %) = —(x; = 1)? = (2, = 2)* + 7.
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17.6. Problemas propuestos de problemas no restringidos de funciones no
lineales de dos variables. Miller (2000). Hidalgo (2017)

1) Encuentre los maximos o minimos para cada una de las siguientes funciones (Use
el programa Maple para resolver los problemas):

a) f(x1,%2) = X7 + X%, + %3 — X,

b) f(x1,x,) = x% 4+ x% + (3x; + 4x, — 26)2

c) f(xy,x;) =9x? —18x; — 16x% — 64x, — 55

d) f(x,x2) =16 —2(x; —3)* — (x, — 7)?

e) f(xy,xy) =—2x3+ 6x,%, — x2 — 4x, + 100

2) Un barco de excursion se puede alquilar para 100 personas a $ 10 délares por

persona. Para cada pasajero de mas de 100, los propietarios de embarcaciones
acuerdan reducir la tarifa (para todos los pasajeros) en 5 centavos. ;Cuantos
pasajeros maximizaria los ingresos totales de alquiler de los propietarios?

;Cuanto es ese alquiler maximo?

3) Se ha demostrado que los costos, y , dependen de x;y x, (salidas totales de los
productos 1y 2, respectivamente):

y = x? + 4x% — 40x; + 500

a) ¢/Qué cantidad de bienes 1 y 2 deben ser elaborados con el fin de minimizar los
costos?

b) ;Qué cantidad de bienes 1 y 2 debe ser producido con el fin de minimizar los
costos,

Si hay un limite superior de 12 en x;

4) Suponga que la funcion de costos en el problema 3) ha sido estimada
incorrectamente; en realidad deberia ser:

y = x? + 4x5 — 40x; + 500 — 2x;x,

;Como responderia ahora a la pregunta del problema 3)?
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5) Suponga que la funcion del problema 4), y representa utilidad, no costos, como
una funcion de x; y x,.

a) ¢/Qué cantidad de bienes 1 y 2 deben ser elaborados con el fin de maximizar la
utilidad?

b) (Qué cantidad del bien 2 se debe producir si se decide que x;, debe ser
exactamente 127

c) ¢;Coémo responderia el inciso b) si x, no puede exceder de 5?

6) Andersony Sweeney (1993). El costo por lote de un cierto proceso de produccién
esta relacionado con el ajuste de dos instrumentos de control. Supéngase que el
costo total por lote esta dado por:

f(x1,x,) = 4x? + 2x% + 4x,x, — 8x; — 6x, + 35

Determine los ajustes de los dos instrumentos que minimizan este costo.

7) Anderson y Sweeney (1993). Los precios de dos productos, denotados por
pP1 Y P2, estan relacionados con las cantidades que se venden de los productos
X1 Y X, mediante la siguientes expresiones:

x1:32_2p1,x2:22_p2

Ademas, el costo total (CT) de fabricar y vender el producto esta relacionado con las
cantidades que se venden, de acuerdo con la funcion:

1
CT(xy,x,) = §x12 + 2x,x, + x5 + 73

a) Desarrolle un modelo matematico que muestre la utilidad como funcion de las
cantidades que se fabrican.

b) Determine los precios y cantidades que maximizan las utilidades.

8) Anderson y Sweeney (1993). Una tienda de zapatos ha determinado que es
posible aproximar sus ganancias G (x4, x,), en millares de délares, mediante una
funcién de x4, su inversién en inventario en millares de ddlares, y x,, sus gastos
de publicidad, en millares de délares:

G(xq1,%,) = —3x2 + 2x;x, — 6x% + 30x; + 24x, — 86
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Calcule las ganancias maximas, junto con el monto de gastos de publicidad e inversién
e inventario que arrojan este maximo.

9) Considere la  funcién  f(xy,x,) = 2xf — 12x? + 2x%x, + x2 — 4x, + 20.
Determine silos puntos que se muestran enseguida son minimos locales, maximos
locales, puntos silla de montar, o ninguno de los anteriores.

() e iy

xz = 2) xZ —2)’ XZ -2

10)Supodngase que se desea encontrar todos los puntos maximos y minimos de la
funcién que se muestra enseguida:

f(x1,x,) = 5x% + 10x2 + 10x,x, — 22x; — 26X, + 25
Utilice las condiciones necesarias de primer orden, las condiciones necesarias de

segundo orden y las condiciones suficientes para encontrar un valor maximo o
minimo.
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18.Modelos de programacion no lineal restringidos.

Método de multiplicadores de Lagrange para modelo de programacién lineal con
restricciones de igualdad.

Considere el siguiente el siguiente modelo de programacion no lineal multivariable
con restricciones de igualdad

Min f(xq1, X, ..., Xp)
Sujeto a:

h;(xq, x5, ., %) =0,i =1,2,...,m

La funcién objetivo consiste en n nimero de variables y m ndmero de restricciones
que le son impuestas. El conjunto de restricciones es de la forma «= 0». El método de
multiplicadores de Lagrange es util para optimizar este tipo de problemas. Se forma
una nueva funcion, es decir, una funcién Lagrange, L con la siguiente estructura:

m
L(xy,Xp, iy Xy A1y Ay vy Ay) = f(Xq, Xg, oo, X)) + z Aihi (%1, x5, oy X))
i=1

Donde 4;,i = 1,2, ..., m son llamados multiplicadores de Lagrange. En caso de tratarse
de un problema de maximizacién, el signo de la ecuacién anterior se cambia a
negativo. La ecuacién anterior es una funcién d (n + m) variables incluyendo el
multiplicador de Lagrange.

Diferenciado parcialmente con respecto a cada variable e igualando a cero, produce

los valores 6ptimos después de resolver. Resolvamos el siguiente conjunto de
problemas:

Problema numérico No. 1, sea la funcion: Min f(x;, x,,x3) = Zxﬂ +1090x; — 7x, —
1

7x2 5x32
SX3 + 2 —=
40x4 16x4
Sujeto a:
x1 + X3 = 4‘
x2 + x3 == 12

Solucién (resuelto con Maple):

Ambas restricciones se expresan de la forma:

307



x1+x3_4’:O
X, +x3—12=0

La funcién de Lagrange es:

L(xy, %3, %3,A1,42)

250 L 1000x, — T, — 5y 4 22 4 %
X T2 T T ok, T 16x,

+ 4,0, +x3 —4)

1
+ A, (%, +x3 —12)

Ahora, Usando Maple (se utilizara a k1 y k2 como multiplicadores de Lagrage),

tenemos:
/ 250 +1090x1—7x2—5x3+iﬁ+iﬁ+k1 (xI +x3—4) +k2(x2
Ox1 x1 40 x/ 16 xI
2 2
+x3—12))——2—52+1090_i%_i%_}_k]
x1 40 2 16 o
0 (250 7 x2 5 x3
X2 ( oy +1090x7 —7x2 —5x3 + 20 17 + 6 x/ + kI (xI +x3—4)+k2(x2
gy X2
+x3—12)]— 7+ 20 7 + k2
/ &+1090x1—7x2—5x3+iﬁ+iﬁ+k1(x]+x3—4)+k2(x2
o3\ ¥l 40 xI 16 «xI
+x3—12)]——5+iﬁ+k1+k2
8 xI
/ (ﬁ+1090x1—7x2—5x3+iﬁ+iﬁ+k](x1+x3—4)+k2(x2
okl x1 40 «xI 16 xI
+x3—12)]=x1+x3—4
/ (@+1090x1—7x2—5x3+iﬁ+i£+k1(x1+x3—4)+k2(x2
0k2 \ xl 40 xI 16 xI

+x3 — 12)] =x2+x3—12
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Igualando las derivadas parciales a cero, tenemos:

2 2
Eq1:272—5;)+1090—i%—i%+k1:0
x/ 40 g 16 g

7 x2
Eq2:=-T+— 2 1 r2=
q T+ 55 S Hk2=0
Eg3=-5+>2 L 1k2=0
8 xI

Eq4 =x1 +x3 —4=0
Eq5:=x2+x3—12=0

Resolviendo del sistema de ecuaciones mediante procedimientos algebraicos, la
solucién del problema es:

X1 0.49

X2 8.49

X3 =] 351 |,f(xy, x5 x3) =1000.92
M —-0.41

Ay 0.94

Problema numérico No. 2. Minimice la siguiente funcién utilizando el método de
Lagrange. (Usando Maple)

(x,%,) = 6 120, 22 M
f(x1,x3) = 6x4 X X, %,

Sujeto a:
x1 + xz S 6
Modelo de programacion Modelo con multiplicadores de Lagrange (k es el
no lineal restringido multiplicador de Lagrange)

%6 e 96 4x2  xl .
[y, %) = 627 + — Ll=6xl+ =5+ ===+ +k(xl +x2—6)

X1
X X
+42422
X1 Xy
Sujeto a:
x1 + xZ = 6
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Grafica de la funcién objetivo

plot3d(L,x1=19.9,x2=1.9.9)

Figura No. 36. Grdfica de la funcién (x,,x;) = 6x; + 2—6 +4 i—z + i—l enelintervalo 1.9 < x; <
1 1 2

9y19<x,<9

Ahora:

Instruccion y resultado con el programa Maple para obtener el sistema
de ecuaciones al derivar la funcién de Lagrange

# k es el multiplicador de Lagrange
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Ll=6xl+—-2 + 332 L Xyl +x2—6)
x1 x1 x2

diff (L1,x1) =0

6—9—62— 4x22 +-L +x-0
xI x1 x2

diff (L1,x2) =0

diff (L1, k) =0

xI +x2—6=0

Resolviendo estas ecuaciones, utilizando el programa Maple.

#De ecuacion E3
solve(E3, x2)

6 —xl
E4 := solve(E3, x2)
E4:=6 —xI
— 4 Xl
B = e T
Esi=— - X 4y
x1 (6 —xI)
PO
xl (6 —xI)
k:=—i+ X/

xI (6 —x1)?

311



96  4E4 | 1 4 x1
E6 == simplify| 6 — == — =t =+ —— ]=0
[ x> x> E4 [ x1 (6—x1)2J

6 (x1* —12x1° + 17x1% + 240x1 — 720)

E6 = =0
xI? (-6 +x1)?
factor(E6)
6 (x] —4) (x1° —8x1> — 15x1 + 180) o
xI? (-6 +x1)?
3 2
simplify 6 (xI —4) (x12—8x1 —215x1 + 180)
xI7 (-6 +xI)
6 (xl —4) (x1> —8x1> —15x1 + 180)
xI? (-6 +x1)?
solve(E6,x1)
4,—%(1378+9\/7455)1/3— 109 = +%,%(1378+9\/7455)1/3
3(1378 + 97455 )
+ 109 = +%+%I\/?[—%(1378+9\/7455)1/3
6 (1378 + 97455 )
/
+ 109 = ],%(1378+9Jﬁ)1 ¥ 109 —
3(1378 + 97455 ) 6 (1378 + 97455 )
+%—%Iﬁ[—%(1378+9\/ﬁ)”3+ 109 =
3(1378 + 97455 )

evalf (solve(E6,x1))
4., -4.451806156, 6.225903079 — 1.2927328321, 6.225903079 + 1.2927328321 . El tinico valor real

de la ecuacion E6 es 4. Por lo que el valor de x; = 4.

eval(k,x1=4) ,0
La solucién del modelo de programacion no lineal restringido, es:
X1 =4,x,=2,yA=0, f(x1,x,)" =52
La figura No. 37 muestra la grafica del modelo de programacion no lineal restringido.

plotSd( bl + 20 4 4x2 X o6l v=18.9,x2= 1.8..9]
x/ xI + xI x2
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Figura No. 36. Grdfica de la funcién (x;,x,) = 6x; + i—e +4 ;2 + ;ﬂ Sujetoax; +x, =6
1 1 2

enelintervalo 1.8 < x; <9y1.8 <x, <9.
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19.Problemas propuestos de programacion no lineal restringidos a igualdad.
1) (De Anderson y Sweeney (1993).) Considere el problema:

Min f(xy,x,) = x¥ — 14x; + x2 — 16x, + 113
Sujeto a:
le + 3x2 = 12

a) Obtenga la solucién 6ptima para este problema
b) ;Cuanto esperaria que cambiara el valor de la soluciéon si se aumenta el

lado derecho de la restriccién de 12 a 13?

2) (De Anderson y Sweeney (1993).) Considere el problema:

Max f(xq,x,) = —x2 — 4x,x, + 20x; — 5x3 + 82x, — 397
Sujeto a:
2x? —16x; +9x2 —18x, +5=0

Determine si el punto x; = 4, x, = 3 produce o no una solucién 6ptima.

3) Una compafiia tiene dos instalaciones de produccién que fabrican guantes de
béisbol. Los costos de produccién varian en las dos instalaciones debido a
diferencias en los salarios, los impuestos locales a la propiedad, el tipo de equipo,
la capacidad, etc. La planta 1 tiene costos de produccién semanales que pueden
expresar como funcion del nimero de guantes que se fabrican;

CTy(x;) =x% —x;,+5

En donde x; es el volumen semanal de produccion en millares de unidades y CT; (x;)
es el costo en millares de unidades. Los costos semanales de produccion de la planta
2 esta dado por:

CTy(x,) = x% + 2x, + 3
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En donde x, es el volumen semanal de produccion en millares de unidades y CT,(x,)
es el costo, en millares de doélares. A la compafiia le gustaria fabricar 8,000 guantes

por semana al menor costo posible.

a) Formule un modelo matematico que se pueda utilizar para determinar el nimero
de guantes que se deben fabricar cada semana en cada instalacién.
b) Obtenga la soluciéon matematica del modelo para determinar el nimero dptimo de

guantes que se deben fabricar en cada instalacion.
4) Resuelva el problema:

Min f(xq,x;) = x2 + 2x5 — 8x; — 12x, + 34
Sujeto a:
x2+2x2=5

5) (De Griva, Nash y Sofer (2009).) Determine el minimo/maximo de las siguientes

funciones sujeto a la restriccién proporcionada.

i) f(x1,x3) = %123, sujeto a 2x, + 3x, = 4.

ii) f(xy,x3) = 2x; — 3x,, sujeto a x? + x2 = 25.

i) f(xy,x) = x2 + 2x,x, + x2,sujeto a 3x% + x5 = 9.
iv)  f(xq,x) = 3x3 + 2x3, sujeto a x? + x% = 4.

v) f(xy,x3) = xp, sujeto a x3 + x3 — 3x,x, = 0.

vi)  f(xg,xp) = x3 + x3, sujeto a 2x; + x, = 1.

vii)  f(xg,xp) = %xf + x,, sujeto a x? + x2 = 1.

6) (De Miller. (2000)). Max f(xq,x,) = 6x? + 5x2, sujeto a x; + 5x, = 3.

7) (De Miller. (2000)). Minimice la funcién del problema 6 sujeto a la misma
restriccion

8) Encuentre el maximo o el minimo de:

fxy,x3) = —x¥ — x5 — x5 + 4x, + 6x, + 2x3, Sujeto a: 2x; + x, + x3 = 10
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9) Maximice o minimice la funcién:
f(xy,x5) = 5x% + 6x2 — 3x,x,, sujeto a 2x; + 3x, = 58.
10)Maximice o minimice la funcién:
fxy,x5) = 4x2 + 2x3 + x% — 4x,x,
Sujeto a:

X1 +xZ+X3=15
2X1—x2+ZX3 =20
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20.Aplicaciones industriales utilizando modelos de programacién no lineal

En el contexto del andlisis no lineal, las funciones siguientes (y sus tipos) interactiian
entre si:

i) Funcion de coste total no lineal y funcion de ingresos totales lineales (Fig. 37).

ii) Funcidn de coste total lineal y funcién de ingresos totales no lineales (Fig. 38).

iii) Funcion de coste total no lineal y funcién de ingresos totales no lineales (Fig.
39)

Utilidad
total

Total revenue %

™~

Valores de
las funciones

Total Cost

Cantidad

>

61 QE

Figura No. 37. Costo total no lineal y funcién de ingresos lineales.

Como el beneficio es la diferencia entre ingresos y costos, es cero en la interseccién
de estas funciones. Como se muestra en la figura 37, Q; y Q, son la cantidad
correspondiente a la cual el beneficio es cero. El beneficio maximo se obtiene en algin
punto del rango [Q4, Q]

Del mismo modo, la funcién de ingresos lineales y los ingresos no lineales se
muestran en la figura 38. En algunos de los casos, ambas funciones pueden ser no
lineales. Esta situacién esta representada por la figura 39. La funcién de beneficio se
determina y luego por igualar a cero, se obtienen dos puntos de equilibrio. El
beneficio también puede maximizarse en el rango calculado de la cantidad.
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Figura No. 38. Costo total lineal y funcion de ingresos no lineales.

A
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Utilidad
total
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Figura No. 39. Costo no lineal y funcién de ingresos no lineales.

Ejemplo numérico No. 1: Considere las siguientes funciones usando la cantidad

Q,

la funcién de ingresos, U = 25Q y la funcién de coste total, C = 45+ Q + 207,
obtenga los dos valores de punto de equilibrio y maximice el beneficio en ese
rango. Solucidn. Este caso se refiere a la funcién de ingresos lineales y la funcién

de coste total no lineal.

Solucién (Usando Maple): Este caso se refiere a la funcién de ingresos lineales y la
funcion de coste total no lineal.

En los puntos de equilibrio, U = 0, y por lo tanto

#Problema industrial 1# #programacion no lineal #Ejemplo adicional
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#Datos del problema #Utilidad

U=R—C R=250C=45+0+2:0° U= 20" +240— 45

3 3
{sorve(-20* +240—45=0,0)} {6 2 6.6+ 2 ‘/?} {2.325765386,9.674234614}

Dos valores de puntos de equilibrio son 2.33 y 9.67 unidades. Con el fin de
maximizar los beneficios,

— 20" +240—45)=-40+24
Diff (U, Q) = diff (U, Q) Q( o’ 0 — 45) 0

diff (U,0) =0 , 40 +24=0 ,solve(%) -6

Q=6 unidades es el valor 6ptimo de la funcién. Verificando que es un maximo

global utilizando el criterio de la segunda derivada, tenemos, entonces:
2

— (-20? +240—45)=-4
log ,4 < 0.
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21.Problemas propuestos

Problema No. 1.

Sea la funcién de ingresos, U = 55Q — 3Q?y la funcion de coste total, C = 30 +
25Q. Resolver el problema mediante la obtencién de puntos de equilibrio y la
maximizacion de los beneficios.

Problema No. 2
Calcular la cantidad en la que no hay pérdida de ganancia y la cantidad

correspondiente al beneficio maximo de la funcion de ingresos, U = 71Q — 3Q%y
funcién de costo, C = 80 + Q + 2Q°>.

320



22.Conclusiones del capitulo

En esta seccidn, se asume que el alumno ya conoce los conceptos fundamentales del
calculo diferencial. Para funciones de una variable, f(x), esto significa esencialmente
la nocién del concepto de derivada como la pendiente de una funcién (la pendiente
de su tangente) en un punto. La aplicaciéon que ésta tiene a la localizacién de puntos
estacionarios de la funcién (puntos en los que la pendiente de la tangente es cero), y
la clasificacion de tales puntos como maximos o minimos, mediante el uso del criterio
de la segunda derivada. De igual forma, se asume que el alumno tiene la capacidad de
aplicar las reglas mas basicas de la diferenciacion.

De igual forma, se abordaron problemas de funciones con dos variable
f(xq,x;), utilizando los conceptos de derivada parcial para obtener los valores
maximos y minimos de dicha funcién de dos variables.

Al inicio del capitulo se examiné las funciones mediante el criterio de la
segunda derivada para analizar los conceptos de concavidad y convexidad de una
funcion. Con los conceptos anteriores proporciono una base tedrica sobre la cual se
logro extender el capitulo para el analisis de problemas con mas variables.

Al inicio del capitulo se presentaron algunos métodos para encontrar los
valore maximos y minimos de una funcién en los que se supone que las funciones
derivables para determinar las condiciones de primer y segundo orden. En todo este
capitulo vimos cémo el poder de las computadoras y los programas modernos como
Maple y Matlab se utilizan para obtener de forma mas precisa la solucién de un
problema de programacion no lineal.

Si bien la programacién no lineal es muy extensa, en cuanto a los tipos de
problemas que suelen presentarse en la vida real, de igual forma existen una gran
cantidad de métodos de solucién para un conjunto especifico de problemas, pero para
fines de alcanzar los objetivos educacionales del tema, se utilizaron un conjunto
discreto de métodos de solucién, tales como: método de busqueda irrestricta,
busqueda de la seccién oro, interpolacién cuadratica y el método de Newton Raphson.

Finalmente, analizamos problemas de programacion no lineal restringida a un
conjunto de igualdades. Para este caso se utilizé el método de Lagrange.

Por ultimo, y con la finalidad de apoyar el proceso de aprendiza de esta disciplina,
en la mayoria de los temas y al final del subtema se propone a los alumnos resolver
un conjunto de ejercicios en donde deberan de utilizar los conceptos tedéricos vistos a
lo largo de cada seccion, recomendando auxiliarse de un programa computacional.
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1. Conceptos relevantes

Los gestores de inventario toman una serie de decisiones sobre el stock, ;como
mantener acciones y en qué tipo de instalaciones? Qué hacen los proveedores y los
operadores de transporte ;usamos? ;Qué sistemas de informaciéon utilizamos?
(Podemos formar alianzas?

Estos y todas las demas decisiones sobre acciones, establecen el contexto
general.

Llega un punto, Sin embargo, cuando los gerentes de inventario tienen que
tomar algunas decisiones inmediatas sobre sus existencias.

Habiendo establecido la escena con una serie de decisiones apropiadas, Son
ahora responsables de algunas existencias reales, y tienen que empezar a cuidar de
ellos. ;Qué decisiones toman?

El inventario son las existencias de cualquier elemento, recurso o bien
utilizado en una organizacion.

Un sistema de inventario es el conjunto de politicas y controles que
monitorean los niveles de inventario y determinan qué niveles deben mantenerse,
cuando deben reponerse los inventarios y cuan grandes deben ser los pedidos.

Por conveniencia, el inventario de manufactura generalmente se refiere a
articulos que pueden convertirse en parte de la producciéon de productos de una
empresa. El inventario de fabricacion suele clasificarse en materias primas, productos
acabados, componentes, suministros y trabajos en proceso.

En la distribucién, el inventario se clasifica como en transito, lo que significa
que se estamoviendo en el sistemay en el almacén, que es el inventario en un almacén
o centro de distribucion.

Los sitios minoristas llevan inventario para la venta inmediata a los clientes.
En los servicios, el inventario se refiere generalmente a los bienes tangibles que se

venden ya los suministros necesarios para administrar el servicio.

El objetivo basico del andlisis de inventario, ya sea en la fabricacidn, distribucién,
venta al por menor, o servicios, es especificar (1) cuando deben ordenarse los
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articulos y (2) cuanto debe ser el pedido. Muchas compaiiias tienden a asociarse en
una relacion a largo plazo con los proveedores para abastecer sus necesidades de
posiblemente todo el afio. Esto cambia el "cudndo" y "cuantos a ordenar” a "cuando"
y "cuantos entregar”.
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2. Objetivos del inventario

Todas las empresas (incluidas las que operan el sistema Justo a Tiempo (JIT)
mantienen un inventario por las siguientes razones:

a) Mantener la independencia de las operaciones.

Un suministro de materiales en una empresa permite flexibilidad de las operaciones
en centro de trabajo.

Por ejemplo, debido a que hay costos para realizar cada nueva configuracion del
sistema de produccion, este inventario permite a la administracion reducir el niimero
de clasificaciones.

La independencia de los puestos de trabajo es deseable en las lineas de montaje
también.

El tiempo que tarda en realizar operaciones idénticas varia naturalmente de una
unidad a la siguiente.

Por lo tanto, es deseable tener un stock de varias partes dentro de la estacion de

trabajo, de tal forma que los tiempos de funcionamiento mas cortos pueden

compensar tiempos de funcionamiento mas largos.

De esta manera, la produccién promedio puede ser bastante estable.

b) Satisfacer la variacion en la demanda de productos. Si la demanda del producto
se conoce con precision, puede ser posible (aunque no necesariamente

econdmico) para producir el producto para satisfacer exactamente la demanda.

Normalmente, sin embargo, no se conoce completamente la demanda, y se debe
mantener una reserva de seguridad o amortiguador para absorber la variacion.

c) Permitir flexibilidad en la programacion de la produccion.
Un stock de inventario alivia la presion sobre el sistema de producciéon para sacar las

mercancias. Esto hace que los tiempos de entrega sean mas largo, de tal forma que
permiten la planificacion de la produccion dentro del sistema.
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Los altos costos de nuevas disposiciones, por ejemplo, favorecen la produccion de un
mayor ndmero de unidades una vez que se ha realizado la configuracion.
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3. Taxonomia de un sistema de inventarios. Vrat (2014)

Hay una enorme cantidad de literatura cientifica disponible en los modelos de
inventario. Es dificil compilar y presentar todos estos modelos en un solo tratado.
Sin embargo, una descripcion estructurada de la taxonomia de estos modelos ofrece
una muy buena vision general de la abundancia de modelos de inventario disponibles
en la gestion del inventario cientifico.

La figura No. 2, representa una taxonomia de este tipo en una estructura en
forma de arbol.

Estos modelos pueden clasificarse ampliamente como modelos de compra
Unica (estatica) o modelos de compra repetitiva (dindmica); otros grupos
importantes podrian ser modelos de inventario deterministas versus modelos de
inventario probabilisticos.

La ramificacién adicional se puede hacer sobre la base del numero de
elementos (Unico o multiple), el nimero de fuentes de suministro (dnico o multiple),
el nimero de escalones (Unico o multi escalén) y otras variables de situacion tales
como descuentos por cantidad, limitaciones presupuestarias, etc.

En este capitulo, trataremos de discutir algunos de estos modelos de
inventario, pero una cobertura exhaustiva del tema de inventarios no es posible ni
deseable en un capitulo sobre el tema de inventarios. Desafortunadamente en la
mayoria de los paises en desarrollo estos modelos no son usados
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4.

a)

b)

d)

Funciones de los inventarios
Suavizar las operaciones de una empresa.

Regularmente, los procesos de demanda sufren variaciones de alguna manera
previsibles, aunque no controlables. Estas fluctuaciones muchas veces ocurren de
acuerdo a la temporada del afio, o ciclos comerciales o fiscales, y se pueden
resolver modificando la produccién cada vez que se requiera, lo cual exige la
existencia de materia prima, o bien produciendo y almacenando la demandas
cumbre.

Explotacion del mercado.

Frecuentemente, los movimientos en el mercado hacen que resulte
econdmicamente ventajosa la creaciéon de un inventario.

Las variaciones de precios de los bienes y productos de un mercado o bien de la
materia

prima, pueden motivar la adquisicién prematura o la producciéon sobre pedido.
La posibilidad de un incremento en los costos de la mano de obra puede hacer util
la constitucién de un inventario.

Proteccion contra déficit de material

Al enfrentarnos a las fluctuaciones impredecibles en los procesos de oferta y
demanda, se corre el riesgo de que, en un momento dado, exista escasez de
material y se experimente una lucha con los clientes, interrupciéon en las
operaciones, etc. Un inventario es un "seguro"” contra dicha situacidn.

La necesidad de la existencia de tales inventarios aumenta de acuerdo al
crecimiento de las fluctuaciones, y al tiempo que transcurre entre una fluctuacion
aleatoria y su compensacion.

Economias de escala

Audn cuando los procesos de oferta y demanda se pudieran controlar de manera
que fueran iguales e invariantes en el tiempo, no seria deseable hacerlo, puesto
que implicaria un gran numero de pequenas remesas y despreciaria las economias
con pocas remesas, pero de gran tamafio, cuando ocurre que, en muchas
ocasiones, se obtienen descuentos por volumen con un consecuente ahorro en el
costo promedio por articulo.
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e) Control econémico

Un argumento a favor de los inventarios grandes, es que requieren menor control
y que

es mas barato mantener grandes inventarios que revisar los niveles de inventario
con

mucha frecuencia.

Sin embargo, es importante saber cuanto se gasta en disefiar, implantar y
mantener un inventario, para determinar su eficiencia y decidir la existencia del
mismo. Algunas corrientes que consideran que lo 6ptimo es llegar a tener un
inventario cero.
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5. Objetivos del capitulo
Este capitulo presenta algunos modelos cuantitativos para el control de inventario. El
primer modelo toma un stock idealizado y encuentra el tamafio de pedido fijo que

minimiza los costes.

Esta es la cantidad de orden econémico, que es la base de la mayoria de la demanda
independiente

Los meétodos, calculos y extensiones relacionados con este modelo basico se
desarrollan en las siguientes secciones.

El alumno después de analizar este capitulo, deberda ser capaz de concebir lo
siguiente:

e Discutir el razonamiento detras de la cantidad de orden econdmico;

e Derivar una ecuacion para la cantidad del orden econémico;

e C(Calcular la cantidad de orden econémico para un articulo;

e Medir los efectos de alejarse de la cantidad del orden econémico;
e Trabajar con tamafios de orden entero;

e Medir los efectos de errores y aproximaciones en los costos y prever la
demanda;

e (Calcular un nivel de reorden;

e Esbozar algunas limitaciones del nivel de reorden
En este cuarto capitulo del libro, se pondra énfasis en lo siguiente:
¢ Enlos modelos cuantitativos (matematicos) en el control de inventarios;

e calculo de una cantidad econémica de pedido para el tamafio de orden;

e (Calculo de un nivel de reorden para encontrar el momento de las 6rdenes.
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6. Definicion de la cantidad econdémica de pedido (EOQ)
Antecedentes del modelo
Patron tipico de nivel de existencias con el tiempo

Este capitulo describe uno de los analisis estdndar del control de inventario. Muestra
Como podemos equilibrar los diferentes costos de la acciéon para responder a la
pregunta, ;Cuanto debemos ordenar?

El enfoque es construir un modelo de un sistema de inventario idealizado y calcular
la cantidad de pedido fijo que minimiza los costos totales. El tamafio de pedido 6ptimo
se denomina cantidad econdémico de pedido (EOQ).

El calculo del (EOQ) es el andlisis mas importante del control de inventario, y sin duda
uno de los resultados mas importantes derivados en cualquier area de Ila
investigacion de operaciones. La primera referencia a la obra es de Harris (1915),
pero el calculo del (EOQ) a menudo se atribuye a Wilson (1934).

El nivel de existencias de un articulo varia con el tiempo, con un patrén tipico como
se muestra en figura No. 2.

Nivel de
Stock

1 1 H 1
| : | :
:
! .
. .
! : . : .
! ! | ! 1 ; Time
| ! ; : ! :
A B | | = P

1 ! ! H | i H
Laentrega! Lugardela ! ic D' ' laéntrega ' La entrega
llega orden Laentrega Lugar de la llega ¢ llega

llega orden E

Stock fuera Lugar de la

orden
Figura No. 2. Modelo tipico del nivel de stock (existencia o reservas) en el tiempo. Fuente: Waters, C. D. .
(C. Donald ].), 1949-Inventory control and management, Donald Waters.
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Descripcion:

En algun periodo, A, llega una entrega y eleva el nivel de reservas o existencias.
Entonces, mientras que las unidades se eliminan para satisfacer las demandas de los
clientes en otro periodo, B, una orden para la reposicion se coloca con un proveedor

y esto llega a tiempo C.

Este patréon general, con algunas variaciones a corto plazo, se repite siempre que el
articulo se conserva en la accion.

A veces, una demanda inesperadamente alta o una entrega retardada significa que las
existencias se agotan (como en el punto E) y luego podemos representar la escasez

por niveles de stock negativos.

En otras ocasiones, una demanda inesperadamente baja o entrega rapida significa
que las entregas llegan cuando no se necesitan realmente (como en los puntos C y H).

Podemos analizar este patrén, pero es bastante complicado, asi que empezamos con
un modelo base que hace una serie de suposiciones:

1) La demanda se conoce exactamente, es continua y es constante en el tiempo;
2) Todos los costos se conocen exactamente y no varian;
3) No se permite escasez;

4) El plazo de entrega es cero, por lo que la entrega se realiza tan pronto como se
realiza el pedido.

Otras suposiciones estan incluidas en el modelo (EOQ), tales como:

5) El precio de compra y los costos de reorden no varian con la cantidad
solicitada;

6) Se realiza una entrega Unica para cada pedido;

7) La reposicion es instantanea, de modo que todo un pedido llega en stock al
mismo tiempo y se puede utilizar de inmediato.

Quizas la suposicion mas importante aqui es que la demanda es conocida
exactamente, es continua y constante suficiente para el tiempo de muchos fines (como
se muestra en la figura No. 3.
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Figura No. 3. La demanda es constante y continua en el tiempo.

Esto, y los otros supuestos, puede parecer poco realista, pero debemos recordar dos
cosas.

En primer lugar, todos los modelos son simplificaciones de la realidad y su objetivo
es dar resultados utiles en lugar de representaciones exactas de las circunstancias
reales. La cantidad de orden econémico es ampliamente utilizada, y podemos inferir
que es exacta.

Los resultados pueden no ser 6ptimos en el sentido matematico estricto, pero son
buenas aproximaciones y, en el peor de los casos, dan pautas ttiles.

En segundo lugar, este es un modelo basico que podemos extender de muchas
maneras.

Los supuestos dan un patrén idealizado para un nivel de stock (existencias o
reservas)

Una demanda continua significa que el nivel de stock disminuye constantemente en
lugar de caer en una serie de pasos; una demanda constante significa que la
disminucién es siempre a la misma tasa.

Si el plazo de entrega es cero, nunca debemos realizar un pedido antes de que se
agoten las existencias, ya que realizar un pedido cuando hay existencias restantes

dejaria un residuo que nunca se utiliza y s6lo incurre en gastos de mantenimiento.

La suposicion de que no se permite escasez significa que el nivel de stock nunca cae
por debajo de cero, y no hay ventas perdidas.
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Por ultimo, estamos buscando la cantidad de pedido fijo que minimice los costos, por
lo que siempre realizar pedidos de exactamente este tamafio.

El patrén resultante se muestra en la figura No. 4

A Nivel
de stock
Tamaiio
De N T T N T /7 - — 7 - —
‘pedido
optimo
Hagasu Haga su Hagasu Hagasu Tiempo
Pedidoy Pedido y Pedidoy Pedidoy
Reciba la Reciba la Reciba la Reciba la
entrega entrega entrega entrega

Figura No. 4. Nivel de stock con un tamano de pedido tinico.
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7.

Variables utilizadas en el analisis

Ahora hemos sentado las bases de nuestro modelo y podemos introducir algunos
detalles, comenzando con una lista de variables.

1)

2)

3)

4)

El costo unitario (CU) es el precio cobrado por los proveedores por una unidad
del articulo, o el costo total para la organizacién de adquirir una unidad.

El costo de reordenamiento (CR) es el costo de realizar una orden de rutina para
el articulo y puede incluir asignaciones para la elaboracion de una orden,
correspondencia, costos telefénicos, recepcion, uso del equipo, expedicion,
entrega, controles de calidad, etc. Si el elemento se realiza internamente, esto
puede ser un coste de configuracion.

El costo de mantenimiento (CM) es el costo de mantener una unidad del articulo
en stock durante un periodo de tiempo. El periodo habitual para calcular los
costos de las acciones es de un afio, por lo que un costo de mantenimiento podria
ser, digamos, $ 10 por unidad al afio.

Costo de escasez (CE) es el costo de tener una escasez y no ser capaz de satisfacer
la demanda de stock. En este andlisis hemos dicho que no se permite escasez, por
lo que no aparece CE (es tan grande que cualquier escasez seria prohibitivamente
cara).

Si se analizamos la figura no. 4, puede observarse que existen otras tres variables, es
decir:

5)

6)

7)

Cantidad de pedido (Q) que es el tamafio de pedido fijo que siempre utilizamos. El
propoésito de este andlisis es encontrar un valor dptimo para esta cantidad de
pedidos.

Tiempo de ciclo (T) que es el tiempo entre dos reabastecimientos consecutivos.
Esta depende de la cantidad de la orden, con 6rdenes mas grandes que conducen
a tiempos de ciclo mas largos.

Demanda (D) que establece el nimero de unidades a suministrar de la accién en
un periodo de tiempo dado (por ejemplo, diez unidades a la semana). Aqui,
suponemos que la demanda es continua y constante.

La Unica variable que esta directamente bajo nuestro control es la cantidad del pedido
(Q), y podemos darle a este cualquier valor que nos guste.

Cuando fijamos la cantidad de pedido (Q), esto fija la longitud del ciclo (T).
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Suponemos que todos los demas parametros son fijos y estan fuera de nuestro
control.

Nuestro objetivo, entonces, es encontrar valores 6ptimos para Q y por tanto T en
términos de estas otras constantes.
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8. Derivacion de la cantidad econémica de la orden (pedido) (EOQ)

Esta derivacién utiliza un enfoque estandar que es adecuado para muchos modelos
de control de existencias (stock). Tiene tres pasos, como sigue:

1. Encuentre el costo total de un ciclo de inventario

2. Divida este costo total por la duracién del ciclo para obtener un costo por unidad
de tiempo

3. Minimizar este costo por unidad de tiempo.

Si tomamos un ciclo de stock de la figura No. 4, obtenemos el patrén mostrado en la
siguiente figura No. 5.

\ Stock
level

Tamaiio
De pedido

optimo  [TTTTTTTTTTIR. T Tw T TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT i ““““

Nivel
Promedio
De stock

>
i < T ;i Time

Haéa su Ha;ga su

Pedidoy Pedidoy

Reciba la Reciba la

entrega entrega

Figura No. 5. Caracteristicas de un ciclo de stock

En algiin punto ponemos una orden para una cantidad, @, que llega instantdneamente
y se usa a una velocidad constante, D.

Eventualmente no hay existencias y es hora de hacer otro pedido.

El ciclo tiene una longitud T. Sabemos que durante el ciclo la cantidad que entra en el
stock es Q, mientras que la cantidad que salees D X T.
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Estos deben ser iguales, ya que el nivel de stock en el inicio y final del ciclo es cero.

Cantidad que entra en stock en ciclo

Asi que:

Q=

cantidad que deja stock en ciclo

DT

(Cantidad de pedido (Q)) = (Demanda (D) por tiempo de ciclo (T))

El primer paso del analisis encuentra los costos totales para un ciclo, y lo encontramos
afnadiendo los tres componentes separados del costo de unidades, reordenamientos
y tenencias (recordando que no hay costos de escasez). Por lo tanto:

Costo total =
por ciclo

componente
de costo unitario

+ componente
de costo de
reordenacion

+ componente de
costo de
mantenimiento

Podemos calcular estos componentes separados para un ciclo de la siguiente manera:

Componente del = Costo Numero de
costo unitario unitario (CU) unidades =(CUY(Q)
ordenadas (Q)
Componente del = Costo Numero de
costo de reorden de reorden (CR) pedidos =(CR)
realizados (1)
Componente del Costo Nivel Tiempo
costo de = de promedio retenido | = (CM) (2) (1)
mantenimiento mantenimiento de stock (%) (T) z
(Ccm)

La suma de estos tres componentes proporciona el coto total por ciclo. Es decir:

Costo
total =
por ciclo

(@)

+ (CR)
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Esto completa el primer paso del andlisis. El segundo paso divide este coste por la
longitud del ciclo, T, para dar un coste total por unidad de tiempo, CT:

Costo e
total = Ccu©) .|_f _ (0@ , ©BR)
por por unidad CT = T 4+ B T 0 T
T (CM)(3)
de tiempo 2

» ¥

T

Pero sabemos que: Q = DT,o,también que: D =% de igual forma, T =
sustituyendo, tenemos:

CT = (CU)(D) 4 CRO®  (CM)(Q)
o
2
La demanda y todos los costos son fijos, por lo que la inica variable en el lado derecho

de esta ecuacion es Q. Asi podemos ver como el costo total por unidad de tiempo varia
con la cantidad de pedido.

La manera mas conveniente de hacer esto es trazar cada uno de los componentes de
costo por separado contra Q y luego agregarlos juntos (como se muestra en la Figura
No. 6).

Costo

Costo total

Costo mas e o e e e — e e e
bajo

: Componente del

| Costo de

: mantenimiento

|

: Componente de
Costo

Unitario

Componente del
Costo de
reordenar

Cantidad de pedido 6ptima

Figura No. 6. Cantidad de pedido éptima.
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El componente de coste unitario (CU x D) es independiente de la cantidad de pedido
y es «fijo».

Los otros dos componentes varian con la cantidad de la orden y forman el costo
«variable» por unidad de tiempo. En particular, el componente de coste de
mantenimiento aumenta linealmente con Q mientras que el componente de coste de
reordenacion disminuye a medida que Q aumenta.

La suma de los tres componentes juntos da una curva de costo total que es una forma
simétrica «U» con un minimo distinto. Este minimo corresponde al tamafio de pedido
6ptimo.

Con 6rdenes de 6rdenes mas pequeias que esto, los costos aumentan debido al mayor
componente de costo de reordenamiento; con 6rdenes mayores que esto, los costos
aumentan debido al mayor componente de costo de tenencia.

El tercer paso de nuestro analisis encuentra el costo minimo por unidad de tiempo.
Para esto diferenciamos la ecuacién para CT con respecto a @ ,igualamos el resultado
igual a cero:

Utilizando calculo diferencial con Maple, tenemos:

#Sean
#CT=costo total por unidad de tiempo , #CT1=costo total (por ciclo) » #CU=costo unitario ,

#QO=numero de unidades ordenadas , #CR=costo de reorden , #CM=costo de mantenimiento

#% = nivel promedio de stock » #T=tiempo de ciclo , #Q=cantidad de pedido
CTI = CU-Q+ CR + CM[%J -t

CTI :=CUQ+ CR + % CM Ot

0
T:= =

D
_0
T__

D

CT1
CT = —

T

CUQ—i—CR—i—% CA;[)QZ D
CT =

0
Diff (CT, Q) = diff (CT, Q)
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(cvoror LML p | (vt LYy
0 0 B 0

[CUQ—l—CR—l—% CAéQZJD

- o8

diff (CT, Q) =0
(cur 2o (CUQMR% CﬂgéjD .

Q o

[CU CMO 1 MO

+TJD CUQ+CR+3T D
solve —
Q0 o

o0 -2

Cuando lo reorganizamos obtendremos el tamafio de orden 6ptimo, o la cantidad
econdmica de la orden (pedido), a la que llamaremos Q*. Tomando la parte positiva,

tenemos:

N0
= Tem

Este es el resultado mas importante del analisis y responde a la pregunta «;Cuanto
debemos ordenar?» " Ahora podemos encontrar la longitud 6ptima correspondiente
del ciclo de stock. Sabemos que Q = D X T,y si sustituimos Q* por Q encontramos

la longitud 6ptima del ciclo, T*.

J2 JCMCRD
=9 M
T:= D’ Tl := D
Reorganizando:
=@ [2(cR)
D (D)(CM)
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También podemos encontrar el coste 6ptimo por unidad de tiempo, CT* ,

sustituyendo el valor de
._ |2(CR)(D)
©= Tam

CT = (CUYD) 4 €RO®  (cM)(Q)
© T2

en la expresion:

(CRYD)  (CM)(Q")

CT" = (CV(D) + 5 5

El componente de coste unitario es fijo, por lo que podemos concentrarnos en los dos
ultimos términos que forman el costo variable (CV). Entonces:

_Er®@) | EM@Q)

cv 0 >

Sustituyendo Q* por Q para obtener el valor 6ptimo de CV*:

cv* = ,/2(CR)(CM)(D)
Si compara esto con la cantidad de orden econémico, puede ver que:
Costo variable 6ptimo por unidad de tiempo:
V' = (CM)(Q")
Entonces, el costo total 6ptimo por unidad de tiempo es la suma de este costo variable
y el costo fijo:

CT" = (CU)(D) + ¢cv*

Para analizar las derivaciones del conjunto de expresiones del problema de
inventarios, resolvamos el siguiente problema.
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Ejemplo numérico No. 1 (Waters, D. (2003))

Jaydeep (Trading) Company compra 6,000 unidades de un articulo cada afio con un
costo unitario de $ 30.00. Cuesta $ 125 para procesar una orden y arreglar la entrega,
mientras que los intereses y los costos de almacenamiento ascienden a $ 6 por afio
por cada unidad que se tiene. ;Cudl es la mejor politica de pedidos para el articulo?
Solucién:

Describiendo los valores que indica nuestro problema, tenemos:

Sea:

Demanda = D = 6,000 unidades al aino

Costo Unitario = CU = $30.00 por unidad

Costo de Reorden = CR = $125.00 por orden

Costo de Mantenimiento = CM = $6.00 una unidad al afio

La sustitucion de estas cifras en la ecuacién de la cantidad econ6mica de la orden
proporciona:

0 = 2(CRD) _ [2(125)(6000) _ gy im0
(Cm) (6)

El tiempo 6ptimo (tiempo de ciclo) entre pedidos es:

T*_Q*_ 2(CR) _ 500 _ 0.083 afios — 1
=D~ [y ~ 6000 " anos = 1 mes

El costo variable asociado es:

CV*=(CM)(Q*) = (6.00)(500) = $3,000 en un ano
Esto da un costo total de:

CT* = (CU)(D) + CV* = ($30.00)(6,000) + $3,000 = $183,000 al afio

346



La variacién del coste total por unidad de tiempo con el tamafio del pedido se muestra
en la Figura No. 7 y las variaciones en el costo total con respecto al nivel de stock
(existencias), se muestra en la Figura No. 8.

Costo anual

1544004
1 842004
154000+
1838004
183600+
1834004
1832004

cre-183,000 183000

1828004

&0
o
c“o‘,a\

Cantidad ordenada Q

8

0o 200

Figura No. 7. Variacién del costo total por unidad de tiempo con respecto al tamario del pedido.

Nivel
de stock

500

1 mes

1 mes 1mes

Tiempo

Figura No. 8. Variaciones en el costo total y nivel de stock (existencia o reservas)
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En conclusion:

La politica 6ptima es pedir 500 unidades al mes, con costos anuales de $ 183,000

Ejemplo numérico No. 2 (Waters, D. (2003))

Sarah Brown trabaja para un empresario que fabrica piezas para motores marinos.

Las partes se hacen en lotes, y cada vez que se inicia un nuevo lote cuesta 1,640
dolares para la interrupcién y la produccién perdida y 280 ddlares en salarios para
los instaladores.

Un articulo tiene una demanda anual de 1,250 unidades con un precio de venta de
300 ddlares, 60 por ciento de los cuales son materiales directos y costos de
produccion. Si la empresa busca un rendimiento del 20% anual sobre el capital, ;cual
es el tamafio 6ptimo del lote para el articulo y los costos asociados?

Solucidn:

De la informacién proporcionada, tenemos:

1.

2.

La demanda anual (D) es 1,250 unidades

Como el 60 por ciento del precio de venta se compone de costos directos, el
costo unitario (CU) se convierte en 0.6 X $300 = $18

El costo anual de mantenimiento (CM) es del 20 por ciento del costo unitario,
00.20 x 180 = 36 ddlares.

Reordenamiento o, en este caso, preparacién de lotes, el costo de reorden (CR)
tiene dos componentes para la produccion perdida y los salarios directos y se
convierte en 1,640 + 280 = $1,920.

La sustitucion de éstos datos proporciona el tamafio optimo del pedido
(resolviendo con Maple). De igual forma, la grafica que muestra la cantidad 6ptima
del pedido en relacion al costo total se muestra en la Figura No. 9.

#Sean , #Demanda , Demanda = 1250 , Demanda := 1250 , #Costo Unitario , CU := 180
CU:=180 , #Costo de mantenimiento , CM = 36 ,CM:: 36 , #Costo de Reorden , CR := 1920 ,
CR :=1920
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0= sqrt[ 2-(CR) - (Demanda) J QF&W

#Cantidad economica de la orden (CM)

evalf(%) ,365.1483717 ynidades (aproximadamente)

T:=L T:=im

#El tiempo dptimo entre ordenes (Tiempo de ciclo) Demanda | 75

evalf (%) 0.2921186973 afios = 15 semanas (aproximadamente)

#Costos variables dptimos | CV = (CM)-Q  CV:=2400 30  evalf(%) 13145.34138 =
= $13,145.34 ddlares en un afio

#Costo tottal éptimo | CT = (CU)-(Demanda) + CV  CT :=225000 + 2400+ 30

evalf(CT) | 2.381453414 10° —¢ 238,140 doélares en un afio.

#grafica de la funcion

CT = CU-Demanda + CR Demanda + CM-Q1
04 2

CT :=225000 + % + 18 Q1

plot(CT, 01 =0..500)
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Figura No. 9. Tamario éptimo de la orden que minimiza los costos totales.

DIff(CT, Q1) =diff (CT, Q1) |

i 225000 + 2900 4 1501, 1) - - 240090 4 15
01 o
2400000
diff (CT. Q1) :0, 01 ,solve(CT, 0ol)

-6250 + % v 140145 , -6250 — % v 140145

2400000 400000
18 3 evaf(%) 1.33333333310° =

, 180-1250 = 225000

sqrt(%) 365.1483716 =365.14 unidades (cantidad 6ptima de pedido)

#Costo total optimo

CTI == (CU)-(Demanda) + CV  CTI :=225000 + 2400 30 evalf(CT1)
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2.38145341410° ¢ 238,145

Comentarios:

En la practica, se ha desarrollado una gran cantidad de software para el control de
inventarios. Gran parte de las compaiias utiliza programas especializados, que
pueden ser muy grandes y complicados. Sin embargo, el alumno puede encontrar
software que haga parte del andlisis o ilustre los principios. Las hojas electrénicas de
calculo, el programa Maple o Matlab pueden ser utiles durante el desarrollo del curso,
como se ilustro en el problema No. 2, que muestra un calculo basico de la cantidad
econdmica de la orden.

Resumen

Hemos construido un modelo de un sistema de inventario idealizado que relaciona el
tamafio del pedido con los costos y la demanda. Esto demuestra que las érdenes
grandes e particulares tienen un alto componente de costo de mantenimiento, por lo
que el costo total es alto: las 6rdenes pequefias y normales tienen un componente de
costo de reorden alto, por lo que el costo total también es alto. Un compromiso
encuentra el tamafio de pedido 6ptimo o la cantidad de pedido econémico que
minimiza los costos de inventario.
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9.

Problemas resueltos

Problema No. 1. (Waters, 2003)

Preguntas conceptuales:

;Qué suposiciones se hacen para calcular una cantidad econémica de la orden?

a)
b)

c)
d)

;(Quéesel (EOQ)?

Si hacemos pedidos que son mayores que el (EOQ), ;por qué aumenta el costo
total?

¢En qué varia el costo variable por unidad de tiempo?

¢;Si utilizamos la cantidad econ6émica del pedido, que es mayor, el componente de
costo de reorden o el componente de costo de mantenimiento?

Respuestas

Los principales supuestos son: se considera un solo articulo, se conoce la demanda
y es constante y continuo, el tiempo de espera es cero y la reposicién es
instantanea, los costos unitarios, de reorden y de mantenimiento se conocen con
exactitud y se establecen, no se permite escasez. Hay una serie de otras
suposiciones implicitas en el analisis.

Es la cantidad econdémica del pedido, es el tamafio del pedido que minimiza el
inventario total y los costos para un sistema de inventario simple.

Debido a que los niveles de stock promedio son mas altos, lo que da altos costos
de tenencia. El aumento en el componente de costo de mantenimiento es mayor

que la disminucién en el componente de costo de reorden.

En el tamafio del pedido.

Ninguno en el (EOQ), el componente de costo de reorden es igual al componente
de costo de mantenimiento.
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Problema No. 2 (Waters, 2003)

La demanda de un articulo es constante en 1,000 unidades al afio. El costo unitario es
de $50.00, el costo de reorden es de $ 100.00, el costo de mantenimiento es de 25 por
ciento de valor al afio y no se permite la escasez. Describa una politica de inventario

6ptima para el elemento.

Solucion. Resolviendo con Maple

#Demanda  d = 1000 ,d =1000 , #Costo Unitario , CU = 50 ,CU:= 50 , #Costo de Reorden ,
CR := 100 , CR =100 , #Costo de mantenimiento , CM = (0.25)-(CU) ,CM :=12.50 |

2-CR-d
= t
#Cantidad optima de pedido ,Q sat ( CcM ) ,0:=126.4911064 #Costo variable |

CV = (CM)-Q , CV:=1581.138830  #Costo total | CT = (CU)-d+ CV CT:=51581.13883
r= £

#Tiempo optimo entre ordenes (tiempo de ciclo) d | T:=0.1264911064  %-52  6.577537533

(6.5 semanas aproximadamente)

(Qué tamaiio de pedido dara un costo variable dentro del 10 por ciento de lo
optimo?

#Sea QI la cantidad de pedido dara un costo variable dentro del 10 por ciento de lo optimo
CV-0.10 + CV  1739.252713

{Solve({( (ng'd) + 12'52'91 =1739.252713},{Q1}j}

{{01=81.17471007}, {O] = 197.1057240} }
Entre 81 y 197 sera la cantidad de pedido que responde a la pregunta

;Cual es el costo si los proveedores solo realizan entregas de 200 unidades?

#;Cudl es el costo si los proveedores solo realizan entregas de 200 unidades?

. ' CR-d |, CM-200
#0=200 CT2:= (CU)-d + 200 T 2 , CT2:=51750.00
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Problema No. 3 (Bonini, Ch., Hausman, W., Bierman, H. (1997))

Los costos de colocar un pedido son $150 ddlares. Se estima que durante los 12 meses
siguientes se utilizaran 1,000 unidades. El costo de mantenimiento por unidad por
mes es de $2.50 ddlares.

a) Calcular el tamafio 6ptimo del pedido (EOQ)

b) Ahora, sila empresa pudiera reducir el costo de los pedidos a $50 ddlares; el costo
del esfuerzo para lograr este cambio seria $1,000. Suponer que el producto se
vendera solo durante los préximos dos afios. Calcular la nueva cantidad de pedido
6ptima si se aplicara el costo mas bajo del pedido, y determinar si la empresa debe
invertir $1,000 délares en el programa de reduccion de este costo.

Solucion (Resolviendo con Maple)

#Prtoblema No. 3 Bonini J#Datos del problema ,

#Demanda (D), d=1000 unidades, Costos de ordenar (CR) =150 ddlares
#Costo de mantener (CM)=2.50 dolares por unidad, Costo unitario (CU)=50
#Respuesta a inciso a)

d = 1000 d:=1000 CR:= 150 CR:=150 CM := 250 CM:=250 CU:=50 CU:=50

#Cantidad dptima del pedido

_ 2-CR-d
o1 = Sqrt[ 12- CM]
Q] :=100.0000000 unidades

#Es necesario multiplicar el costo de mantener (CM) por 12 para convertir
#a las mimas unidades de tiempo que la demanda D.

#Respuesta al inciso b)  #Con Costos de reorden de (CR) = 50, tenemos
100

50
2 = sqrt| == |-100 02 = ——
Q2= [ ) ,Q 3 , evalf (%) 57.73502693 ynidades

#EI nuevo costo total (CT) es

%) (o) i
CTl = |=—|'122CM+ CU"| —
[ 2 02 ,CT] :=1000.000000+/ 3 , evalf(%) 1732.050808

#EI valor previo del costo total CT (Para Q1=100)

crr=2L oo + CR'(LJ
2 QI ) CT2 :=3000.000000
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Por lo tanto, el ahorro es de $1,268 ($3,000-$1,732) o $2,536 durante dos afios, y
esto supera el costo de $1000. (Si los ahorros se produjeron a lo largo de un
periodo de tiempo mas largo, seria prudente descontarlos de nuevo a un valor
actual antes de hacer la comparacién.
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Problema No. 4 (Bonini, Ch., Hausman, W., Bierman, H. (1997))

Una empresa utiliza una cierta pieza en el montaje de juegos de equipos electrénicos
a una tasa de 8,000 por afio. Cada pieza vale $18 ddlares. La empresa estima el costo
de mantener el inventario en 20% del valor del articulo por afio.

La empresa puede producir la pieza en una de dos maquinas. En la maquina A, el costo
de configuracion es $200 dolares; en la maquina B es s6lo $100 ddlares. Sin embargo,
cuesta 10 centavos mas por unidad producir el repuesto si se usa la maquina B que si
se hace en la maquina A.

;Cudl maquina debe usar la empresa? ;Cudl es el tamafio del lote?

Solucién. Resolviendo con Maple

#Solucion problema No. 4, Bonini. , #Datos del problema,

#Demanda D=d=8,000 por afio, Costo de ordenar CR=200 para la maquina A

#Cantidad Econdmica del pedido Q | #Costo de mantener el inventario = 0.20 de 18

#Definiendo datos en Maple, sean, Para la maquina A

d = 8000 d:=8000 CRA := 200 CRA:=200 CM := 0.20-18 CM:=3.60

04 = sqrt( M) ,
CM ,04:=942.8090415 | #Costo total del inventario maquina A
Ty = LACM

+ CRA- [ i)
04 ) ,CTA :=3394.112549
#Para la mdaquina B
2-CRB-d
B = sqrt| —————
CRB = 100 CRB:=100 © q ( M ) ,0B = 666.6666666

#Costo total de inventario mdaquina B

crp = 2BCM | CRB.[L)
OB ) CTB :=2400.000000
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#Sin embargo, a esto debe afiadirse el costo variable incremental de 0,10 (38,000) = 3800
# Asi, el costo total con la maquina B es 3,200, que es menor que A, por lo que B debe usarse
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Problema No. 5 (Bonini, Ch., Hausman, W., Bierman, H. (1997))

ABC Company utiliza 10,000 unidades por afio de un producto. El costo unitario de
mantenimiento es de $3 délares por afo. El costo de pedir un lote es de $60 dolares.

a) ;Cudl es el tamafio 6ptimo del pedido?

b) Silos costos de los pedidos fueran 60 centavos por pedido, ;cuantas unidades
deben pedirse de una sola vez?

Solucién. Resolviendo con Maple
#Problema No. 5. Bonini.
#Datos del problema , #Sean: D=d=demanda= 100,000 uniades ,
#Costo de Ordenar=CR=60 ddlares , #Costo de mantener el inventario=CM= 3 délares por aiio
#inciso a)
d = 100000 , d :=100000 , CR = 60 , CR =60 , CM =3 ) CM =3

2:d-CR

CM j , ©:=2000 ynidades

#inciso b), si los costos de ordenar fueran de 60 centavos

Q= sqrt(

2-d-0.60

Q = Sqr‘[( j '7 ]
CM ) 0:=200.0000000 ynidades
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Problema No. 6 (Bonini, Ch., Hausman, W., Bierman, H. (1997))

Dada la misma situacion literal a) del problema No. 5, con la informacién adicional
de que el costo de los pedidos puede reducirse de $60 doélares a $15 délares por lote,
si la empresa se une a una cooperativa de compras, pagando una cuota de afiliacién
anual de $2,000 délares.

a) ;Cudl seria el tamafio 6ptimo del pedido si la empresa decidiera unirse a la
cooperativa?
b) ¢Debe unirse la empresa a la cooperativa?

Solucién. Resolviendo con Maple

#Problema No. 6. Bonini. #Datos del problema | #Sean: D=d=demanda= 100,000 uniades
#Costo de Ordenar=CR=15 ddlares | #Costo de mantener el inventario=CM= 3 ddlares por afio

#inciso a) d = 100000 / d :=100000 CR:= 15 CR:=15 CM:=3CM:=3
2-d-CR
Q= sqrt| ——— . .
CM ,0:=1000  #Inciso b). El costo total utilizando el costo total anual, es
2000-CM d-60

CT =
2 * 2000 | CT:=6000

#EI costo total usando el nuevo costo de pedido reducido es:

CT :=3000

#La reduccion de costo es: 6000 — 3000 3000

#Como la reduccion de 3000 excede la tarifa de afiliacion de $2,000
#la empresa debe asociarse con la cooperativa y pedir lotes de Q

# = 1000 unidades.
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10. Ajuste de la cantidad de pedido econémico
Alejandose de la Cantidad Econémica del Pedido (E0OQ)

Las empresas manufactureras suelen tener un problema con el (EOQ). Cuando sus
costos de configuracién de lotes son altos, el (EOQ) puede sugerir lotes muy grandes
lo que complica la programacién de la produccion, da largos plazos de entrega a los
clientes, necesita almacenamiento excesivo y dejar demasiado capital en las
existencias. Estos problemas pueden anularse poniendo un valor artificialmente
elevado en el costo de tenencia, pero ilustra una debilidad del calculo. Otros
problemas surgen cuando:

El (EOQ) sugiere un valor fraccionario para las cosas que vienen en unidades
discretas (una orden para 2.7 camiones, por ejemplo, no tiene sentido y
comprariamos dos o tres); los proveedores no estan dispuestos a dividir los tamafos
estandar de los envases (227 kg de cemento, por ejemplo, se redondearian a los 50 kg
mas préximos);

Las entregas se efectian con vehiculos de capacidad fija, de modo que 12
toneladas, digamos, podrian caber en un camién, pero el (EOQ) de 13 toneladas
necesitaria dos camiones y, por lo tanto, dos costes de entrega; es simplemente mas
conveniente redondear tamafios de orden a un nimero conveniente.

Esto plantea la cuestiéon de cuanto subirian los costos si no usamos el (E0Q).
Supongamos que tenemos los siguientes valores:

e Demanda, (D) = 6,000 unidades al afio

e Costo unitario, (CU) = $ 30 por unidad

e Costo de reorden, (RC) = $ 125 una orden

e Costo de mantenimiento, (CM) = $ 7 por unidad al afio

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones estandar se obtiene:

¢ - [ B 45501 unidades

CV: = (CM)(Q*) = (7)(462.91) = $3,240.37 en un aio
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Es improbable que alguien ordene 463 unidades (y ciertamente no 462.91), por lo
que seria util saber lo sensible que es el costo de pequefios cambios alrededor de (Q*).
Si nos movemos a una pequeiia distancia del (EOQ), ;el costo sube muy rapidamente,
o es relativamente estable y so6lo da pequefias penalidades? ;Qué sucede aqui si
compramos en lotes de, digamos, 450 6 500 unidades?

Ordenes de 450 unidades. Resolviendo con Maple

#Demanada | d := 6000 d:=6000  #Costo de Reorden | CR := 125 CR:=125
#Costo de Mantenimiento | CM =7 CM:=T7  #Cantidad de pedido (orden)] A QI = 450
01:=450 02:=500

cvp e LCR)-(@) _
#Costo Variable I (para 450 unidades) | 0)| 2 ' 3

evalf (%) , $3241.666667 (ddlares)

Ordenes de 500 unidades. Resolviendo con Maple.

Mismos datos anteriores excepto por

#Cantidad de orden (pedido)2 = Q2 = 500 > #Costo Variable 2 (para 500 unidades)
(CR)d . (CM)-Q2
QZ 2 , CV2:=3250 (d()lares)

Ccr2 =

Los lotes de 450 unidades - que estan con un 2.8 por ciento por debajo de 6ptimo -
aumentan los costos variables en $ 1.30 o 0.04 por ciento.

Los lotes de 500 unidades - que estan en un 8 por ciento por encima del 6ptimo
aumentar los costos variables en $ 9.63 o0 0.3 por ciento.

En este caso el costo variable es claramente estable alrededor del valor 6ptimo. En la

practica, esto es siempre cierto, y podemos alejarnos un poco del (EOQ) y no obtener
un costo significativamente mayor.
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11. Modelo de Cantidad Econémica del Pedio (EOQ) cuando se permiten
faltantes (déficit)

En el modelo EOQ que se abord6 en capitulos anteriores, se supuso que un pedido era
recibido precisamente en el instante en el que el nivel de inventario llegaba a cero. No
se toleraban faltantes, y asi los costos de los faltantes se ignoraban en el modelo de
decision de inventario.

Aunque en muchas situaciones de inventarios los faltantes deben evitarse, hay casos
en donde es econdémicamente justificable planear y permitir faltantes. Hablando
practicamente, estos tipos de situaciones existen cuando el valor por unidad del
inventario es alto. Un ejemplo de este tipo de situacion es el del individuo que compra
un nuevo auto que no esta disponible donde el distribuidor, quien lo pide
posteriormente para el cliente.

Ahora aliviamos la situacién de no faltantes (se permite déficit) y permitimos que
ocurran.

Ademas, agregamos la suposicion de que todas las demandas que no se satisfacen
como resultado de los faltantes de inventario se piden de nuevo y eventualmente se
cumplen. Las suposiciones del modelo clasico EOQ todavia se aplican excepto,
naturalmente, la suposiciéon que no permite faltantes.

El perfil de inventario, cuando hay faltantes de existencias se muestra en la figura No.
10.

Nivel de Stock
(inventario) |
A

t1 Tiempo, t

Figura No. 10. Perfil de inventario con faltantes planeados.
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11.1. Derivacion del modelo de inventarios cuando existe déficit o faltantes
planeados

Ademas de la notacién que se ha utilizado en secciones anteriores, definiremos los
siguientes términos, sea:

CS = Costo de penalizacion por pedidos pospuestos (faltantes), proporcionales tanto
al nimero de pedidos pospuestos como al tiempo, costo del faltante por unidad de
faltante por afio.

S = Numero de faltantes por pedido (cantidad pospuesta)

I)y4x = Nivel maximo de inventario (Q — §)

t;= Tiempo durante el cual hay inventario disponible

t,= Tiempo durante el cual existen faltantes

T = Tiempo entre los pedidos (tiempo de ciclo T = t; + t,)

Q = Cantidad pedida (unidades)

D = Requisitos de demanda anual ($ por unidad)

CR = Costo de reorden (costo de pedir) ($ por pedido)

CM = Costo de mantener el inventario ($ por unidad de tiempo; tipicamente la unidad
de tiempo es 1 afo, pero puede ser cualquier unidad de tiempo siempre y cuando
todas las unidades sean consistentes)

CU = Costo unitario de compra ($ por unidad)

CT = Costo incremental total

Objetivo: Expresion total del costo

D
Costo por pedir (costo de reorden) = (CR)(E)

. Q-—95)°
Costos de manteniemiento = (CM) —————

2Q
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(€S)(S)?

Costo del faltante = 20

CT = Costo por pedir(reorden) + Costo de mantener + Costo del faltante

D -5)? S)?
€T = (R (3) + = (M L=+ (c5) T

11.2 Derivacion por medio del calculo de Q*, S*, y I" para el modelo (EOQ)
cuando se permiten faltantes.

Dados los parametros del modelo (CR,CM,CS,D) y la expresién anual del CT,
podemos determinar las reglas de decision 6ptimas para las variables de decision:

1) La cantidad 6ptima de pedido Q*
2) El maximo nivel de inventario I,,,4,

Usando Maple, tenemos:

_ (CR)'D  (CM)-(Q—=8)2 _ (CS)-S2
s 20 "0
_CRD . 1 CcM(Q—58)?* 1 CS§

CT = 0 + > 0 + 70
Diff (CT, Q)

CRD 1 1
Q[Q+2 0 2 o0

diff (CT, Q) =0

_CRD

_ 2
CM (0 —S) % CS S _0]’{@”

CM

HQ_ Jem(cMS® + CSS2 +2CRD)
M

kQ_ Jam(cmS® + CSS® +2CRD)

|
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__oceM MO
(CM+CS) " CM+CS

Pero:

cMO )

M - =

p @ (Q CM—i—CSj 1 CSCM?0
2 0 2 (cM+ CS)

S
o

CT, 0

Diff (CT, Q)

1 1 _cscM*Q
2 0 2 (cM + cs)?

00 0 +

diff (CT, Q) =0

__CMQ N\(,__ CM M9
_CRD+CM[Q CM—i—CSJ[l CM—i—CS] CM(Q CM+CS]

1
og Y 2 log
1 cscem?
2 (cM + cS)?

+ =0

__CMQO N\(,__CM
_CRD+CM(Q CM+CS](1 CM—i—CS)

7 0

CMOQ jz
i

’solve

1 CM[Q_ CM + CS 1 cSCM?
2 o 2 (cM + cs)?

H _ 2 /CMCSCRD (CM + CS) } { _ /2 /CMCSCRD (CM + CS) H
0 CMCS 19 CMCS

=0

{0}

Tomando la parte positiva y simplificando términos, la cantidad 6ptima de pedido que
minimiza CT es:

. _ [2(CR)(D) [(CM +CS)
Q= CM [

que es el nimero de faltantes 6ptimo que minimiza el CT. I,,,;, se calcula simplemente

de la relacién:

max
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L CF (cs) . Lok 2(CR)(D)(CM
Pero: § —Q(—(CS)_ (CM),equlvalente a:S* = ’—(CM)(CS)—(CS)Z

Sustituyendo en Q la expresion obtenido, se tiene:

1

. |2(cr(®D) [(cM +cS) M\ _ . (CS)
méx — cM s ¢ (CM + cs) =0 ((CS) —(CM)

El costo incremental total, es:

N _ / (€S)
CT(Q") = \/2(CM)(CR)D €M +CS)

§" = Q" — Iy

De igual forma:

Numero 6ptimo de pedidos:
(pedidos/afio) =(Unidades/afo) /(unidades/pedido): N* = %
Q*

Tiempo entre pedidos (denominado a menudo tiempo de ciclo): T* = >

Ejemplo:

Supongamos que una empresa esta considerando la posibilidad de permitir que se
presenten pedidos pospuestos para uno de sus articulos. La empresa estima el costo
faltante (CS) basado en pérdida de prestigio, pérdidas potenciales de utilidad debido
a pérdida de ventas y costos de retardo, en un valor cuatro veces el costo de

mantenimiento, o sea $8 por unidad por afio y CR = $9 por pedido.
Los datos del problema son:

Costos de mantener el inventario por unidad = (CM) = $2
Costo por pedio (Costo de Reorden) = (CR) = $9

Numero de pedidos por afio = = 10,000

Qo o

Frecuencia de pedidos = T =
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Utilizando Maple para resolver el problema para determinar la cantidad
optima del pedido (EOQ) cuando no se permiten faltantes.

#Problema de inventarios con demanda insatisfecha

#Demanda d= 10,000 unidades por aio | #Costo de Reorden CR=$9

#Costo de mantener CM=$2 por unidad por aiio |

#Costo de faltante (4 veces costo de mantener) =CS=$8 por unidad por aiio

#Solucion del problema cuando no se permiten faltantes

2-d-CR dCR
= sqrt| ——— -
0= sq ( cM j vz CM  d:=10000 10000 CR:=9 9 CM:=2 2

)

0
V2 /45000 evalf(%) 300.0000000 ynidades CT = sqrt(2:CR-CM-d) 600 =$ 600

#Frecuencia de pedidos (tiempo de ciclo) |

r=2 1 J2 /45000

d ) 10000 Jevalf(25) 0.03000000000

#Suponiendo aiio de 350 dias, se tiene

350-0.030 | 10.500 d{as , #Numero de pedidos por aiio |

Ne= 2 %ﬁ\/ 45000

De igual forma, cuando se permiten faltantes, tenemos:

#Solucion del problema cuando se permiten faltantes (deficit)

#Demanda d = 10,000 unidades por aiio #Costo de mantener CM=3$2 por unidad por afio

#Costo de pedido (Reorden) = 89 por pedido |

#Costo de faltante (costo de penalizacion) =CS = 4 veces el Costo de mantener, 4 x CM =4 x
32 =288
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#por unidad por afio. =~ fisea Q1 =cantidad dptima de pedido con deficit

2+CS
j 300 CS  CS=28 8

) ) )

Q] =

2-CR-d Y\ ( (CM+CS)
“( cM )Sq“[ Cs

01 7554 evalf(%) ,335.4101966 ynidades

#Numero de faltantes optimo por pedido

(2-CR-d-CM) j 60
S = sqrt — | 2 1/70
54 [ (CM) — (Cs) — (C8)2 ) 7 Cevalf(%) 71713716551 ynidades

#Nivel mdaximo de inventario

75\/?\/_—%1\/70

IMAX == Q1 — S ’evalf(%) ,335.4101966 — 71.713716551

335.4101 — 71.7337 | 263.6764 ynidades

#Costo incremental Total

CcS

CT = sqrt(2-CM-CR-d) -sqrt| ——=—
sqrt( ):sq ( M + CS] 12405 evalf(%) 536.6563145 =$536.65

De igual forma:

T11=£ iﬁﬁ

d , 400 , evalf (%) ,0.03354101966 | %6-350 | 11.73935688 (d{as
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Asi, si este modelo se implementa, el sistema comparado con el modelo clasico de la

cantidad 6ptima del pedido (EOQ) tendra las siguientes caracteristicas:

Caracteristicas (EOQ) Se permiten (EOQ) No se permiten
faltantes faltantes
Q*(unidades) 335 300
I"max (unidades) 263 300
T :% (dias) 11.73 10.5
CT*($) 536.55 600.00

Asi, en este ejemplo, el permitir faltantes se traduce en un ahorro de ($600 —
$536.55 = $63.45) o un poco mas del 10% sobre el modelo sin faltantes (E0Q). La
comparacién anterior se basa en una asignacion precisa del costo faltante, que en
realidad es un parametro muy dificil de estimar. Si a la compaifiia le preocupa mucho
que los faltantes pueden deteriorar seriamente su prestigio y la pérdida de ventas,
entonces las ganancias anticipadas no serian suficientes para garantizar el cambio de
un modelo de inventario que permitia faltantes planeados. Un anadlisis de sensibilidad
en CS seria un método util para decidir en este caso.
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12. Modelo de Cantidad Optima del Pedido (EOQ) para lotes de produccién:
un solo producto

Consideraremos ahora el caso en donde los articulos se reciben para inventario a una
tasa constante con el tiempo, al mismo tiempo que las unidades se consumen. Esto
contrasta con el modelo de la cantidad 6ptima del pedido (EOQ), en donde la cantidad
total pedida se recibe instantdneamente. Este modelo se disefia tipicamente para
situaciones de producciéon en que se coloca un pedido, la producciéon comienza y un
numero constante de unidades se suma al inventario cada dia hasta completa el lote
de produccién. Al mismo tiempo, las unidades se demandan y consumen a una tasa
constante. Se supone que la tasa de produccién es mayor que la tasa de demanda. De
otra manera, no se acumulard inventarios y se presentaran faltantes.

12.1. Formulacion del modelo

Definamos los siguientes parametros:

p = tasa de produccion, esta tasa se asume contante

d = tasa de demanda o utilizacidén, también se asume constante

Q = cantidad pedida (unidades)

T = periodo de tiempo entre pedidos (tiempo de ciclo)

CR = costo por pedir (preparacion, o alistamiento) ($ por pedido)

CM = costo de mantener el inventario ($ por unidad de tiempo).Un afio

D = requisitos de demanda anual (unidades por aio)

N = numero de pedidos o lotes fabricados por afio

CT = costo incremental total

Funcién objetivo:

CT = costo de ordenar (costo de pedir) + costo de mantener

El costo de pedir (ordenar) es como antes igual a:

D
Costo por pedir (costo de reorden) = (CR)(E)
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La interpretacion del costo de pedir en una situacién de produccién se le conoce mas
adecuadamente, como el costo de produccion de alistamiento. Este costo, que incluye
horas hombre, material y costo de pérdida de produccién en que se incurre mientras
se prepara el sistema de produccion para operacion, es un costo fijo que ocurre para
cada lote de produccién, independientemente de la cantidad producida.

Los costos de preparacién (reorden, pedir o alistamiento) representan los costos para
desarrollar los planes de produccién para el articulo, escribir los pedidos para la
planta y realizar los tramites de papel necesarios, alistar las maquinas y controlar el
flujo de pedido a lo largo de la planta manufacturera.

El costo de mantenimiento es también igual, como antes, al costo anual
unitario de sostenimiento multiplicado por el inventario promedio, es decir: (CM) (%).

Sin embargo, puesto que la produccién de la cantidad total pedida Q tiene lugar sobre
un periodo de tiempo (definido por la tasa de producciéon p) y las partes ingresan al
inventario, no en grandes tandas o cantidades (como en el modelo EOQ), sino en
pequefias cantidades a medida que la produccién y el consumo se realizan,
obtenemos un patrén de inventario similar ala Figura No. 11.

El maximo nivel de inventario, y por consiguiente el nivel de inventario
promedio, no sera solamente una funcién del tamafio del lote como en el modelo
clasico EOQ, sino también una funcién de la tasa de producciéon (p) y de la tasa de (d).
Examinemos la figura No. 11 mostrada a continuacién:

Nivel de Stock

(inventario) | p = tasa de produccion
A d= tasa de demanda
tp = periodo de tiempo de un lote de produccién
T = periodo de tiempo entre la iniciacion de los lotes de produccion

> Imax { =tp (p-d), Q (1-d/p)

L
o

&
&
=3
5
<
2

| =Imax/2

o
;)
3
s,
<

Tiempo, t

Figura No. 11. Perfil de inventario en funcidn del tiempo, con recepcién de articulos no instantdnea.
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Nivel maximo de inventario
Linax = tp(p —d)

donde (p — d) es la tasa de acumulacion de inventario por unidad de tiempo
(p se supone mayor que d) y t, es la duracion total del lote de produccion.

Para obtener el nivel de inventario promedio en términos de la variable de
decisién Q, remplazamos (%) por t,, obteniendo:

Inventario promedio:

Q d

— 1 - —

22
El costo anual de mantenimiento es:

Q d
CM)—(1——
(M7 -

La expresion del costo total es:

~ D Q d
CT = (CR)E +(Cm)5 (1~ 5)
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12.2. Derivacion de las reglas de decision 6ptimas para el modelo de la
cantidad optima del pedido (EOQ) para lotes de produccion: un solo
producto

Dada la funcién objetivo

~ D Q _ d
CT = (CRY G+ (M5 (1=

Y los parametros del modelo (CM, CR, D, d , p), podemos derivar una regla de decisiéon
6ptima para Q* por medio del calculo diferencial. Los resultados utilizando Maple,
son:

#Derivacidn del tamaiio de lote optimo Q | #para el modelo de produccidn por tamafio de lote

#Formula del costo anual total

CT = CR-(%) +CM~(%)-[1 —%J CRQDI +%CMQ(1 —%j

Diff (CT, Q) =diff (CT, Q)

5 (- ool -]) -t L)

0 o p
diff (CT, Q) =0
Syl gen(i- )G
(13]G
CR-DI 2CRDI
Ta(i-2) * (-4 ¢
_ __2CRDI _ CRDI
g e R e

Comprobando mediante el criterio de la segunda derivada, tenemos:

Diff (CT, Q, Q) =diff (CT, 0, Q) ,

o

: [%+%CMQ(1iD_%
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2CRDI
diff(CT,0.0) , O 5 .

Puesto que el valor de la segunda derivada es mayor que cero para D, CR,y Q mayores
que cero, Q" es la solucion de costo minimo.

Por lo que:
2(CR(D) _  [2(CR)(D) p
cmu-g) \/ €M) | (p-d)
También:

CT" = jZ(CR)(CM)(D)(l — g)

El niimero 6ptimo de lotes de produccién de tamafio Q* es, por consiguiente:

D

N =
Q*

Y el tiempo 6ptimo entre los lotes de produccion es:
., 1 @ . / 2(CR) P
T =—=—, = T = _— e —
N* D (CM)(D) A[ (P-d)

(p—d)

El costo variable es:

cV* =,/2(CR)(CM)(D)

Ejemplo numérico No. 1:

Supongamos que los articulos del ejemplo anterior fueran fabricados por una divisién
de una compafiia que tuviera una planta productora contigua a la empresa.
Supongamos también que la tasa de produccién p es de 15,000 unidades por afio.

Admitamos que CM = $2,CR = $9.

2-9:10000
I = _—
)
15) ) ,300\3" evalf(%) ,519.6152424 ynidades.

También:
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CT:zsqn(z-CR-CM-DJ[l—%)j ﬁ/CRCMDJ(l— y

sqrt(2-2-9'10000-(1 —

jj ) 2003 ,evalf(%) | 346.4101616 = $346.410

519.6152° 19.24501054 = niimero 6ptimo de lotes de produccién de tamafio

N 0.05196152000  0.0519615200-350 | 18.18653200 = 18.4 dias (0.051 afios x

También,
N 10000
Q*
T := L
350 dias/afo)

Finalmente, realicemos la comparacion entre reposicién finita e instantanea.
La tabla siguiente muestra las diferencias entre los modelos.

Comparacion de reposicidn finita e instantanea

Tasa de reabastecimiento finita

Reembolso instantaneo
(Para la cantidad de econdémica del
pedido EOQ)

Cantidad ordenada

o - [2CR®) [ b
) [w-d)

. Rernm
= "

Tiempo de ciclo

o | 2R [ p
INCOION R

o | 2€R)
(€M) (D)

Costo variable

CV* = \/2(CR)(CM)(D) @

cv* = \/2(CR)(CM)(D)

Costo total

cr = J 2(CR)(CM)(D)(1 — g)

CT* = (CU)(D) + ¢cV*

Tiempo O6ptimo de
produccion

TP*=Q—
p
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12.3. Discusion y reflexion:

Imaginese trabajando con un mayorista o minorista. Tienen entregas grandes que
aumentan instantdneamente el nivel de bienes o mercancias, y luego una serie de
demandas mas pequefias que lentamente la reducen.

Consideremos, sin embargo, las existencias de productos terminados al final de una
linea de produccion. Si la tasa de produccién es mayor que la demanda, los bienes se
acumularan a un ritmo finito, de modo que no hay reposicion instantanea, sino una
tasa de reposicion finita.

Si la tasa de produccion es menor que la demanda, cada unidad que llega es
inmediatamente transferida a un cliente y no hay existencias. Los bienes sélo se
acumulan cuando la tasa de produccién es mayor que la demanda. Entonces el nivel
de stock sube a un ritmo que es la diferencia entre produccién y demanda. Si
llamamos la tasa de produccién p, las existencias se acumularan a una tasa (p - d),
como se muestra en la siguiente Figura No. 12.

Jeunn|Sy

2035 B
ejaualdysues]
epuewsap

Producir a la tasa (p) por Aumentos de stock a (p-d) _| Satisfacer la demanda de (d)
unidad de tiempo por unidad de tiempo por unidad de tiempo

Figura No. 12. Tasa de reabastecimiento finita.

Este aumento continuard mientras la producciéon continte. Esto significa que tenemos
que tomar una decisiéon en algin momento para detener la produccién de este
elemento y probablemente transferir la fabricacion de otros elementos a otras
instalaciones.

El objetivo de este andlisis es encontrar el mejor momento para esta transferencia, lo
que equivale a encontrar un tamafio de lote éptimo.

Supondremos que las otras suposiciones que hemos hecho para la cantidad de orden
econdmico siguen siendo validas, por lo que seguimos considerando un solo articulo,
con demanda conocida, constante y continua, con costos conocidos y constantes, y sin
escasez.
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Asi que tenemos reabastecimiento a una tasa p y la demanda a una tasa d, con el
crecimiento de la poblacién a una tasa (p — d). Después de algiin tiempo, decidimos
detener la produccion.

Entonces, el stock se utiliza para satisfacer la demanda y disminuye a una tasa d.
Después de algun tiempo adicional, (T — tp), en donde todas las existencias se han
utilizado y debemos comenzar la producciéon de nuevo.

La Figura No. 11 muestra la variacion resultante en el nivel de stock, donde asumimos

que hay un valor dptimo para tp (que corresponde a un tamafio de lote 6ptimo) que
usamos siempre.

12.4. Problemas resueltos de la seccion

Problema resuelto No. 1 (Waters, 2003)

La demanda de un articulo es constante en 1,800 unidades al afio. El articulo se puede
hacer a una tarifa constante de 3,500 unidades por afio. El coste unitario es $ 50, el
coste de la reorden o de pedido de la produccién es $650, y el coste de mantener es el
30 por ciento del valor un afo. ;Cudl es el tamafio 6ptimo del lote o del articulo? Si el
tiempo de preparacion de la produccidn es de 2 semanas, ;cuando deberia iniciarse?
Solucion:

Listando las variables y datos proporcionados:

D =d = 1,800 unidades por aio

p = 3,500 unidades por afio

CU = $50 por unidad

CR = $650 por lote

CM = (30% de 50) = (0.30 x 50 = 15 unidades por aio)

Sustituyendo estos valores y utilizando Maple, tenemos:

#Ejemplo resuelto No. 1

#Datos del problema
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#Costo de ordenar CR =650 por lote | #Demanda D =d= 1,800 unidades por afio

#Tasa de produccion p =3,500 unidades por aiio | #Costo unitario CU = 50 por unidad

#Costo de mantener CM =15 por unidad por afio

#Cantidad optima del pedido

oo (265 2 -

p—d) 17 , CR =650 CR:=650
d:= 1800 d:=1800 CM:=15 CM:=15 p:= 3500 p:=3500

100 9282

0, 17 , evalf (%) , $506.7243339

#Tiempo de produccion dptimo

TP := Q TP = % v 9282

p , evalf(%) ,0.1619212383 |

)

#Convirtiendo a semana: 0.1619212383 x 52 semanas | (0.1619212383)-(52)
8.419904392 semanas

#La longitud optima del ciclo es:

o (35 (2)) e

p—d))),

, evalf(%) 03148468521

#Conviertiendo 0.3148468521 aiios a semanas

(0.3148468521)(52) | 16.37203631 semanas

#EI costo variable optimo es:

(p—d) )j 300
oV = squt| (2-CR-CM-d)-[ L2=2L )| v =22 o282
> (( ) ( » 7 evalf (%) §4128.991576 por afio

)
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#EI costo total optimo por unidad de tiempo es:

300
CT :=90000 + ——+/ 9282
CU:=50 CU=50 6 CT:=CUd+CV, 7

evalf(%) , $94128.99158

Finalmente, si el tiempo de preparacion de la produccion es de 2 semanas, podemos
encontrar el tiempo para comenzar desde el valor de reorden. El tiempo de ciclo es
mas largo que el tiempo de entrega, asi que:

ROL — 2'( 1800 ] 900

ROL = ——
52 , 13 , evalf(%) 69.23076923

#Redondeando al entero mas cercano = 70

La mejor politica es comenzar a hacer un lote de 567 unidades cada vez que las
existencias caen a 70 unidades.

Ejemplo resuelto No. 2 (Waters, 2003)

Los meteorélogos de Saloman Curtis han estimado la demanda de un articulo que
importan de Taiwan a un promedio de 20 unidades al mes. Ellos pagan $ 1,000 por
cada unidad.

El afio pasado, el Departamento de Compras y Transporte Interno organizo la entrega
de 2,000 pedidos y tuvo costos de operacion de $ 5,000,000.

La Seccion de Cuentas cita los costos anuales de tenencia como 20 por ciento del costo
unitario por la pérdida de capital y oportunidad, 5 por ciento por espacio de
almacenamiento, 3 por ciento por deterioro y obsolescencia y 2 por ciento por seguro.

Todos los demads costos asociados con el almacenamiento del articulo se combinan en
un costo anual fijo de $ 24,000. Calcule la cantidad de pedido econémico para el
articulo, el tiempo entre pedidos y el costo total correspondiente.

Al hacer que el articulo a una tasa de 40 unidades al mes Saloman Curtis podria evitar
el costo fijo de $ 24,000 al afio, reducir el costo unitario a $ 900 y tener un costo de
ordenacion de lote de $ 1,000. ;Seria mejor para la empresa hacer el articulo en si en
lugar de comprarlo?
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Solucién:

En primer lugar, podemos considerar la opciéon de comprar el articulo. Entonces
conocemos las siguientes variables.

Listando las variables y datos proporcionados:
D =d=20x12 = 240 unidades por afio

p = 40 x 12 = 480 unidades por afio

CU = $1,000 por unidad

~$5,000,000

2,000 = $2,500 por orden

CM = (0.2 4+ 0.05 + 0.02) x 1,000 = 0.30 x 100 = $300 unidades por aio)

Resolviendo con Maple (reembolso instantaneo, para la cantidad de econémica
del pedido EOQ)

#Problema resuelto No. 2 (Waters) | # Datos del problema |
#Demanda = 20 x 12 = 240 unidades por aiio | #Costo unitario = CU= 81,000 por afio

5000000
2000

#Costo de mantener =CM=(0.2+0.05+0.03 +0.02) x 1,000= $300 por unidad por aiio

#Costo de ordenar CR = [ ] =3$2, 500 por orden

#Tasa de produccion = p = 40 x 12 = 480 unidades por afio.

#Cantidad optima del pedido

2-CR-d CRd
= sgrt| — = 2 —_
© d ( CM j ) 0 \/— M CR = 2500 ) CR :=2500 ) d = 240 'd =240

CM := 300 CM:=300 O V22000  evalf(%) 6324555319 ynidades

#Tiempo entre ordenes (tiempo de ciclo). Un afio= 52 semanas

T = % == /2 /2000
)

240 , evalf (%) 02635231383 afios,

(0.2635231383) - (52)#resultado obtenido por 52 semanas 13.70320319 semanas

#Numero de pedidos por periodo= %

)
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240 iﬁ\/ 2000

0 , 50 ,evalf(%) 3.794733191  #3.79 ordenes por afio
#Inventario promedi 9 901 J2 /2000
2,2 2 , evalf(%) $31.62277660
#Inversion media
o

CU = 1000 CU:=1000 , 2 U}sooﬁ V2000 , evalf (%) $31622.77660
#Mdximo stock (existencias)

0,2 2000 | evalf(%) 6324555319 ynidades

#Inversion mdxima

0-CU, 1000+/2 /2000 , evalf(%) $63245.55319

#Costos fijos unitarios

d-CU  $240000 ,

#Costos variables

CV = sqrt(2-CR-CM-d) | CV:= 6000/ 10 , evalf (%) $18973.66596

#Costo total de un periodo

CT = CU-d+ CV  CT:=240000 + 6000/ 10 , evalf(%) $2.589736660 10° = $258,973

Utilizando ahora la tasa de reabastecimiento finita y usando Maple, tenemos:
#Demanda = 20 x 12 = 240 unidades por afio , #Costo unitario = CU= 8900 por aiio

#Costo de ordenar CR= 31000 por orden | #Costo de mantener =CM=8270 por unidad por afio

#Tasa de produccion = p = 40 x 12 = 480 unidades por arfio.

p = 480 p:=480 d:= 240 d:=240 CU:= 900 CU:=900 CR := 1000 CR:=1000
CM =270 CM:=270

#Cantidad optima del pedido con reabastecimiento finita
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2-CR-d p ] 40
[ = sqrt sqrt 1:==2710 2
Ol=sq [ cM ) > ( p—d ,Q 3  evalf (%) 59.62847937 ynidades

#Tiempo entre ordenes (tiempo de ciclo). Un afio =52 semanas

r=LL 11102
)

#Numero de pedidos por erioa’ozL a4 i\/ 10 \/7
P porp o1 01 |10 , evalf (%) 4.024922359
#]nventari0[,7r0mea’l'g or 20 Vv 10 \/7 0 )
2 , 2 , 3 , evalf(ﬁ) 29.81423969 unldades

#Inversion media ﬂ)c cU % -CU
)

2 1600010 V2 evalf(%) $26832.81572 =$26,832.81572

#Mdximo stock (existencias) | QI
S ONATNGY

evalf(%) 59.62847937 ynidades

#Inversion maxima , Q1-CU

1200010 V2 evalf(%) $53665.63145 = $53,665.63145

#Costos fijos unitarios | d-CU | $216000 = $216,000

#Costos variables

(p—d) j
CVI = sqrt(2-CR-CM-d) -sqrt| ~2—2L
o )sq ( P ), CVI=1800T0 V2 evalf(%) §8049.844717

#Costo total del periodo

CT1 := d-CU+ CV1 CTI:=216000 + 180010 /2 jevalf(%) $2.240498447 10°
=$224,049.8447
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13.Modelo de inventarios con escasez planeada y con pedidos pendientes
13.1. Pedidos atrasados y ventas perdidas

Los modelos descritos hasta el momento han supuesto que no se permiten escaseces
y que toda demanda debe ser cumplida. Esta es una opinién razonable cuando la
escasez es muy cara. Hay, sin embargo, circunstancias en las que la escasez planificada
es beneficiosa. Un ejemplo obvio viene cuando el costo de mantener un articulo en la
una sala de exposicion es mas alto que el beneficio de venderlo.

Cuando usted compra un automoévil nuevo, por ejemplo, en la sala de exhibicion no se
mantiene una exposicion de cada versién en sus modelos de autos, pero usted elige
las caracteristicas que usted desea, la sala de exposiciones ordena esto al fabricante,
y después usted espera el coche para que le sea entregado. En otro caso, si compra
una computadora de la compaiia Dell, usted visita su sitio web para disefiar un
sistema y luego Dell lo fabrica y lo entrega con un plazo de entrega corto.

Cuando la demanda de los clientes de un articulo no puede ser satisfecha de las
existencias, hay escasez. Entonces el cliente tiene una opcién (como se muestra en la
figura No. 13).

En primer lugar, pueden esperar a que el articulo entre en stock, en cuyo caso su
demanda se cumple con un pedido pendiente. O pueden retirar su pedido y acudir en
un futuro con otro proveedor, en cuyo caso se pierden ventas.

Es probable que los clientes que experimentan una escasez se desvien por lo menos
con algunos negocios similares o con proveedores mas confiables. Las encuestas
sobre las actitudes de los clientes sugieren que se necesita una mala experiencia para
que un cliente cambie de proveedor, pero algo asi como 14 buenas experiencias para
restaurar su confianza.

Comenzaremos por mirar las 6rdenes atrasadas, donde los clientes estan preparados
para esperar, y en seguida pasar al analisis de las ventas perdidas.

La figura siguiente muestra las alternativas que tienen los clientes cuando su
demanda no puede ser satisfecha de las existencias disponibles.
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El cliente exige un
articulo

El articulo
esta agotado

El cliente espera El cliente se traslada 4
otro proveedor con|
ventas perdidas

El “diente transfiere El “cliente transfiere El “cliente transfiere
algunos negocios algunos negocios algunos negocios
futuros a otrd futuros a otrg futuros a otrg
proveedor proveedor proveedor

El cliente transfiere

a otro proveedor

todo el negocio futuro

Figura No. 13. Alternativas para los clientes cuando su demanda no puede ser satisfecha de las
existencias disponibles.

13.2. Pedidos atrasados

Una orden posterior se produce cuando un cliente exige un articulo que esta fuera de
las existencias, y luego debe esperar para recibir el articulo en la préxima entrega por
parte de los proveedores.

Vemos estos casos en muchos minoristas, tales como salas de exposiciéon de los
muebles. Cada sala de exposicién almacena una coleccién de muebles, pero no es
suficiente para cubrir toda la demanda, y se pide a los clientes que esperen las
entregas de proveedores o centros regionales de distribucion. Esto sugiere que es
mas probable que la disposicion posterior sea mas alta cuando el costo unitario sea
alto, que exista una amplia gama de elementos, que sea demasiado costoso mantener
existencias de toda la gama, que los plazos de entrega de los proveedores sean
razonablemente cortos, y los clientes estan dispuestos a esperar.

Conoceremos el caso mas comun en el que se mantienen algunas existencias, pero no
lo suficiente para cubrir toda la demanda. La pregunta clave es: ;cuanto de la

demanda se debe satisfacer de las existencias y cuanto de los pedidos atrasados?

La figura No. 14 muestra el nivel de existencias durante un ciclo cuando la escasez
estd pendiente.
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Figura No. 14. Un ciclo de reservas (stock) tinico con pedidos atrasados

Aqui los pedidos atrasados se muestran como existencias negativas, y vamos a usar
el enfoque estandar de encontrar el costo para un solo ciclo y usarlo para calcular el
tamafio 6ptimo del pedido.

El costo total para un solo ciclo proviene de la suma de los cuatro componentes de
costo:

e Componente del costo unitario: momento del costo unitario = (CU)(Q)

e Componente del costo de reorden (costo de pedir): = Costo de Ordenar
multiplicado por el nimero de pedidos= (CR)

mantenido

e Componente del costo de mantener: = Stock promedio de (Q;S)

durante un tiempo T;.
_(Em@-9T1
2
e Componente del costo de escasez: escasez promedio durante un tiempo T5.

_(€)($)(T2)
2
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Si se suman estos datos, se obtiene el costo total por ciclo.

(CU)(Q + (CR) + (CMXQZ-SXH) + LOT)

Durante la primera parte del ciclo se satisface toda la demanda de existencias, por lo
que la cantidad enviada a los clientes es (Q - §), lo que equivale a la demanda de

(D)(Ty).

Durante la segunda parte del ciclo toda la demanda es ordenada de nuevo, por lo que
la escasez, S es igual a la demanda no satisfecha (D) (T,). Sustituyendo:

@) g _S
) yTZ_D

T,

Se obtiene el costo total por ciclo:

(CM)(Q-5)* | (CS)S?
(CU)(Q) + (CR) + ORI

Luego dividiendo por T y sustituyendo Q = (D)(T) se obtiene el coste total por
unidad de tiempo:

CR® | (CM)(Q-5)* + (CS)S?
Q 2(Q) 2(Q)

CT = (CU)(D) +

La ecuacidn tiene dos variables, Q y S, por lo que podemos diferenciar con respecto a
Ambas variables e igualar a cero para obtener los resultados:

Usando Maple para derivar los valores ptimos:

e (CR)-(D) | (CM)-((Q—=95)"2) , (CS)(S)-(5)
CT := CUD + o + 20 + 20
CRD CM (0 — S)? CS

1 I
CT:=CUD + +— +—
o 2 o 2 0

Diff (CT, Q) = diff (CT, Q)

KB CRD | 1 CM(Q—S)* LCSSZJ _CRD | CM(Q—25)
7 (CUD—i— o + 5 + o = + 5
1 eM(@—-9)* 1 ¢SS
2 o 2 ¢
diff (CT, Q) =0
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_CRD  CM(Q—=S) _ 1 cM(0—S5)?* 1 cs§°

@ 0 2T @ 2 g Y

Diff (CT, S) = diff (CT, S)

KB CRD | 1 CM(Q—5)* | 1 CSSZJ__CM(Q—S) CSS
(,)S[CUD+Q+2 o T2 )" ) 5
_CM(Q-S) €SS _
diff (CT,S) =0, 0 0
CMS . CSS
expand(%) , M 0] * 0 -0

Después de alguna manipulacion estas ecuaciones simultaneas pueden ser resueltas
para dar valores 6ptimos:

# Realizando algfunas manipulaciones y esolviendo simultdneas,
#tenemos los siguientes valores optimos

solve[[—CM—i— % + % =0}, {S}j , lS:CML—i—QCS} , S = (CM)-0

CM + CS
g _CMO
"~ CM + CS
diff (CT, Q) =0
__CMQ \(,__CM Mo Y
CRD CM[Q CM—l—CS)(I CM—l—CSJ 1CM(Q CM—i—CSj
- + PR —
o 0 2 o
2
L1 _csem -
2 (M + CS)
__CMO __CM
CRD CM(Q CM+CS](1 CM+CS)
solve| | - +
o 0
__cMQ Y
1CM(Q CM—i—CS) 1 cScM?
iy t 5 =00, {0}
o (CM + CS)

H _ /2 /CMCSCRD (CM + CS) } { _ /2 /CMCSCRD (CM + CS) H
© CMCS 19 CMCS
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Tamaiio del pedido éptimo (tomando la raiz positiva):

. |2cR)(D)(CcM + c3)
¢ = (CM)(CS)

Cantidad 6ptima de pedido pendiente:

o _ [2CR)(CM)(D)
(CS)(CM + CS)

Ademas, sabemos:

Tiempo durante el cual se satisface la demanda:

_(Q -5

T
1 D

Tiempo durante el cual la demanda esta pendiente:

T, = s
27D

Tiempo de ciclo:
T{+T,

Discusion

A veces es util tener escasez planificada, particularmente cuando la demanda del
cliente no se pierde, pero puede ser satisfecha con pedidos atrasados. Estos pedidos
pendientes inevitablemente tienen algiin costo, que podemos expresar como un costo
de escasez dependiente del tiempo. Podemos Utilice esto para encontrar valores
Optimos para el tamano del pedido y la cantidad que se ordenaran de nuevo.
Analicemos lo anterior mediante un ejemplo resuelto.

Ejemplo resuelto. (Waters,2003)

La demanda de un articulo es constante a 100 unidades al mes. El costo unitario es de
$ 50, el costo de reorden es de $ 50, el costo de mantenimiento es de 25 por ciento de
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valor al afio, el costo de escasez para los pedidos atrasados es de 40 por ciento de
valor al afio. Encuentre una politica de inventario 6ptima para el elemento.

Solucion:

Listando las variables que conocemos en unidades consistentes:
D = (100)(12) = 1,200 unidades por aio

CU = $50 por unidad

CR = $50 por orden

CM = (0.25)($50) = $12.5 por unidad por aio

CS = (0.4)($50) = $20 por unidad por aio

Entonces la sustitucion da al resolver con Maple:

#Ejemplo resuelto . #Modelo de inventarios con faltantes planeados

_20J2 /3 /CMCSCR (CM + CS)

_ N2 /CMCSCRd(CM + CS)

¢ CMCS ) Q: CMCS
§——CMO 2023 JCMCSCR(CM+CS)
T eM+Cs 7 CS (CM + CS)

#Demanda = 1200 unidades por afio

d = 1200 d:=1200  #Costo unitario =850 por unidad CU:= 50 CU:=50
#Costo de reorden (de pedir) =CR=350 por orden CR := 50 CR =50

#Costo de mantener CM=$§12.5 por unidad por aiio , CM := 12.5 CM :=12.5
#Costo de la escasez CS=820 por unidad por afio CS = 20 CS:=20

0 ,50.99019514/2 /3" evalf(%) ,124.8999600 ynidades

S 19.61161351y2 3" evalf(%) 48.03844614 ynidades
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#Tiempo en el cual se satisface la demanda, afios

7= Q=5
d  T1:=0.026148818022 V3  evalf(%) 0.06405126153

#multiplicando por 52 semanas, tenemos

(0.06405126153)-(52) , 3.330665600 semanas
#Tiempo durante el cual la demanda esta pendiente, afios

S
2=
d | T2:=0.01634301126\/2 3 evalf(%) 0.04003203845

#multiplicando por 52 semanas, tenemos

(0.04003203845) - (52) | 2.081665999 semanas

#Tiempo de ciclo = Tl +T2, semanas

T=TI+T72 T:=0. 04249182928\/—\/— evalf(%) 0.1040833000 | (0.1040833000)-(52)
5.412331600 semanas
Conclusiones

En este ejemplo, el costo de escasez es relativamente bajo, por lo que el articulo esta
agotado casi el 40 por ciento del tiempo.
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14.Conclusiones del capitulo

En este capitulo se ofrece una introduccién integra a la gestiéon de inventarios de
acuerdo al programa de trabajo presentado a la Direccién de docencia del
Tecnologico Nacional de México. Se desarrollo el tema de inventarios desde los
principios basicos hasta un material un poco avanzado con respecto a los objetivos y
contenido del programa de estudios de la materia investigaciéon de operaciones que
se imparte en la carrera de ingenieria en sistemas computacionales, dejando al
alumno y a los profesores e interesados en el tema a profundizar en el tema de
inventarios con los desarrollos mas recientes.

De hecho, no se aborda ningiin conocimiento previo del tema, de tal forma que
cualquiera que lea la seccion de inventarios abordado en el libro de texto encontrara
facil construir una comprension detallada del tema.

En esta parte del libro también se tiene el cuidado de no pedir ningin
conocimiento especifico sobre la ciencia de la gestidn, investigaciéon de operaciones,
matematicas avanzadas, contabilidad, o cualquier otra materia. Esto significa que una
gran variedad de personas con distintos perfiles en su formacién académica pueden
leerlo utilmente, incluyendo a estudiantes que hacen un curso general en
administracién, negocios, comercio, o algin campo relacionado que requiera el
conocimiento del tema.

También puede utilizarse para cursos mas especializados en, por ejemplo,
mercadotecnia, gestion de la cadena de suministro, gestion de operaciones,
investigacion de operaciones, ciencias de la gestion o produccidn.

Ademas, es util para los administradores que quieren aprender mas sobre la
gestion de inventario y cdmo las ideas pueden ser utilizadas en su trabajo. Cualquiera
que sea su experiencia, puede utilizar la secciéon de este libro de forma accesible y
facil, de tal forma que este en posibilidad de usarlo para aprender sobre el
pensamiento y las practicas actuales en la gestion de inventario.

Es adecuado para muchos tipos de personas, incluidos los estudiantes del
campo de la ingenieria industrial, ingenieria en sistemas computacionales, ingenieria
en gestion empresarial y la licenciatura en administraciéon. También es util para
personas que realizan una gama amplia de cursos sobre el tema, también es util para
los directores empresariales.

Las ideas sobre la gestién de inventario estan cambiando muy rapidamente, y

en esta seccion del libro se ofrece una visién practica del pensamiento sistémico en
que se sustenta la investigaciéon de operaciones.
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Algo medular: los interesados en abordar problemas en el campo de aplicacion de
la investigacion de operaciones, deben conocer las herramientas basicas del calculo
diferencial, la estadistica, el algebra lineal. De igual forma, es importante estar
familiarizado con el uso de software especializado como Maple, Matlab, Excel,
Mathematica u otro que le permita comprender los conceptos del tema, y facilitar las
operaciones necesarias para resolver los problemas y proyectos propuestos.
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Date prisa y espera.
Viejo refran del ejército.
1. Introduccion

En general no nos gusta esperar. Pero la reducciéon del tiempo de espera suele
requerir inversiones adicionales. Para decidir si invertir o no, es importante conocer
el efecto de la inversion en el tiempo de espera. Necesitamos modelos y técnicas para
analizar tales situaciones.

En este capitulo tratamos una serie de modelos de colas elementales. Se presta
atencion a los métodos de andlisis de estos modelos, asi como a las aplicaciones de los
modelos de colas mediante un conjunto de problemas numéricos. Las areas de
aplicaciéon importantes de los modelos de colas son sistemas de produccion, sistemas
de transporte y almacenamiento, sistemas de comunicacién y sistemas de
procesamiento de informacion. Los modelos de colas son particularmente ttiles para
el disefio de estos sistemas en términos de disefio, capacidades y control.

Esta seccion, nuestra atencion se restringe a los modelos con una cola. Las
situaciones con multiples colas se tratan en un tema avanzado llamado "Redes de
colas", que queda fuera del alcance de nuestro curso. Las técnicas mas avanzadas para
el andlisis exacto, aproximativo y numérico de los modelos de colas forman parte de
un curso denominado «Métodos algoritmicos en la teoria de colas», que se imparten
en niveles de maestria y doctorado en el campo de la investigaciéon de operaciones.

Para tal efecto, la organizacion de esta unidad es la siguiente:

En la primera parte se discute primero una serie de conceptos basicos sobre la
teoria de colas, una breve historia del tema. Posteriormente se aborda el modelo de
colas relevante y mas simple, y su version multiservidor se trata en las siguientes
secciones de este capitulo. De igual forma se muestran algunas variaciones en los
modelos de lineas de espera con determinadas caracteristicas como el modelo de
lineas de espera de perdida. En cada seccion se resuelve un ejemplo numérico por lo
menos. El texto contiene una gran cantidad de ejercicios y se insta al lector a probar
estos ejercicios utilizando programas como Maple, Matlab, Minitab, Excel, entre otros.
Esto es realmente necesario para adquirir habilidades para modelar y analizar nuevas
situaciones.
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2. Historia

La teoria de las colas como parte de la teoria de las probabilidades ha evolucionado
desde la ingenieria clasica de las comunicaciones telefénicas en las ultimas décadas.
En 1909 AK. Erlang, un ingeniero danés de una empresa telefonica, publicé un
articulo titulado La teoria de las probabilidades y las conversaciones telefénicas. A
principios de la década de 1920 desarroll6 el famoso modelo Erlang para evaluar las
probabilidades de pérdida de conversaciones punto a punto multicanal.

El modelo de Erlang se amplié para permitir el calculo en situaciones de
entrada de la fuente finita por Engset varios afios mas adelante conduciendo al
modelo de Engset. En 1951 D.G. Kendall publicé su trabajo sobre las cadenas de
Markov incrustadas, que es la base para el cilculo de sistemas de colas bajo
condiciones de entrada bastante generales. También definié6 una convencion de
nomenclatura para los sistemas de cola que todavia se utiliza. Casi al mismo tiempo
D.V. Lindley desarrollé una ecuacién que permite los resultados de un sistema de
colas bajo condiciones de entrada y de servicio bastante generales. En 1957 J.R.
Jackson inicié la investigacion de las colas en red lo que conduce a los llamados
modelos de red de colas. Con la apariciéon de las computadoras y las redes de
procesadores, los sistemas de colas y las redes de colas han sido identificados como
una potente herramienta de andlisis y disefo para diversas aplicaciones.

De acuerdo a Moskowitz (1979), esta teoria es ahora una herramienta de valor en

negocios debido a que muchos de sus problemas pueden caracterizarse, como
problemas de congestién llegada-salida o llegada-partida.
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3. Aplicaciones

Como se mencion6 anteriormente, la teoria de colas permite el calculo de un amplio
espectro de aplicaciones. Estas incluyen:

En los sistemas de fabricacidn, las materias primas se transportan de estacién en
estacion utilizando una banda transportadora. Con cada estacién que ha realizado
su tarea, el articulo se permite proceder a la siguiente estacion. Si los tiempos de
procesamiento en todas las estaciones son iguales y la banda transportadora se
llena en la misma frecuencia en que los articulos pasan de una estacion a otra, no
puede haber espera, ya que la linea de montaje funciona en modo sincrono. En
Modo asincrono, puede haber colas para estaciones y claramente tiene un impacto
en el rendimiento general.

Los sistemas informdticos para realizar operaciones en tiempo real o de alta
velocidad suelen estar sujetos a un mal rendimiento debido a un solo dispositivo
de cuello de botella, como CPU, unidad de disco, tarjeta grafica, puertos de
comunicacion o sistema de bus.

Mediante el uso de modelos analiticos, el dispositivo de cuello de botella puede
ser detectado y, como consecuencia, actualizado.

La ingenieria de Trdfico se ocupa de la disponibilidad de estaciones, postes y lineas
de interconexion. Aunque estos sistemas se caracterizan por dar forma mas que
por retraso, todavia pertenecen al mundo de los sistemas de cola. Con la
introduccién de nuevos medios en la ingenieria de trafico el paradigma de retardo
se vuelve mas importante de nuevo. Ingenieria de trafico ahora también tiene que
cubrir un amplio espectro de nuevas unidades tales como tableros del anuncio,
unidades interactivas de la respuesta de la voz, servidores de medios, medios y
pasarelas de la sefializacion.

La administracién de recursos humanos se preocupa por la asignaciéon mas
eficiente de personal. La aplicacion de la teoria de colas en la gestion de la fuerza
de trabajo es mas visible en los centros de llamadas, donde los agentes tienen que
asignarse segun la carga de las llamadas. Basandose en otras técnicas como la
prevision, la teoria de colas puede verse como otro ladrillo en la pared en una
amplia gama de métodos de solucion que se aplicaran para resolver problemas
que aparecen en la administracion de la fuerza de trabajo.
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Cajero automatico. Aqui, usted espera en una cola de primer llegado, primero
servido para utilizar el cajero automatico para los servicios tales como hacer
depésitos, comprobando saldos, y retirar efectivo (lo mas probable el ultimo,
;verdad?).

Impresora de la sala de ordenadores. Aqui, cada trabajo que envia a la impresora
para su impresién se coloca en una cola de impresién, en la que suele esperar
primero llegado, primero servido, aunque personas especiales como supe
usuarios probablemente pueden anular esta disciplina de cola para dar prioridad
a determinados trabajos. Una generalizacion de esto es la red de area local (LAN)
que conecta los equipos cliente, servidores y periféricos en un edificio o en un
campus.

Aeropuerto. En el aeropuerto, hay muchos sistemas de cola. Hay colas en el
mostrador de boletos y colas en el check-in de la puerta. Ain mas importante son
quizas las colas para usar las pistas de aterrizaje (en el suelo para despegar, y en
el aire, aunque no sea una cola fisica, para el aterrizaje) ya veces las colas no vistas
para usar las puertas. Otros sistemas de colas incluyen los carriles especiales para
que los pasajeros sean llevados a otras salas utilizando dispositivos moéviles
especiales utilizando areas en las terminales correspondientes. De igual forma
suelen presentarse colas en el sistema de manejo de equipajes.

Sistema de fabricacion. Cada parte del sistema tiene que someterse a una serie de
operaciones de fabricaciéon en varias estaciones del sistema. Las colas son a
menudo dispositivos fisicos (tampones) donde las partes se mantienen en
almacenamiento temporal mientras se espera la disponibilidad de la maquina
particular requerida para realizar la operacién en la estacion.

Red de telecomunicaciones. Los paquetes de mensajes, que contienen informacién
de datos, voz y / o video, se envian a través de la red de area amplia (WAN) a
través de conmutadores, en los que pueden existir memorias intermedias para
almacenar paquetes mientras se espera el envio. (En muchas partes de los
sistemas, no hay tampones, en cuyo caso los paquetes pueden perderse).

Obviamente, la lista anterior esta lejos de ser completa y puede extenderse
ademas de otras aplicaciones. Para mas informacioén, el alumno e interesado en
profundizar sobre mas aplicaciones puede remitirse a diversas publicaciones
como EEE Communications Magazine, IEEE Computers, Bell Labs Technical System
Journal o similar.
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4. Caracterizacion

Un sistema de colas puede ser descrito como un sistema, donde los clientes llegan de
acuerdo con un proceso de llegada para ser atendidos por una instalacién de servicio
de acuerdo con un proceso de servicio. Cada instalacidn de servicio puede contener
uno o mas servidores. Generalmente se supone que cada servidor sélo puede atender
a un cliente a la vez. Si todos los servidores estan ocupados, el cliente tiene que hacer
cola para obtener servicio. Si un servidor vuelve a estar libre, el siguiente cliente se
selecciona de la cola de acuerdo con las reglas dadas por la disciplina de colas.
Durante el servicio, el cliente podria pasar por una o mas etapas de servicio, antes de
salir del sistema. En la figura no. 1 se muestra una representacion esquematica de
dicho sistema de colas. Antes de entrar en mas detalle, los aspectos mas importantes
de los sistemas de colas seran listados y brevemente descritos.

(Cola) (Servidor)
Queue
Server
s
A
~TIQ) -
Arrivals / Departures
LS L
'
(Llegada) (salida)

e13dsa ap ealy
+
ewalsis
19p pepede)

S310pINIDS AP 0JWNN

Figura No. 1. Representacién esquemdtica de un sistema de colas. Fuente: Stationary Queueing
Models with Aspects of Customer Impatience and Retrial Behaviour.

e Elproceso de llegada se da por una distribucién estadistica y sus parametros. Muy
a menudo se supone que la distribuciéon exponencial tiene como resultado que el
patron de llegada se mida como el nimero promedio de llegadas por unidad de
tiempo. Cuando se determina la carga principal en un sistema telefénico privado
(PBX), el patrén de llegada se da a menudo en llamadas por hora de ocupacion.
Los procesos de llegada mas generales también se caracterizan por otro patron.
Estos incluyen las llegadas por grupos de llamadas y la dependencia del tiempo.
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El proceso de servicio se describe de forma similar al proceso de llegada. Una vez
mas, la exponencialidad se asume a menudo en la practica debido a las dificultades
al liberar estos supuestos. Frente al proceso de llegada, el proceso de servicio
depende en gran medida del estado del sistema. En caso de que el sistema de colas
esté vacio, la instalacion de servicio estara inactiva.

La disciplina de la cola se refiere a la forma en que los clientes son seleccionados
para el servicio en condicion de linea de espera. El mas utilizado es el sistema de
primero en llegar, primero en ser atendido (FCFS). Otros son el ultimo en llegar,
primero en ser atendido (LCFS), el servicio al azar y el prioritario.

El proceso de salida rara vez se utiliza para describir un sistema de colas, ya que
puede ser visto como resultado de la fila de disciplina, la llegada y el proceso de
servicio. Bajo ciertas condiciones, el proceso de llegada y salida sigue la misma
distribucién estadistica. Esto se ha convertido en un hecho muy importante en el
modelado de la red de colas.

La capacidad del sistema introduce un limite natural en los sistemas de colas. En
los sistemas de vida, s6lo hay nimero limitado de recursos, tales como las lineas
trocales en un sistema telefénico privado (PBX), la memoria del ordenador o los
buffers de una red. En las redes de colas, los nodos con capacidades finitas del
sistema pueden bloquear a los clientes del nodo anterior, cuando se ha alcanzado
el limite de capacidad del nodo.

El niimero de servidores se refiere al nimero de nodos paralelos, que pueden
atender a los clientes simultaneamente. En los sistemas de telefonia los servidores
podrian describir lineas troncales, detectores de tonos, generadores de tono e
intervalos de tiempo.

El nimero y la estructura de las etapas de servicio, un cliente podria tener que
visitar otras areas antes de salir del sistema. En un sistema informatico, por
ejemplo, un trabajo puede requerir ser procesado en la CPU dos o mas veces antes
de apagar el sistema. En la practica, existen muchas situaciones, que pueden ser
modeladas por sistemas de cola complejos con etapas de servicio o redes
computacionales sencillas.
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5. Elementos de un sistema de lineas de espera (colas)
Los tres elementos principales de un sistema de colas son los siguientes:

e clientes;
e servidores;
e lineas o colas.

En un «sistema» de colas de un cajero automatico de un banco, tenemos clientes,
cajeros automaticos y sala de espera. En un sistema de fabricacién, tenemos piezas,
maquinas y amortiguadores. En una pista del aeropuerto, tenemos aviones, pistas de
aterrizaje y areas de espera (tanto en el cielo como en el suelo). En un taller de
reparaciéon de maquinas, tenemos maquinas (jcomo clientes esta vez!), Personas
encargadas de las reparaciones, y sala de espera o almacenamiento. En una red de
comunicaciones (WAN o LAN), tenemos paquetes de datos, conmutadores, canales y
buferes.

5.1.Especificacion de un sistema de colas
Los elementos principales que especifican un sistema de colas son los siguientes:

¢ Fuentes de entrada (llamada poblacién): tiempos de inter-arribo, proceso de
llegada

e Colas: espacio finito o infinito; la disciplina de la cola, por ejemplo, FCFS
(FIFO), LCFS (LIFO), tiempo de procesamiento mas corto (SPT), aleatorio,
prioridad, impaciente, etcétera.

e Por el proceso de servicio: nimero de servidores, caracteristicas de los
tiempos de servicio.

¢ Enrutamiento/ topologia, redes de colas.

e Algunos factores que deben ser considerados en la aplicacién de la teoria de
colas, porque afectan a la complejidad del analisis: considerar los resultados
solo en estado estacionario, el tiempo de espera solo sera mediante las leyes
de y formulas de Little (a excepcién del modelo M/M /1)
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6. Notacion
En esta seccion, resumimos la notacién utilizada en este capitulo para un solo sistema

de colas. Las tres primeras cantidades son parametros de entrada, mientras que las
otras son medidas de desempefio de salida.

s = numero de servidores (canales),

A, = tasadellegada cuando N (t) = n,

U, = tasa de servicio cuando N (t) = n,

N(t) = nimero de clientes en el sistema en el tiempo t

p(t) = P (N (t) = n), dado N (0) = 0,

W; = tiempo en el sistema del cliente i,

(%)i = tiempo en la cola del cliente i,

N = namero de clientes en el sistema en estado estacionario (fila),
pn = P(N),

L = E[N] = constante = nimero medio de clientes en el sistema,

L, = numero medio de clientes en estado estacionario (clientes en la fila),

q, = numero de clientes en el sistema encontrado por un cliente que llega
en estado estacionario,

w = tiempo estacionario en el sistema,
W = E[w] = tiempo medio o promedio de estado estacionario en el sistema,

w, = tiempo estacionario en la fila o cola
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p = utilizacién del sistema

Precaucién: el término «tiempo de espera» se utiliza a menudo en la literatura de
investigacion de operaciones para indicar lo que llamamos tiempo del sistema; de
forma similar, la «longitud de cola» se utiliza a menudo para denotar lo que llamamos
el nimero en el sistema y no sé6lo el nimero en cola.

6.1.Notacion de Kendall

Utilizaremos la siguiente notacion para representar las colas de una sola estacion:

./././].].= A/B/X)Y]Z

1. La primera posicidon representa el proceso de llegada (distribucién de tiempo
entre llegadas).

2. Lasegunda posicidn representa la distribucién del tiempo de servicio.
3. Latercera posicion representa el nimero de servidores.

4. La cuarta posicion representa el espacio en el sistema, que incluye cola mas
espacios en los servidores; si se omite, entonces el espacio se supone ilimitado

().

5. La quinta posicién representa la poblacién del sistema, es decir, el sistema se
«agotarda» después de que un determinado numero de clientes hayan sido
atendidos; si esto se omite, entonces la poblacién se supone ilimitada (o).

Por lo tanto, siempre habra al menos los tres primeros indicadores utilizados en la
notacion. Los tres ultimos indicadores son enteros positivos, mientras que los dos
primeros son letras que representan distribuciones. Las distribuciones que
utilizaremos seran las siguientes:

M: Distribucion exponencial (Markoviana)
U: Distribucién uniforme
D: Determinista, lo que significa que el tiempo no es una variable aleatoria,

sino un namero conocido,
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Ey: Distribucion Erlang, donde debemos recordar que esta tiene la siguiente f.d.p
(uk)" 1 . 1
(t) = ———=tr"te * con media — y varianza —=
FO=5—D 7R (ki)

G: Distribucién general,lo que significa que no hemos especificado ninguna

distribucion en particular.

6.2.Notacion de Kendall para distintas distribuciones de probabilidad

Los simbolos estandar cominmente utilizados en los sistemas de colas se presentan
en la tabla siguiente.

La notacion de Kendall (A/B/X/Y /Z) se ha extendido de varias maneras.

Caracteristicas Simbolo | Descripcion
A D Deterministica
— Distribucién de probabilidad Cr Cox (k fases)
E
para & Erlang (k fases)
G General
el arribo o llegada al sistema GI General Independiente
GEO Geométrica (discreta)
H, Hiperexponencial
M Exponencial (Markov)

PH Tipo Fase

B D Deterministica
— Distribucion de probabilidad Cy Cox (k fases)
para Ey Erlang (k fases)
el tiempo de servicio G General
Gl General Independiente
GEO Geométrica (discreta)
H, Hiperexponencial

M Exponencial (Markov)
PH Tipo Fase

X — Namero de servidores en 1,2,..,00

paralelo
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Y — Capacidad del sistema 1,2,..,00
Z — Disciplina de la cola FCFS Primero en llegar, primero en ser

atendido

RSS Seleccion aleatoria del servicio

PRI Prioridad

RR Round Robin

PS Compartir durante proceso

GD General

Tabla. Notacion de Kendall para un sistema de lineas de espera

Ejemplos:

e M /M /1:sistema de colas de un solo servidor con tiempos exponenciales entre
llegadas (proceso de llegada de Poisson) y los tiempos de servicio exponenciales,
no hay limite en la longitud de cola o de la poblacion de clientes.

e G /G /1:sistema de colas con tiempos de llegada general y tiempos de servicio
general, sin limite en la longitud de la cola o poblacion de clientes.

e M /G /1: sistema de colas con proceso de llegada de Poisson y tiempos de
servicio general, sin limite de longitud de cola o poblacién de clientes.

e D /U /2:sistemade colas con dos servidores con proceso de llegada determinista
y tiempos de servicio uniformemente distribuidos, sin limite en la longitud de cola
o poblacién de clientes.

e M /G /s /s:sistema de colas de s servidores con proceso de llegada Poisson y
los tiempos de servicio general, sin colas (todos los clientes en servicio, de lo
contrario abandonan el sistema) y sin limite en la poblacién de los clientes.

e M/M/s/c/c(c=s):sistemade colas de s servidores con proceso de llegadas
Poisson y tiempo de servicio exponencial, sistema y poblacién de tamaro c.
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7. Leyes de Little

Las leyes de Little son un concepto muy simple, pero también muy potente. Dibuje
una «caja negra» alrededor de la porcion del sistema en la que se encuentra el interés
(que podria ser todo el sistema), y sea A* la tasa de arribo (llegada) en la caja negra,
sea L* el nimero promedio en la caja negra, y W* el tiempo promedio que se pasa en
la caja negra. La Ley de Little dice lo siguiente:

Si el sistema es estable, entonces:

A* Caja Negra A*

\/

Tasa de llegada L* Tasa de salida

Leyes de Little: L *= A*W*

e Latasa de salida de la caja negra es igual a la tasa de entrada A*.
o L'=1W"

Nota importante: La Ley de Little no requiere suposiciones sobre los procesos de
Poisson ni sobre tiempos de servicio distribuidos exponencialmente. Por lo tanto, jes
un resultado muy general que es independiente de las distribuciones! La clave para
aplicar la Ley de Little es asegurarse de que se definen correctamente las cantidades
A%, LY, W™, especialmente la tasa de llegada que realmente entra en la caja negra y no
la tasa de llegada nominal.

Ejemplo: para un sistema completo, tenemos la caja negra que es el sistema, y A es la
tasa total en el sistema, por lo que:

L =AW

que es la manera en que la ley de Little se resume generalmente. Aplicado sélo a la
porcién de la cola, tenemos:
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Aplicado sélo a la porciéon de servicio, tenemos:

Donde L, representa el nimero medio en servicio. (Claramente, por definicion, L =
Lg+ Lg)

7.1.La tasa de llegada

La aplicacion de la Ley de Little requiere una cuidadosa consideracién de la tasa de
llegada, que puede tener algunas complicaciones como las siguientes:

e La tasa de llegada «nominal» no es la tasa que realmente entra en el sistema,
porque hay rechazos, obsesivo, etcétera.

e Latasa de llegada depende del estado, por ejemplo, en una poblacién de clientes
finitos, es proporcional al nimero de clientes pendientes.

En general, la tasa media de llegada es dada por:

1= z Aip;

paratodo i

Precaucién: Como se discutié anteriormente, el A; aqui es la tasa en el estado i; en
redes, utilizamos la misma notacién para indicar la tasa de llegada total a la estacion
i. El significado debe ser claro desde el contexto, pero no se confunda por el uso dual
de la notacion. Desde una perspectiva de trayectoria de muestra, la tasa de llegada se
puede encontrar por:

N, (t
A =lim a(t)

t—>oo t

Donde N,(t) es el nimero de llegadas en el tiempo t.
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7.2.Tasa de finalizacion del servicio

La tasa de salida (salida) suele ser la suma de las diversas tasas de terminacién de
servicio en las estaciones de un sistema. Viendo cada estaciéon por separado, la
estabilidad asegura que la tasa de llegada a una estacion es igual a la tasa de
terminacion del servicio. Si p,, es la probabilidad de que haya n en la estacién, y u,, es
la tasa de servicio cuando hay n en la estacion, entonces la tasa de terminacion de

Z ”npn

nx1

servicio es dada por:

Si la tasa de servicio es independiente del nimero de clientes en la estaciéon, como en
una cola de un solo servidor, tenemos una simplificacion:

Z HaPn = p(1 = po)

n=1

Puesto que, para un sistema estable, la tasa de llegada debe ser igual a la tasa de
finalizacion del servicio, por lo tanto, tenemos el siguiente resultado general para una
cola de un solo servidor:

=1 A—l
Po o P

sin necesidad de supuestos exponenciales en las llegadas o salidas.
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8. PASTA.

PASTA significa «Arribo tipo Poisson» (Promedios de tiempo), y fue acuiiado no por
alguien de origen italiano, sino por alguien con un nombre aleman (Wolff). La idea es
muy simple, una vez que entendemos la diferencia entre un promedio de tiempo y un
promedio de clientes. PASTA s6lo dice que, silos clientes siguen un proceso de llegada
Poisson, entonces estas dos cantidades son las mismas. La idea es que las llegadas de
Poisson toman una mirada «al azar» en el sistema.

Ejemplo: Modelo de cola (M /M /1), pronto, resolveremos el sistema de colas
(M /M /1) usando un modelo de cadena de markov. Encontraremos todas las
probabilidades de estado estacionario para el nimero en el sistema, a partir de las
cuales podemos determinar otras medidas de rendimiento de interés. Pero primero,
derivamos el tiempo medio en la cola directamente aplicando tres conceptos
importantes: la expectativa condicional, PASTA, y la Ley de Little. Ademas, aplicamos
la propiedad sin memoria de la distribuciéon exponencial. Definamos A como tasa de
llegada, p como la tasa de servicio (de ahi el tiempo de servicio medio 1 / p), L como
el nimero encontrado en el sistema por un cliente que llega, y S, como el tiempo de
servicio restante para el cliente en servicio encontrado por un cliente que llega.
Luego, condicionando el nimero encontrado en el sistema por un cliente que llega,
L’g, tenemos:
= i 2

es decir, la espera de un cliente consiste en esperar que el cliente en servicio termine
(silo hay) mas todos los clientes en la cola. En primer lugar, calculamos el tiempo de
servicio restante esperado de un cliente condicionando el estado del servidor. Dado
que los tiempos de servicio son exponenciales, por la propiedad sin memoria, el
tiempo de servicio restante encontrado por un cliente que llega es un tiempo de
servicio completo si el servidor esta ocupado y 0 de lo contrario. La probabilidad de
que el servidor esté ocupado es de PASTA igual a 1 — p, = p, asi que tenemos:

P
E[Sr] = [_l
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Aplicando PASTA y las leyes de Little, tenemos:
E[Lg] =Ly =W,

Sustituyendo, tenemos:

Entonces,

Esta derivacion particular es interesante por si misma, porque reunié tres resultados
/ técnicas muy importantes que hemos aprendido:

e Esperanza condicional

e PASTA
e Leyes de Little
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9. Proceso de nacimiento y muerte

Una sistema de nacimiento-muerte es simplemente un sistema de colas que se puede
representar por un proceso de nacimiento-muerte, donde los nacimientos
corresponden a llegadas, las muertes corresponden a las salidas, y N (t) es el estado
en el tiempo t, que representa el nimero de clientes en el sistema:

e poblacion © clientes en el sistema

e nacimiento < llegada

e muerte « partida

e tasas de natalidad < tasa de llegada (posiblemente dependiente de la poblaciéon
del cliente)

e tasas de mortalidad < tasas de servicio (dependiendo del niimero de servidores)

Dado que un proceso de nacimiento-muerte es un tipo especial de cadena de markov
en tiempo continuo (CTMC), en el que las transiciones sélo a los estados vecinos,
podemos utilizar la técnica usual CTMC de equilibrio de flujo y normalizacién para
resolver las probabilidades de estado estacionario. Por lo tanto, el proceso para
analizar una cola de muerte-muerte es el siguiente:

1. Defina el estado del sistema.

2. Determine el diagrama de velocidad de transicion de estado o matriz.

3. Usar el balance de flujo donde la suma de las probabilidades deben sumar 1, para
resolver todas las probabilidades py, p; --- vy

4. Expresar las medidas de rendimiento que se puede en términos de py, p; ... Pn

5. Utilice la Ley de Little y / o PASTA para determinar otras medidas de desempefio.
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10.Sistema de colas (M/M /1)
1. El estado del sistema es el niamero en el sistema

2. Adelestadoial estadoi + 1y udel estado i al estado i — 1, donde A es la tasa de
llegada y p es la tasa de servicio.

3. El balance de flujo dado por p, = p"p,, ng, también p, = (%)"po, la

normalizacion dadaporp, =1—p,sip <1
4. L =Y72,np,
5. La Ley de Little y otras relaciones pueden usarse para encontrar W, W, L.

p y)

L: =
1-p pu—12

CEX] 1
1-p pu-—-12

_PEIX] p

Wo=W-EX]=T——=2—

p? Ap

L Asz

La estabilidad requiere:

p<loi<u

Ejemplo numérico:

En un cajero automatico tinico de un banco, las llegadas siguen un proceso de Poisson
a una velocidad de 10 por hora, los tiempos de servicio distribuidos
exponencialmente con una media de 4 minutos. Analice las caracteristicas del
sistema.
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Resolviendo con Maple.

#Ejemplo numérico no. 1 | #Ieoria de colas | #Modelo M.M.1
#Datos del problema | #Tasa de llegada (numero de unidades por unidad de tiempo)

#Lamda = 10 unidades por hora | #Iasa de servicio #Miu = 15 unidades por hora

A A
pi=— L= ————-
=10 p=15 T (L—2) ,L:=2ynidades,
Ap 4 p 2
Lg=—"—"F Lg=— Wqg=—""3 Wqg=-=
(L—12) , 3 unidades, (L—2) , 15 horas = 8 minutos
1 1
W=——"5 w=—
(L=2) 5 horas = 12 minutos

Sila tasa de llegada aumenta en un 20%, volvemos a trabajar el problema.

1= 12 B 15
"~ hora Y M_hora

Entonces, p=4/5,y tenemos que L = 4 unidades, L, = % = 3.2 unidades,

% horas = 16 min, W = § hora = 20 minutos.

Con Maple:
A A
A=12 pe=15 P & p::% b= (W—2) L:==4
'_ ) M= ) H ] ) H Ty
A-p 16 p 4 1 1
Lg=—"+ [qg=—7 Wg=—7——+ wg=— W= """+ p=—
(n—=2) "7 75 (w—2a) "7 s (n—2) 3

) ) ) ) )

iEl tiempo promedio en el sistema y el numero en el sistema se han duplicado! En los
ejemplos numeéricos, jasegirese de mantener consistencia en sus unidades de forma
correcta en todas las fases del problema! Por ejemplo, sea coherente en el uso de
horas o minutos en todo el proceso, con el fin de obtener el factor de utilizacién p

correctamente. Ademas, interprete la tasa versus la media correctamente.
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10.1. Distribucion del tiempo de espera en el sistema de espera o cola
modelo( (M /M /1)

Por PASTA, tenemos que:
Pw,=0)=py=1—-p
Suponiendo que t > 0, observamos que:
P(wq > t) = P((wq > t|wq > O)P(wq > 0) + P(wq > t|wq = O)P(wq =0)

La distribucién del tiempo del sistema puede derivarse condicionando el nimero de
clientes encontrados a la llegada por un cliente, q,, y aplicando PASTA para usar p,,
en su lugar. Entonces, la probabilidad se reduce a la probabilidad de la suma de los
tiempos de servicio exponenciales:

o) n+1
Plw>t) = Z pnP(z X; >t
n=0 i=1

El dlgebra es bastante desconcertada, y asi saltamos directamente a los resultados:
P(w>t)=e#1-Pt  p(w,>t)=perl-Pt

Asi, la variable aleatoria del tiempo del sistema también tiene una distribucién
exponencial (con media u — A4).

Ejemplo numérico

En el problema del cajero unico de un banco, las llegadas siguen un proceso de
Poisson a una velocidad o tasa de 10 por hora, los tiempos de servicio distribuidos
exponencialmente con una media de 4 minutos. Encuentre las siguientes cantidades:

1. El porcentaje de tiempo que el cajero automatico esta inactivo;

2. El namero medio o promedio de personas en el cajero automatico;

3. Eltiempo promedio de espera en la linea;

4. El nimero promedio de personas atendidas por hora;

5. Laprobabilidad de que pasara mas de 10 minutos en el cajero automatico.

Solucidn:
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La primera, y en muchos sentidos mas importante, paso consiste en ser capaz de
“traducir” los requisitos anteriores en las respectivas cantidades matematicas que se

encuentran: po; L; W, 4 P(w>%)

Entonces, como antes, tenemos A = 1O/hora’ U= 15/hora' p= % y

Usando Maple para resolver el problema:

y 2 A
- s PEL P LS
=10 p=15 T 3, (W=2) L:=2
Ap 4 p 2
Lg= ——— [g=— Wg=—— Wy=—
(-2 7773 (m=2) 7715
1 1 1
W= — —_ —
(L—2) ,W' 5 po=1-p P73 2300075891

5
2

1 1 ey
= — P > — | = - 1 — -t —_ =
=% (W 6] exp(-n(1 —p)-1) P( 6 <WJ ©  0.08208499862

) )

Resolviendo:
1

1. wo=1-p "3 33339

[P
2. (Lk—2) ,L:=2 personas

P 2

Wg=—"-"+ Wqg:=-—

3. (L=2) I5 horas = 8 minutos

4, 2=10porhora
3
2

— 1 [ L)._ (1 (1 j.,
wi= Plw> = ex 1 ‘1) Pl —< =
5. 6 6 p(=n(1 =p) ), 6 ") 00820 =
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11.Sistemadecolas(M/M /1 /c)

Consideremos ahora una cola de un solo servidor con una capacidad limitada de c
espacios en el sistema, donde el proceso de llegada es Poisson con tasa A y los tiempos
de servicio son independientes e idénticamente distribuidos exponencialmente (i.i.d)
con la tasa u.

Como un sistema colas con proceso de nacimiento y muerte, el andlisis es idéntico a
lacolaM / M / 1, excepto que el espacio de estado es ahora finito en lugar de infinito.
Las ecuaciones del balance de flujo no cambian, pero la normalizacién es sobre una
suma finita en lugar de una infinita.

1 c
pn:(;)po' an:]-
n=0

Resolviendo, obtenemos:

1-p

A
Po = v dondep =7, p, = p"po

A-p*H(A-p)  1-p (1-pD)

\ pl1—(c+Dp°+cp™  p  (c+1pctD
L= Z np, =
n=0

Ly=1-po L,=L-L,

Tenga en cuenta que, dado que el sistema tiene capacidad limitada, no hay ningin
problema con la estabilidad (ya que se supone que los clientes que encuentran el
sistema completo se van). De hecho, un caso especial es aquel enel que A = p, enel
que tenemos que cada estado es igualmente probable. De tal forma que el promedio
en el sistema esta medio lleno:

Ademas, suponiendo que W'y W se refieren solo a los clientes que entran realmente
en el sistema, no tenemos la version habitual de las leyes de Little, es decir, L #= AW.
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ya que A es la tasa nominal de clientes, ya que algunos clientes realmente no entran
en el sistema si el sistema esta lleno. Por PASTA, sabemos que la tasa de clientes que
no entran en el sistema viene dada por Aq, = Ap,, por lo que podemos aplicar la Ley
de Little para la tasa dada por A(1 — p.) para obtener

L L
=— W, = 1
A(1-pc) T 2(1-po)

Ejemplo numérico

Ejemplo Considere una barberia de un hombre con 10 asientos (incluyendo el asiento
de corte). Supongamos que los clientes potenciales llegan segiin un proceso de
Poisson en promedio cada 3 minutos, y los tiempos de corte de pelo del barbero se
distribuyen exponencialmente con un tiempo promedio de 12 minutos. Encuentre lo
siguiente (promedio a largo plazo):

1. Elnumero de cortes de pelo dados por el peluquero por hora;

2. Eltiempo de espera que pasé un cliente en la barberia;

3. Porcentaje de tiempo que el barbero esta ocupado;

4. La probabilidad de que un cliente que llegue tenga que esperar;

5. La probabilidad de que un cliente llegue a salir del sistema sin recibir un corte de
pelo.

Resolviendo con Maple, tenemos:

Datos del problema:

A 1 —
p=— po::% —1
T (1—p11) 1398101 c¢:=10
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1048576
pl0 = (pAlO)po’ 1398101 0.7500001788 = 7504,

1. p=5clientes por hora

po P (et Dpietl) 13514980
(1—p) (1—p(c+1)) | 1398101 9.666669289 clientes
17709283

Wgm L 270299
2. U8 , 1398101 , 1.933333858 horas’
1398100

3. 1—po, 1398101 0.9999992847 =99 999,

4. Misma respuesta que inciso anterior

5. pc=0.75 075 = 750,

12.Sistema de colas (M /M / s)

Ahora considere una sola cola con los servidores s (como en un banco y la mayoria de
los contadores de aerolineas en estos dias), donde el proceso de llegada es Poisson
con tasa A y los tiempos de servicio son i.i.d. exponencialmente distribuido con la tasa
W, para cualquiera de los servidores. Como en el proceso de nacimiento y muerte en
los sistemas de colas, tenemos lo siguiente:

A, =4, u,=nu, n<s u, =Sy, n>s
El balance de flujo y la normalizacién conducen al siguiente resultado:

e S ), )

)—1
& ol s! (1 —'1/”)
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A"

nl Do .
Pn = A/ , si0<n<s
/" .
mpo , st n=s
_ Po(sp)?p

17 sa-pz’ P75

La estabilidad requiere:
p<loi<su

Para el sistema de colas: M/M /2, donde: p = A

Zu'
1- 2 E[X
po=ﬁ, Pn = 2P"Po, L=1_—’,’,2 , W=1_[p]z
Para el sistema de colas: M/M /3, donde: p = %
1-p
Po = 3
1+2p+ Epz

Ejemplo numérico:
En el problema del cajero del banco, considere que hay disponibles dos cajeros
automaticos las llegadas siguen un proceso de Poisson a una tasa de 80 personas por

hora, los tiempos de servicio distribuidos exponencialmente con una media de 1.2
minutos.

_ 80 _ 50 _ 80 _80/, _
2= % horar #="Thorar P =""/2(50)= /100 = 0-80
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Datos y solucién del problema resuelto con Maple:

P T R € ) S
r=80 wi=s0 s=2 " sp PTS (1+p) " 9 211.11%

1. Numero esperado de clientes en el sistema (largo total)
P N
(1-p(2) 9 =4.44 clientes
2. Tiempo de espera en el sistema

e 20

- W=—
A(1=p(2)) 7" 18 =0.055=3.33 min
3. Tiempo de espera en la linea

1
Wag=W—— Jg:=—

w225 0.03555555556 = 2.13333 minutos
4. Numero esperado de clientes en la linea
128
Lg:=———

5. % de tiempo de que a lo menos un cajero se encuentre inactivo
8 13

P1TS 01777777778 po +pn 45 = 0.29= 29%

pn = 2:p"(1)-po
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13.Proceso de toma de decisiones en lineas de espera (Costo de la espera)

Ahora que podemos manejar varios servidores en un sistema de colas, consideramos
la aplicacién de algunos resultados de la teoria de colas a la toma de decisiones. Una
vez mas, la idea es simplemente aplicar algunos aspectos estadisticos para calcular
ciertas cantidades de interés que luego pueden usarse para ayudar a la toma de
decisiones. En esta seccidn, aplicaremos principalmente los resultados obtenidos en
los ejemplos numéricos vistos anteriormente para analizar el costo de la espera. En
las redes de comunicaciones o en un sistema de fabricacién, puede haber algin costo
para el retraso o demora en exceso o los inventarios en el sistema. Si podemos
calcular estas cantidades, podemos decidir si necesitamos agregar nuevo equipo o
reconfigurar el sistema o realizar algin otro tipo de cambio o ajuste en el sistema. Las
formas mas comunes de decisiones implican los siguientes tipos de opciones:

e Qué tipo de servidor utilizar;
e (Cuantos servidores utilizar;
e Qué configuracion utilizar.

Para el ultimo punto, un ejemplo es si utilizar una sola linea o varias lineas paralelas.
A veces la decision estd dictada por consideraciones fisicas. Por ejemplo, en una
cabina de derecho de autopista seria dificil implementar una sola linea paralela,
aunque como dijimos anteriormente es el sistema mas justo, en el sentido de
minimizar la varianza del tiempo de espera de un cliente.

En términos de nuestros modelos, las opciones anteriores se traducen en decisiones
sobre los valores de los siguientes parametros: y, s, 4, pij- Paratomar estas decisiones,
los costos deben ser conectados a los servidores y al tiempo de espera de los clientes
o al ndmero en el sistema (normalmente llamado como inventario cuando los
«clientes» no son humanos).

Ejemplo numérico No. 1: ;Cuantos servidores?

e Costo por servidor;
e Costo por tiempo de espera o inventario; reparacion de computadoras: $ 70 por
dia para cada reparador; $ 100 por dia para cada computadora fuera de servicio.
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Andlisis:

e Sistema es el taller de reparacion;

e Los servidores son los reparadores;

e Los «clientes» son las computadoras;

e Costo del nimero de ordenadores en reparacion (fuera de servicio).

Funcion de costos:

G(s) =70(s) + 100L(s)
Determine s para minimizar la funcién de costos.
El incremento en costos depende del estado del sistema:

e Sin costo para una computadora fuera de servicio;
e $50 por dia por dos computadoras fuera de servicio;
e $60 por dia por cada computadora adicional fuera de servicio (después de dos).

Funcion de coste modificada:

G(s) = 70 (s) + Z(SO + (i — 2)60)p;

i>2
Ejemplo numérico 2: ;Qué equipo?

Costo por computadora;
Costo por tiempo de espera o inventario; opciones de computadora: $ 70 por hora
para Tipo I, que tiene velocidad de 10 trabajos por hora; $ 100 por hora para Tipo II,
que tiene velocidad de 15 trabajos por hora. Costo de espera: $ 5 por hora en el
sistema para un trabajo.

Andlisis:
e Elsistema es un sistema informatico;
e Los servidores son las computadoras;
e Los «clientes» son los empleos;

e Costo en la hora del sistema de trabajos en el sistema.

Funcion de costos:
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G, =70+5(), G,=100+5()

Elija la maquina que produzca el costo promedio mas bajo.
La forma general de la funcion de costo, es:

Costo / Costo de Costo esperado
0
U.tiempo

esperad _ servicio/ ] + del "inventario'/ )
U.tiempo U.tiempo

Donde este ultimo es usualmente el producto de L y un costo por unidad de tiempo.
Incluso cuando los costos se dan en términos de espera, terminamos con la misma
forma, porque para convertir en unidades de costo correcto, aplicamos la Ley de Little
multiplicando por la tasa de llegada:

Costo de la espera

U.tiempo

Costo de espera por u.tiempo  # de clientes ) )
= - X - promedio # clientes
cliente U.tiempo

Donde este ultimo es solo L.

Importante: a veces hay una distincion entre los costos del sistema y los costos de la
cola; en este ultimo caso, utilizara L, o W, en su lugar.

Ejemplo: si nos remitimos al caso del cajero automatico del banco y asumimos que el
proceso de llegada se describe mediante una distribucién de probabilidad Poisson y
tiempos de servicio exponencial, con suficiente espacio para la espera.

El cajero 1 cuesta $ 6 por hora para operar, con una tasa de 12 por hora.

El cajero 2 cuesta $ 10 por hora para operar, con una tasa de 15 por hora. Los costos

de espera son de $ 10 por hora para un cliente. La tasa de llegada es de 10 unidades
por hora.
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Resolviendo con Maple:

#Cajero No. 1 y Cajero No. 2

ML= 10,42 = 10l = 12;p2 = 15,p] ST E’)]::% p2=3
#Costo de la espera = 10

#Numero de unidades en espera (sistema por cajero)

] —PL 5. p2

;L2 _—
(1—pI) (1—p2) L1:=5 12:=2

#Costo de la espera por operacion (por cajero)
cl = 6;c2 =10

#Costo por hora (Cajero No. 1)
Chl == cl +10- L1 ) Chl =56 , #Cajero No. 2 , Ch2 == 10 +10-L2 Ch2:=30
Decision: seleccionar el cajero No. 2

Pregunta: ;deberiamos de afiadir otro cajero?

A A2 5 1 5 1
p2i=_——ip3i= T pli=—— p3i=—  — —

2-ul 202 12 3 p2 12 2041666 ,P3,3 = 03333333333
L3 := _2p3 13 _3

(1—p32) | 4
#costo por hora

55
CH:=—
CH :=2-10 4+ L3-(10) , 2 =$27.50000000

Decision: Si.
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14.Sistemas de pérdida

De acuerdo a Bonini (2000), en algunos sistemas de lineas de espera, los trabajos que
llegan no pueden entrar al sistema porque no hay linea de espera o cola. Estos son los
llamados sistemas de pérdida. Por ejemplo, se tiene un servicio de remolques con una
gria para remolcar vehiculos averiados hasta las instalaciones de reparacién. Este
servicio de remolque es uno de los que varias empresas tienen contratados con un
club de automovilismo.

Cuando éste recibe una llamada de emergencia, se contacta con el servicio mas
cercano. Si todas las gruas estan en servicio, contacta a otra que esté bajo contrato.
Desde la perspectiva de la empresa de remolque, éste es un sistema de pérdida. Si una
llamada llega al club mientras la grda esta en servicio con otro cliente, el trabajo se
pierde.

14.1. Modelo de lineas de espera de pérdida M/G/c

En un sistema donde los trabajos llegan de manera aleatoria (tiempo entre llegadas
exponencial) y los tiempos de servicio pueden tener una distribucién general. Hay s
canales de servicio. Los trabajos que llegan cuando todos los canales ¢ estan
ocupados, se pierden.

La media del tiempo entre llegadas es Ay la media de la tasa de servicio es u. El factor
de carga del sistema es: p = ﬁ
En sistemas de pérdida, ésta puede ser mayor al 100% ya que algunas llegadas en
realidad no ingresan al sistema. Una medida del desempefio importante para los
sistemas de pérdida es la fracciéon de los trabajos que llegan y se pierden. La expresion
matematica es:

(cp)?
s!
k
Tieo R

Fracciéon de pérdida =
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Para el caso de canal tnico, (s = 1), esto se convierte en:

Fraccién de pérdida = P
1+p

Para el caso de dos canales, (s = 2), esto se convierte en:

2p?

Fraccion de pérdlda = m

Para el caso de los tres canales, (s = 3), esto se convierte en:

33
(33!)2 L Y, asi sucesivamente.
14+3p+00 42200

Fraccion de pérdida =

Ejemplo numérico:

Bonini (2000). Un gerente de un supermercado local, como parte de su operacidn,
alquila equipo para que los clientes duefios limpien sus propias alfombras, y para ello
recibe solicitudes para alquilar estas unidades a una tasa de dos por dia, en promedio,
(es decir, la media del tiempo entre llegadas es de medio dia). Las solicitudes para las
maquinas siguen un proceso de Markov (distribucidon exponencial). Se dispone de dos
maquinas. Los clientes las alquilan por un periodo maximo de dos dias, pero, en
promedio, la devuelven un dia después. Suponer que, si no tiene una maquina para
alquilar, el cliente va a otro lugar para hacerlo (los clientes no esperan).

a) ¢;Cudl es la probabilidad de que un cliente solicite una maquina cuando no hay
disponibles?
b) ;Cuantas maquinas se necesitaria tener disponibles para reducir a menos de

5% la probabilidad de que un cliente se vaya?

Solucién: Resolviendo con Maple. Nota: se trabajé el problema con el nimero de
canaless = ¢

a) #Este es un sistema de lineas de espera con dos canales
# es decir, dos maquinas disponibles  #datos del problema

A
A=10 , b= 0.5 , €= 2 , P= cuo pi= 1.000000000

#Fraccion de perdida (dos maquinas)
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(2:p72)
(1+2p+2p72) , F'p = 0.4000000000 | #Es decir, la probabilidad es 40%

Fp =

# b) Considerando el caso de tres maquinas

A
] =
#cl=3 cl =3 P cl-n , pl :=0.6666666666

#Fraccion de pérdidad (tres maquinas)

9 27
L+3pl+5(pl (p1)3
P (p1)72+ ==-(p1) | Fpl =02105263157

A
#Con cuatro maquinas, c=4 , 2 =4, p2 = c2-u , p2 :=0.5000000000
#Fraccion de pérdida
i (p2)s
Fp2 =
T +adp2 & (p2)72+ 6_64 (p2)73+ ﬁ (p2)4 | Fp2 =0.09523809525
#Con cinco mdquinas, c=5
pi = % , P3:=0.4000000000
#Fraccion de pérdida
o (p3)'s
Fpi = 25 125120 625 3125
1+5p3+ 7-(p3) 24— (p3)"3 + ST (p3)"4 + 0 (p3)°5

Fp3:=0.03669724771
#Conclusion: Asi, se necesitaria de 5 maquinas #para reducir la probabilidad de perder

#un cliente a menos de 0.05.
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15.Problemas resueltos

Problema No. 1.

Moskowitz (1982). Dado una tasa de llegada de 30 por hora y dado que la tasa
promedio de servicio es 40 por hora, ;cudl es la probabilidad de que haya 0, 1, 2, 3y 4
clientes en el sistema (en la cola y siendo servidos)? ;cuales son las caracteristicas del
sistema? Resuelva con Maple

Solucidn:

#Respuesto al problema 7.1 (Moskowitz)
#Datos del problema

_ A3 1 9
A= 30,u==40,p' w4 PO=1-p 4 -025=25%,P=(1—-P0)p 16 =01875

- 81

P2:= (1—P0)-p2 64 -(.1416,P3= (1—P0)-p3 256 —01055, P4 = (1—P0)p4
243

= 1024 20,0791 =7.91%

A
L=——
#Numero esperado de clientes en el sistem - w—2A = 3 clientes ,
#Niimero esperado de clientes en la fila | w(w—=2) =4 =225 clientes

#Tiempo promedio de espera en la fila o cola

A
Wq = — i
w(u—=2) =40 -0.07500000000 horas = 4.5 minutos
#Tiempo promedio de espera en el sistema | (L=2) , 10 =0.1000000000 horas = 6
minutos
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Problema No. 2.

Moskowitz (1982) ;Qué es un problema de colas? ;Cuales son algunas de las
caracteristicas basicas de un sistema de colas? ;Cudles son algunas de las
suposiciones importantes de los modelos basicos abordados en este capitulo?

Respuesta:

Un problema de colas es esencialmente el mismo problema de asignacién por
programaciéon matemdtica. Esto es, hay actividades que compiten por servicios
limitados (o recursos). En sistemas de colas, tanto las tasas de llegada como las tasas de
servicio varian con el tiempo. Asi, el centro de servicio estard vacio parte del tiempo. La
meta para «resolver» problemas de lineas de espera es balancear el costo de las demoras
(tiempo de espera y longitudes de colas) contra el costo de proporcionar cantidades
diferentes de servicio (mds servidores o servidores mds rdpidos) con el objetivo final de
minimizar el coto total (o maximizar la utilidad total). Las suposiciones bdsicas que se
requieren para resolver los modelos de colas que se dan son que el patron de flujo de
llegada sigue una distribucion de Poisson y el tiempo de servicio una distribucién
exponencial.

Problema No. 3.

Moskowitz (1982) ;Como propondria usted mejorar el servicio en cada una de las
operaciones siguientes?

a) Un taller de reparacion de computadoras
b) Una institucion local de ahorros y préstamos
c) El mostrador de pasajes de una compaifiia aérea

Respuesta:

a) Para un taller de reparacion de computadoras, el servicio se puede mejorar
programando los trabajos, contratando mds trabajadores, estableciendo reglas de
prioridad, utilizando mejor (mds eficiente) equipo de prueba.

b) Para una institucion de ahorros y préstamos, el servicio puede mejorarse
programado las citas, contratando mdsy mejor personal.

c¢) Para el mostrador de pasajes, el servicio puede mejorarse contratando mds
personal, disponiendo de mostrador de prioridad o instalando un sistema de registro
previo de equipaje, entre otros.
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Problema No. 4.

Moskowitz (1982) El autoservicio en una gasolinera local, con una tasa promedio de
7 minutos por carro, es mas lento que el servicio asistido, que posee una tasa de 6
minutos por carro. El gerente de la gasolinera desea calcular el nimero promedio de
clientes en la gasolinera, el tiempo promedio que cada carro gasta en la gasolinera y
el tiempo promedio que cada carro gasta esperando servicio. Supongamos que los
clientes llegan aleatoriamente a cada linea a una tasa de 5 carros por hora. Calcule la
estadistica adecuada de operacion de esta gasolinera. Resuelva usando Maple.

Solucidn:

#Problema No. 7.3 Moskowitz | #Datos del problema

#Linea de autoservico

S S - D S IR E - -1
ul = 7 #clientes por minuto U1 : 7 Al = 50 #clientes por minuto Al : T

) ) )

#Linea de autoservicio , #Numero esperado de carros en la #linea de autoservicio

M 7
] = — = — L ] = —
P ,p]‘ 2 T i (w =)

)

(A12) 1ol =22
707760 20.8166666667 autos

#Numero de carros esperando en el sistema

1
Ll = l—l L=+
pl =l 5 =1.400000000 gutos

#Tiempo promedio en el sistema

Wi :
,LL] — Al ) 5 =16.80000000 minutos

#Tiempo promedio esperando servicio

Cop(ur—21) TS 29.800000000 minutos
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#Linea asistido | #Datos del problema , 2= 6 T 60 . u2 T2

#Numero esperado de carros en la linea asistida

L2 := A

#Numero esperado de carros esperando servicio

(A272)

Lg2 i = ———————
T (e - 22)

Lq2 = L
, 2 autos

#Tiempo promedio en el sistema

1

W2 = ——

#Tiempo promedio que se utiliza esperando servicio

A2

Wq2 = —————
u2-(u2 —22) | Wq2:=6 minutos

Problema No. 5.

Moskowitz (1982) Se debe contratar a un mecanico para reparar maquinas que fallan
a una tasa de promedio de 4 por hora. Las fallas ocurren aleatoriamente (Poisson)
con el tiempo. El tiempo no productivo en una maquina se considera que le cuesta a
la compaiifa $0.50 doélares por hora. La gerencia ha limitado la selecciéon a dos
mecanicos: uno lento, pero barato tiene un salario de $30 délares por hora; y repara
las maquinas que fallan a una tasa media de 5 por hora. El mecanico rapido, y costoso
con un salario de $50 délares por hora; repara maquinas a una tasa promedio de 7
por hora. ;Cudl de los dos mecanicos debe contratar la compafiia? ;Suponga para
ambos mecanicos, tiempos de reparacion exponencial? Resuelva con Maple.
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Solucidn:

#Problema 7.5 Moskowitz  #Datos del problema

#Mecanico barato

#Costo por hora =mano de obra por hora (MO) +(tasa de falla por hora)
# por (tiempo promedio que se gasta esperando y en [ reparacion

#por (tiempo no productivo por maquina(TN))

MOB = 30 (costo de mano de obra mecénico barato), 30,4 =4 W:=>5
TN == 0.50 (tiempo no productivo por maquina)

CHB = MOB + 4[;] ‘TN
=2 (costo por hora mecanico barato) = $32.00

#Mecanico caro

MOC = 50 (costo mano de obra mecénico caro), & =7

1
ul — A

CHC = MOC—f-?v[ ]~TN

(costo por hora mecénico caro), $30.66666667
Mecanico barato.

Problema No. 6

Bonini (2000). Dos mecandgrafas tienen trabajos idénticos. Cada una escribe las
cartas que le dicta un gerente en particular. Las cartas por escribir les llegan de
manera aleatoria (tiempos entre llegadas exponenciales), con una media de tiempo
entre llegas de 20 minutos.

Suponer que cada carta a realizar puede hacerse en 15 minutos, en promedio
(también una distribucién exponencial). Resuelva las siguientes preguntas utilizando
el programa Maple.

(Nota: Bonini utiliza la tasa promedio de llegada y la tasa promedio de servicio,

por tal razén la féormula del factor de utilizacién se modifica, sin embargo, los
calculos y resultados no varian)
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a) Suponiendo que cada mecandgrafa hace su propio trabajo, ;cudl es el tiempo
de espera que puede tener una carta (;tiempo anterior a la iniciacién de esta?

b) Suponer que las dos mecanoégrafas se unen. Es decir, las cartas les llegan a las
dos y la escribe quien esté libre, cualquiera que sea el orden de llegada. ;Cual
es el tiempo de espera que puede tener una carta bajo ese acuerdo?

Solucidn:

#Problema 7.6 Bonini | #Datos del problema, para el inciso a)

#Para cada tipo de secretaria, este un modelo M M 1

_ A 3
A =15 minutos , "= 20 minutos , #Elfactor de utilizacion p, es: u ,p T4
=75%
[=—L
#EI numero de unidades en espera es: I —p L:=3cartas
L9
#El nimero de unidades de espera en la fila es: Lq = p-L 777 =2.250000000 cartas

#Tiempo promedio de espera (Por ley de Little)

W = uL = 45 minutos es el tiempo de espera

Este es el tiempo promedio de espera antes de que se inicie una carta. El tiempo

promedio de procesamiento es de una hora (el tiempo de espera promedio mas el

tiempo promedio de servicio.

#Datos del problema para el inciso b)

#Cuando las secretarias se agrupan #Dan origen a un modelo de colas MM?2

#Tasa de llegada (minutos) A = 10 #Tasa de servicio (minutos) W = 15 , #Numero de canales s |
3

s == 2 #Factor de carga o utilizacion P s*A = 4
PO == 0.4545 #Multiplo del tiempo de espera W := 1.37 (tabulado e interpolando)
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Nota: La férmula para el tiempo miltiplo de espera es, desgraciadamente, muy
confusay complicada. Para tal caso puede utilizarse un multiplo de tiempo de espera

para la cola M/M/c, utilizando el factor de uso o carga p = ﬁ, mediante tabulacion

para distintos factores de carga del sistema. Para nuestro caso: W = 1.37,
#Tiempo promedio de espera de una carta es Wq = WwW Wq:=20.55 minutos.

Problema No. 7

Bonini (2000). Una empresa petrolera integrada esta considerando la expansion de
una de sus instalaciones descargas en su refineria de Singapur. Debido a las
variaciones del clima, los retrasos en la carga y otros factores, los tiempos entre
llegadas para los barcos que atracan en la refineria para descargar petréleo crudo
sigue una distribucién exponencial con un promedio A = 1.4 dias. El tiempo de
servicio también es exponencial con promedio u = 0.7 dias.

a) ¢Cudl es el nimero promedio de barcos en espera para enviar el petréleo crudo?

b) ;Cudl es el tiempo promedio que un barco debe esperar antes de comenzar a
entregar su carga a la refineria?

c) ¢Cual es el tiempo total promedio (espera mas entrega real) que un barco pasa en
la refineria?

#Problema 7.7 Bonini , #Datos del problema , #EI sistema es un modelo de colas MM

1 1 A
7\, = — = — = —
14 = A:=0.7142857143 | " 0.7 = p:=1428571429 P n o=
p =0.4999999999
L= _h
#Niimero de barcos en espera en el sistema | LW—2A =L:=0.9999999994 harcos

#Numero de barcos en espera en la fila (inciso a)

7\'2

Lg= ——+
p-(u—2X) =Lg:=0.4999999996 harcos

#Tiempo promedio de espera en la fila (inciso b)

A

Wg = —————
w(w—2) = Wg:=0.6999999995 dias
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#Tiempo promedio de espera en el sistema (inciso c)
1
LW—A = W:=1399999999 dias

W =

Problema No. 8

Bonini (2000). Remitirse al problema 6.7. La empresa esta considerando tomar un
segundo muelle cuyo alquiler seria US$ 1,500 diarios. El tiempo de servicio para este
muelle también seria exponencial, con la misma media de tiempo de servicio que el
muelle propio de la empresa. Por cada dia que un barco permanezca en espera, la
empresa pierde US$ 4,000. Use Maple para resolver este problema

a) Si se alquila un segundo muelle, ;cudl seria el tiempo promedio que un barco
esperaria?

b) ¢Cuadl seria el nimero promedio de barcos en espera?

c) ¢(Elbeneficio (en ddlares) de reducir el tiempo de espera cubre el costo de alquiler
del segundo muelle?

Solucion:

#Problema 7.8 Bonini , #Datos del problema , #Este es um sistema de colas MM?2

e L L
1.4 X :=0.7142857143 , H 0.7

A
suo pi= 0.2500000000

W :=1.428571429 , S= 2

#Multiplo del tiempo de espera multiplo para #la cola MM?2 = 0.07 (de tablas e interpolando)
#EI tiempo promedio de espera promedio (Por Little)
a) #Tiempo promedio de servicio por #multiplo de tiempo de espera

W= (0.7)-(0.07) W:=0.049 dias = 1.76 horas

b) #Numero promedio de barcos en espera
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/4

Wg = —
W Wq:=0.03429999999 unidades

c) lareduccién del tiempo promedio de espera de un canal al sistema de dos canales
es de 0.70 dias de espera por barco a 0.049 dias de espera, una reduccién de 0.651
dias de espera por buque. Dado que el tiempo medio de navegacion entre barcos
es de 1.4 dias, el nimero promedio de buques que llegan por diaesde1 /1.4 =
0.714 buque por dia. Por lo tanto, los ahorros diarios son: (nimero de barcos por
dia) x (reducciébn promedio del tiempo de espera) x $4,000 =
(0.714) (0.651) ($4,000) = $1,860 por dia.

Dado que el costo es de s6lo $1,500 por dia, el segundo muelle debe ser alquilado

Problema No. 9

Parlar (2000). Use Maple para obtener las diferentes (recursivas) ecuaciones del
sistema de colas modelo M/M/1 para el caso especial de 1, = 1y u,, = u, que se
reduce al proceso de nacimiento y muerte del modelo M/M/1. Use el comando de
Maple rsolve () donde se le indica a Maple que las condiciones iniciales para n =

A
1,p = (;)Po-

Solucidn:

#Sistema de colas o lineas de espera (M.M.1) | #Utilizando el proceso de nacimiento y muerte

#Usaremos el comando rsolve

n 7\‘ n
sol=|— 1| p p:nﬁ[—) )2
sol = rsolve(mml, p(n)); [ u ] 0 P = unapply(sol, n); u 0
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2
Ap, )
- 2
p(0) Po p(1)  u p(2) K

Py A

L = sum(n-p(n), n=0..infinity), (r _H)z

Lg:=——
Lg == sum( (n — 1)-p(l’l), n=1 ..inﬁnity); (}\' - l“L)

pl0] += solve(1 = sum(p(n),n =0 .infinity), p[OT); ** " Lilg , h—u
X
(A—pp

Ahora, utilizando el programa Maple ayudamos a calcular las expresiones
restantes, se tiene:

Dado que cada tiempo de servicio es exponencial, la distribucién de la terminacion
de n servicios es una distribucién de probabilidad Erlang con n etapas. Por lo
tanto, como p, = (1 — p)p™, la distribucion W, (t)se puede escribir como sigue:

#Sea la funcion:

t ® n—1
ux cdfTq = (l—rho)'rho-( ue_“x x] [ w],x—o..t+l—p
n

= e 0 -1 (n—1)!

)

Wqt = -rho-exp(-mu-¢ + mu-¢-rho) + 1

th = _pel.lpl_ul+ 1 , wqt = dlff‘(qu‘,l) , wqt == -p (up _“) ellpt—}lt

Eig:=| (-tp (up —w) &P ")

Etq = 0-(1.tho) + Int(t-wqt, t =0 ..infinity) 0
simplify(value(Etq))

. (eut(p—1)“pt_eut(p—l)w_ew(p—l)+1)p
lim | -

il u(p—1)
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#De lo anterior se desprende

lambda _ A 1
= = Wqg =———"— = ————
Wq normal[subs[rho . %z)) ’ q L —p) , w 0 — lambda
1 A :
W= L = —lambda L:=- Lq = A
u—A ) (mu — lambda) , n—A ) (mu-(mu — lambda))
2
Lq = 7\‘—
w(w—2)

Lo que queda demostrado que las férmulas anteriores constituyen las expresiones
del modelo M/M/1

Problema No. 10

Anderson (2016). Una franquicia de comida rapida considera operar un servicio de
despacho de comida en su automoévil. Suponga que las llegadas de clientes siguen una
distribucién de probabilidad de Poisson con una tasa de llegadas de 24 automoviles
por hora, y que los tiempos de servicio siguen una distribucién de probabilidad
exponencial. Los clientes que llegan hacen su pedido en una estacion de
intercomunicacion en la parte trasera del estacionamiento y luego se dirigen a la
ventanilla de despacho para pagar y recibir sus pedidos. Se consideran las siguientes
tres alternativas de servicio.

Una operacion de un solo canal en el cual un empleado completa el pedido y recibe el
dinero del cliente. El tiempo de servicio promedio con esta alternativa es de 2
minutos.

Una operacion de un solo canal en la que un empleado completa el pedido mientras
que un segundo empleado recibe el dinero del cliente. El tiempo de servicio promedio
con esta alternativa es de 1.25 minutos.

Una operacién de dos canales con dos ventanillas de servicio y dos empleados.
El empleado estacionado en cada ventanilla completa el pedido y recibe el dinero de
los clientes que llegan a la ventanilla. El tiempo de servicio promedio con esta
alternativa es de 2 minutos en cada canal.
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Responda las siguientes preguntas y recomiende un disefio alterno para la franquicia
de comida rapida:

e ;Cuadl esla probabilidad de que no haya automéviles en el sistema?

e ;Cuadl es el nimero promedio de automdviles en espera de que los atiendan?

e ;Cuadl es el nimero promedio de automdéviles en el sistema?

e ;Cual es el tiempo promedio que un automovil espera para que lo atiendan?

e ;Cual es el tiempo promedio en el sistema?

e ;Cual es la probabilidad de que un carro que llega tenga que esperar para que lo
atiendan?

El costo del tiempo de espera de un cliente se estima en $25 por hora para reflejar
el hecho de que el tiempo de espera es costoso para el negocio de comida rapida.

El costo de cada empleado es de $6.50 por hora.

Para tener en cuenta el equipo y espacio, se atribuye un costo adicional de $20 por
hora a cada canal.

e ;Cudl es el disefio de costo minimo para el negocio de comida rapida?
Solucion:

#Datos del problema #Sistema de colas MM

A=24 ni=30 5=1 P75

#Vector de caracteristicas de operacion

#Sistema A

Parametros = Vector([ Caracteristicas, p0, L, Wq, W, Lq, pw]) = Vector( [Sistema A, 1 —p,

P P 1 Ap 0
l—p u—2" u—2" pu—=»1"
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[ Sistema A |

1

Caracteristicas | 5

PO 4
L 2 Caracteristicas Sistema A

15
Parametros := Wq = po 0.20000

w % L 4.
W =| 0.13333
Lq 16 q
pw 5 /4 0.16667
4 Lg 3.2000
5 pw 0.80000
1
#Sistema B . =24 M= 48 ,p T2 s=1

Parametros := Vector([ Caracteristicas, p0, L, Wq, W, Lg, pw]) = Vector[ [Sistema B, 1—p,

Ap

p

P 1

l—p u—2" u—2" pu—»

Parametros =

#Sistema C

Caracteristicas |
po
L
Wq
w
Lq

g

[ Sistema B ]

pw

#Sistema de colas MM?2

A =24 M=

—2
30,5;:2,‘" 5

Caracteristicas

pO
L

Wq
w
Lq

pw

,Lq:=0.1524 Wq:=0.006350
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| SistemaB |
0.50000
1.
0.020833
0.041667
0.50000
| 0.50000 |




Parametros = Vector([ Caracteristicas, p0, Lqi, Li, Wqi, Wi, pw]) = Vector

(AJZ.M
e (Ol

Sistsema C,

[ Caracteristicas Sistsema C r . 1 . 1
3 Caracteristicas Sistsema C
p0 7 p0 0.42857
qu 0.1523911111 Lqi 0.15239
Parametros := Li ~ | 0.9524000000 Li =1 0.95240
Wq.i 0.006350000000 Wqi 0.0063500
Wi 0.03968333333 Wi 0.039683
pw 0.05714666667 | | pw | | 0057147 |

Costo del servicio por canal:

#Costo del servicio por sistema (canal)

CostoCanal == Vector([ Sistema A, Sistema B, Sistema C1) = Vector([6.50 + 20, 2-(6.50)
-+ 20, 6.50 + 20])

Sistema A 26.50
CostoCanal == | SistemaB |=| 33.00
Sistema C 26.50

Costo total:

CostoTotalSistema = Vector([ Sistema A, Sistema B, Sistema C) = Vector([25-(4) + 26.5
(1),25-(1) +33-(1),25-(0.9524) +26.5-(2) 1)

Sistema A 126.5
CostoTotalSistema := | SistemaB | = 58

Sistema C 76.8100

Decision: Sistema B. Tiene el menor costo total

442




16.Conclusiones del capitulo

Una de las areas mas fructiferas de la teoria de probabilidad aplicada es la teoria de
colas o el estudio de fendmenos de linea de espera (una cola es una linea de espera).
Esperar en linea (hacer cola) para el servicio es una de las experiencias mas
desagradables de la vida en este planeta. Barrer (1957) lo dice todo en el titulo de su
articulo, "Cola con clientes impacientes y empleados indiferentes".

Barrer dice, En ciertos procesos de colas, un cliente potencial se considera
"perdido"” si el sistema esta ocupado en el momento en que se solicita el servicio. Un
cliente al teléfono cuelga cuando recibe una sefial de ocupado. Un hombre que intenta
conseguir un corte de pelo durante su hora del almuerzo no espera a menos que una
silla esté inmediatamente disponible. Otra forma de esta situacién general es aquella
en la que los clientes esperan el servicio, pero esperan un tiempo limitado.

Si no se sirve durante este tiempo, el cliente abandona el sistema y se
considera perdido. Tales situaciones ocurren en el procesamiento o comercializacion
de productos perecederos. Muchos tipos de compromisos militares se caracterizan
de forma similar. Un avion que es atacado y esta ocupado defendiéndose de misiles
antiaéreos o guiados esta disponible para «servicio», es decir, esta dentro del alcance,
por s6lo un tiempo limitado.

A pesar del titulo atrayente, que es descriptivo de la sensacién comun sobre
las colas, el articulo de Barrer es una aplicacion innovadora de la teoria de la cola a la
destruccién de los aviones atacantes, no a la teoria general de las colas. Tenemos que
unirse a una cola cuando queremos obtener dinero en efectivo de un cajero
automatico (ATM), comprar sellos, pagar por nuestros alimentos, comprar un boleto
de cine, obtener una mesa en un restaurante lleno de gente, etcétera. Larson (1987)
discute algunos de las implicaciones psicolégicas de las colas. El dice:

Las colas implican esperar, sin duda, pero las actitudes de uno hacia las colas
pueden ser influenciadas mas fuertemente por otros factores. Por ejemplo, los
clientes pueden enfurecerse si experimentan injusticia social, definida como violacién
de la disciplina de la cola, que establece: primero en entrar, primero en salir. El
entorno de cola y la retroalimentaciéon sobre la probable magnitud del retraso
también pueden influir en las actitudes de los clientes y, en ultima instancia, en
muchos casos, en la cuota de mercado de una empresa. Incluso si nos centramos en la
espera en si, el «resultado» de la experiencia de cola puede variar no linealmente con
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el retraso, reduciendo asi la importancia del tiempo promedio en la cola, la medida
tradicional del rendimiento de las colas. En este capitulo abordamos la importancia
del tema de las filas para comenzar a organizar nuestros pensamientos sobre los
atributos importantes de las colas y hacer mas tolerable la espera para los seres
humanos.

En este capitulo hemos introducido al lector a las ideas fundamentales de la
teorfa de colas y discutido algunos de los sistemas de colas bdasicos que son
especialmente utiles en la carrera de ingenieria de sistemas y la licenciatura en
informatica. Hemos ilustrado el uso de estos sistemas con una serie de ejemplos. Para
aquellos interesados en aplicaciones mas complejas podran encontrar en algunos de
estos modelos basicos de teoria de colas para abordar modelos de redes de colas y
analizar sistemas de mayor complejidad.

Discurso del estudiante

Las rosas son rojas; jlas violetas son azules, si A es grande, entonces p es demasiado!
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INVESTIGACION
9)3

OPERACIONES

Un proyecto sustentado en el arte 'y
la ciencia de las matematicas aplicadas

SAMUEL HIDALGO

Este libro se debe al esfuerzo de mas de un afio para abordar un conjunto de temas
relevantes del campo de la investigacion de operaciones: la programacion lineal, los
modelos de redes, la programacion no lineal, la teoria de inventarios y los problemas
asociados a la espera.

Este libro, desarrollado a lo largo de muchas horas de trabajo, permitira a muchas
personas mejorar su habilidad para la toma de decisiones y constituye una lectura
obligada para aquellos estudiantes de las areas de ingenieria que deseen conocer
el arte y la habilidad del modelado matematico, esencia de la investigaciéon de
operaciones; asi también, dado que en él se abordan temas esenciales de este campo
particular de forma exhaustiva, utilizando un conjunto de referencias bibliograficas
y programas de computo especializados para la construccion y analisis de cada uno
de los apartados contenidos en esta obra, permitira definir, contextualizar, construir
y resolver problemas de distinta naturaleza que son aplicables en el contexto de la
ingenieria.

Deseo que los lectores tengan la paciencia y la dedicacion necesaria para estudiar con
detenimiento aquellos temas que le interesen. Asi, podran apreciar el esfuerzo que se
realiza para aportar soluciones mediante las matematicas aplicadas.

Mi agradecimiento final a mi familia, debe ser de un tipo diferente. De maneras
que, probablemente, seré el ultimo en reconocer, que cada uno de los integrantes ha
contribuido con ingredientes intelectuales diferentes a mi trabajo. Pero, en grados
diferentes, han hecho también algo mucho mas importante. Han permitido que
siguiera adelante e, incluso, han fomentado la devocion que tenia hacia mi trabajo.
Cualquiera que se haya esforzado en un proyecto como el mio sabra reconocer lo que,
a veces, les habra costado hacerlo. No sé como darles las gracias.

Samuel Hidalgo
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