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Resumen.

El presente trabajo es una muestra de como se puede aplicar el control no solo en
sistemas lineales, sino también en sistemas no lineales o también llamados
Sistemas Caoticos. No hay que confundir el caos con la destruccion y el desorden,
mas bien, entenderlo como cualquier sistema donde al tener la minima variacion en
sus condiciones iniciales, cambia completamente el comportamiento del mismo
sistema.

Vivimos en un sistema cadtico, en donde no es posible predecir el futuro, pero con
el estudio del comportamiento de algunos sistemas caéticos fundamentales como
la mariposa de Lorenz, el fractal de Genesio Tesi, el fractal de Lu, entre otros, y con
la aplicacion y adaptacion de los observadores, es posible estimar como es que se
comporta cada uno de estos sistemas, es decir, el observador sigue la trayectoria
en el tiempo de cada uno de estos sistemas con muy poca informacion de los
mismos, teniendo de esta forma un analisis sobre los sistemas caéticos y los
observadores para poder cumplir con la recuperacién de informacion en la
transmision y recepcion de datos.

Para la metodologia fue necesario entender la Teoria del Caos, asi como el analisis
de los observadores y como se pueden aplicar a cada tipo de sistema, ademas, fue
necesario adentrarse con el uso de MATLAB como herramienta principal para
simular y poner en préctica la aplicacién de estos observadores hacia los sistemas
no lineales, de esta manera de demuestra que es posible lograr la estimacion de

estos y por lo tanto cumplir con los objetivos propuestos.



Abstract.

The present work is a sample of how control can be applied not only in linear
systems, but also in non-linear systems or also called Chaotic Systems. Chaos must
not be confused with destruction and disorder, rather, understand it as any system
where having the slightest variation in its initial conditions completely changes the
behavior of the same system.

We live in a chaotic system, where it is not possible to predict the future, but with the
study of the behavior of some fundamental chaotic systems such as the Lorenz
butterfly, the Genesio Tesi fractal, the Lu fractal, among others, and with the
application and adaptation of the observers, it is possible to estimate how each of
these systems behaves, that is, the observer follows the trajectory in time of each
one of these systems with very little information about them, thus having a analysis
on chaotic systems and observers in order to comply with the recovery of information
in the transmission and reception of data.

For the methodology it was necessary to understand the Theory of Chaos, as well
as the analysis of the observers and how they can be applied to each type of system,
in addition, it was necessary to delve into the use of MATLAB as the main tool to
simulate and put the application into practice. of these observers towards the non-
linear systems, thus demonstrating that it is possible to achieve the estimation of
these and therefore meet the proposed objectives.



Palabras claves (keywords)

= Control: Se refiere a la verificacion de que toda valla acorde a lo deseado,

sefalando posibles errores y evitarlos para llegar correctamente al objetivo.

= Sistema Lineal: Un sistema es lineal si cumple con el principio de
superposicion, dicho principio se cumple solo si se tiene aditividad y

homogeneidad.

» Caos: Se refiere a lo impredecible

* Modelos mateméticos: Es la descripcibn matematica de las caracteristicas

dinAmicas de un sistema.

» Estimacion: Es proceso de encontrar una aproximacion, lo que se ha de
valorar con algun propdsito es utilizable incluso si los datos de entrada
pueden estar incompletos, incierto, o inestables.

» Andlisis: Proceso detallado de una cosa para conocer sus caracteristicas o
cualidades, o su estado, y extraer conclusiones, separando o considerando

por separado las partes que lo conforman.
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Capitulo 1. Introduccién.

Capitulo 1.

Introduccion.

Los sistemas dinamicos son parte de la vida. Con el origen de la Teoria del Caos,
hace apenas unas tres décadas y con el descubrimiento de la sincronizacion del
caos, se han formulado una gran cantidad de cifradores que de una u otra manera,
y en general con poco rigor criptoanalitico, explotan las buenas propiedades de
confusion y difusion de las aplicaciones cadticas [1]. Por ello, las sefiales resultantes
de sistemas cadticos son impredecibles en la préactica a mediano y largo plazo,
debido a la sensibilidad de las condiciones iniciales y a sus propiedades estadisticas
aleatorias a pesar de ser generadas por algoritmos deterministas. En cuanto a los
sistemas de seguridad de la informacion resulta util trabajar con secuencias binarias
que puedan aplicarse a procesos que ofrezcan confidencialidad, privacidad,
seguridad, autenticidad, etc., donde ademas estas secuencias mencionadas deben
cumplir con requisitos fundamentales, tales como: aleatoriedad e impredecibilidad.
Es aqui donde entra el estudio del comportamiento de sistemas dinamicos no
lineales ya que ambos poseen un comportamiento cadético y por lo tanto tienen una
buena aceptacion en cuanto a las propiedades estadisticas que contienen. Los
sistemas cadticos tienen una gran relevancia debido a que son sistemas dindmicos
muy sensibles a cambios en las condiciones iniciales. A finales del siglo XIX, Henri
Poincaré fue el primero en observar la existencia de caos al estudiar la estabilidad
del sistema solar. Desde entonces importantes avances se han realizado en la
teoria del caos y actualmente sigue siendo estudiada por sus aplicaciones en
control, ingenieria biomédica, comunicacién segura, optimizacién, cuantica y

criptografia, entre otras [7].
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Capitulo 2. Marco teérico (Antecedentes)

Capitulo 2
Marco tedrico (Antecedentes).
Teoria del Caos

EFECTO MARIPOSA

Recurramos nuevamente a Prigogine, quien nos explica que: “los sistemas caoticos
son un ejemplo extremo de sistema inestable: en ellos las trayectorias
correspondientes a condiciones iniciales tan vecinas como se quiera, divergen con
el tiempo. Entonces hablamos de sensibilidad a las condiciones iniciales, y lo
ilustramos con la conocida parébola del “efecto mariposa”, que dice que el aleteo
de una mariposa en la cuenca amazoénica puede afectar el clima de Estados Unidos.
Definicion La Teoria del Caos dice que el comportamiento de un sistema se puede
predecir en el corto plazo con una alta probabilidad de ocurrencia. Y que en el
mediano y largo plazo su direccién es errética, porque depende de pequefios
cambios en multiples condiciones iniciales que cambian su estado en forma
intrinsecamente aleatoria. El corto plazo es una medicién de tiempo asociada a las
caracteristicas particulares de cada sistema. Alta probabilidad de ocurrencia
significa 90, 95, 99 % o mayor porcentaje de cumplir la prediccion, no hay certeza.
.. 'y no la hay en ninguna accion humana. Por condiciones iniciales, nos referimos
a la interaccion con el medio, esencialmente dinamico y, precisamente, el caos
surge de creer que todo seguird igual. Sin embargo, el comportamiento de esas
condiciones en la frontera del sistema es intrinsecamente aleatorio. El primer trabajo
relacionado con los sistemas dindmicos fue presentado por el matematico francés
Poincaré [2], quien con el estudio del movimiento planetario inventé nuevos métodos
topoldgicos para estudiar soluciones para ciertas ecuaciones diferenciales; en lugar
de usar los métodos basados en series, desarrollé el concepto de funciones auto
morficas, para resolver ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con
coeficientes algebraicos, y de esta manera descubri6 que las ecuaciones
diferenciales admitian soluciones de una complejidad 2 inimaginable hasta ese

momento.
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Capitulo 2. Marco teérico (Antecedentes)

Con este trabajo se revel6 por primera vez que las ecuaciones diferenciales que
describen fendmenos naturales pueden tener soluciones que se comportan en
forma “cadtica”. Sin embargo, ‘este trabajo tuvo poco interés; a pesar de ello
podemos decir que representa el origen de una nueva era para el estudio de las

ecuaciones diferenciales.

En 1963 Lorenz [3] publicé un modelo matemético para describir la forma en la que
el aire se mueve en la atmaosfera terrestre. Observé que, si ocurrian alteraciones
minimas en los valores de las variables iniciales de su modelo primitivo, resultaban

patrones climatologicos ampliamente divergentes.

Esta sensible dependencia de las condiciones iniciales fue conocida después como
el “Efecto Mariposa”; aun cuando las fluctuaciones en las condiciones iniciales o
intermedias de un proceso sean muy pequefas, casi imperceptibles, pueden ser lo
suficientemente poderosas como para provocar grandes alteraciones de los estados
finales. Con este hecho se inicia el estudio moderno de la dindmica cadtica.
También dedujo algunas de las propiedades generales del caos como son: la
dependencia y sensibilidad a las condiciones iniciales, la existencia de “orbitas
peridédicas densas, los puntos periédicos, el acotamiento de trayectorias y la no

linealidad, entre otras.

Sin embargo, para los mapeos denominados cadticos, se consideran tres

propiedades importantes:

a) Dependencia sensitiva.

b) Transitividad (Orbita densa).

c) Conjunto denso de puntos periédicos.
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Las propiedades a y b corresponden a un comportamiento irregular e impredecible,
de aqui que concuerdan con las ideas intuitivas del caos; la propiedad c, sin
embargo, parece discrepar de las dos propiedades anteriores, al interpretarse como
un comportamiento periodico, regular y predecible. No obstante, estos puntos
periodicos son inestables, lo que significa que tan pronto como una “orbita se acerca

a un punto periodico, esta se empujara lejos en alguna otra parte.

Por esta razon, en términos practicos, el conjunto denso de orbitas periédicas no
implica un comportamiento ordenado. Basandose en estas tres propiedades

Devaney [1], plante6 en 1989 la definicion de Caos como se indica;

Sea V un intervalo. Decimos que: f:V — V es calticaen V si:

a) [ tiene dependencia sensitiva en las condiciones iniciales.

b) f es transitiva

c) Los puntos periddicos son densos en V.

Las tres propiedades se demuestran cuando se presentan una gran cantidad de

iteraciones, dando origen al Teorema:

“si se tiene una funciéon f, tal que: f:[0,1]1-[0,1] para muchas iteraciones f es

caotica en[0.1] »
Sistema Dinamico

Formalmente, un sistema puede ser definido como un conjunto de elementos
interactuantes, es decir, un sistema es una cantidad de materia o region
seleccionado del espacio para su estudio. La masa o el espacio afuera del sistema
son llamados los alrededores del sistema mientras que la superficie real o
imaginaria que separa al sistema de sus alrededores es conocida como frontera,

esta puede ser fija 0 movil y de un grosor mayor o igual a cero [17].
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Dependiendo de la caracteristica que se valla a considerar, los sistemas pueden
clasificarse de diversas formas, una de estas clasificaciones los divide en abiertos
si hay transferencia de masa y energia con los alrededores, cerrados si solo existe
transferencia de energia y aislados si no se tiene transferencia de energia ni masa
con los alrededores [18]. Otra clasificacion los divide en sistemas lineales y no
lineales, dependiendo si estan sujetos al principio de superposicion. Y finalmente
también se pueden clasificar en autonomos si no dependen explicitamente de la
variable independiente tiempo t, y no autbnomos cuando el sistema depende

explicitamente del t.

Espacio de estados

Se le llama espacio de estados del sistema a algun conjunto X donde todos los
posibles estados de un sistema son caracterizados por los puntos de este conjunto.
De hecho, la especificaciéon de un punto x € X debe ser suficiente no solo para
describir la actual posicion del sistema, sino también para determinar su evolucion.
El espacio de estados siguiendo la mecanica clasica es comun llamarlo espacio f
ase [15]. Gracias a la estructura del espacio de estados permite la comparacion
entre diferentes estados. Mas especificamente una distancia p entre dos estados

es definida haciendo estos conjuntos espacios métricos.

La norma Euclidiana puede ser usada para medir la distancia entre dos estados
parametrizados por los puntos x1, x2 € % [16]. A partir de las variables de estado
se puede formar un espacio n-dimensional cuyos ejes de coordenadas
corresponden a las n variables de estado. De esta forma, un punto en el espacio de
estado representa el valor del estado del sistema en ese instante. Para representar
el estado del sistema se utilizara como herramienta de trabajo las matrices y los
vectores, lo cual, es muy apropiado para expresar célculos y operaciones en

términos computacionales.
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Observadores

Definicién de Observador

Los observadores de estados, son algoritmos maten &ticos que reconstruyen la
evolucion en el tiempo del vector de estados real de un sistema, sobre la base de
mediciones relacionadas las cuales son mas facilmente accesibles, y empleando un
modelo matematico del sistema de interés [13] Un observador es un dispositivo u
algoritmo computacional que estima u observa las variables de un sistema, basado
en el conocimiento del modelo, a partir de las entradas y las salidas disponibles [12].
Entre sus diferentes aplicaciones de un observador se encuentra el monitoreo de
sistemas, la deteccion de fallas, la estimacion de parametros, etc. En general, en la
figura 1, se muestra el diagrama de bloques de un observador en donde ©

representa el observador del sistema .

Entrada Salida
u(t) — Yy
Salida estimada
0. — ye(l‘)
—

xe(‘)

Estados estimados

Figura 1: Diagrama de bloques de un observador general

En simples palabras, los observadores son programas de computadora que, a
partir de las mediciones obtenidas por varios sensores fisicos, realizan una
estimacion de las variables del proceso que no se pueden medir en tiempo real. El
programa reproduce el sistema observado dandole la informacién de cuales son
los estimulos (entradas) que recibe el proceso real. Una segunda fuente de
informacion util para el observador son los datos que recibe del monitoreo de los

resultados del sistema (salidas).
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Analisis de estabilidad para Sistemas Lipschitz
Teniendo el siguiente teorema.

Teorema: Observador para Sistemas Lipschitz

Para el observador de estado de orden completo propuesto, la estimacion () conver-
gera asistéticamente a z(t) siempre que exista una matriz definida positiva Q = Q* €
R™*P y un escalar positivo ¢ tal que se cumpla la siguiente LMI:

ATQ+QA—-GC -C'GT +4%In  Q 0
0 —oIn| <

donde la matriz de ganancia del observador L viene dada por L = QG

Figura 2: Teorema de observador para Sistemas Lipschitz

Dado un sistema no lineal como:

{ & = Azr + Bu + ¢(u,x)
bIER S
gy =Cx

(1)
Tomando en cuenta que el observador adaptable tipo Lipschit propuesto para el
sistema anterior es de la forma:

. { z = 1{ + Bu + ¢(u, #) + L(y — §) ()
y =Czr

Considerando el error de estimacion de nuestro sistema como:

€=1TI—1T (3)

é=i—a (4)

Para demostrar que (4) sea 0 se consideran las condiciones segun la teoria de

control de Lyaponuv.
L’T{(]) = []
Vi <0
Se propone : V., = ¢’ Qe y al derivar se obtiene:

Viey = eTQé + 7 Qe (5)
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Considerando que la matriz () sea simétrica Q = Q7 > 0
Resolviendo:

é=i—1
é = Az + Bu + ¢(u, z) — [AZ + Bu + ¢(u,z) + L(y — )]
é¢ = Az + ¢(u,z) — Az — ¢(u, ) — L(Cx — Cz)

Factorizando términos tenemos:
¢ =Alx — &)+ ¢(u, x) + ¢(u, 7) — LC(z, )
Sustituyendo (3) en (6)

é = Ae + ¢(u,x) — ¢(u,z) — LCe
¢ =(A—LC)e + ¢(u,z) — é(u, )

Sustituyendo (7) en (5) se propone la funcién de Lyaponuv y se obtiene:

1"’(?_} =eTQ[(A - LO)e + ¢(u,z) — ¢(u, 2)] + [(A — LC)e + d(u, x) — ¢(u, #)]7 Qe
Por motivos de comodidad considerar A = &(u. x) — ¢(u, x), resolviendo:

Vi = €T[(QA — QLC)e + QA + [(ATQ — CTLTQ)e™ + AT Qle
Viey = €T(QA — QLO)e + e"QA + €T (ATQ — CTLTQ)e + AT Qe

Vi = €T (QA — QLC + ATQ — CTLTQ)e + e"QA + AT Qe

(6)

(8)

(9)

Por motivos de comodidad 4, = (QA—QLC+ATQ-CTLTQ) ,y considerando las

siguientes condiciones:
ATA < ~%ele

MA—7%Te<0  (-1)
vele —5ATA >0
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La ecuacion pasa de ser una igualdad a convertirse en:

Viey € €T Age + eTQA + ATQe + y2ee — 00T\ (10)
. A, ++%In Q €
— [T T 0 /
Vi =[er ar) [+ 70 Mﬂ} M (1)

Recordando que A, = QA — QLC + ATQ — CTL™Q
Para resolver el sistema como LMI se considera R = R" = QL
Se obtiene:
Ay =QA— RC + ATQ — CTRT (12)
Sustituyendo (12) en (13) y considerando:
(=l A"
Obtenemos:

. A — RC + ATQ — CTRT +~+%3In g
Vig=¢" © QQ f —?In ¢ (13)

Donde Gamma serd la constante de Lipschitz que ser& el valor maximo segun la
norma infinito siguiente para cada uno de los sistemas caéticos utilizados en este

proyecto de investigacion.

|| dip(u,x) ||l_x (14)

dz
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Analisis de estabilidad para Observador Adaptable de Besancon
Teniendo el sistema general par este tipo de observadores:

i = Alu,y)z + B(u,y) + U(u,y)f (15)
y=Cxzx

Teorema. 4.1 [19] y [20]

Para cualquier u € U existe A\, > 0 tal que para cualquier A = Ay:

&= A(u,y)i — S71CT(Cz — y) + B(u,y) + T(u,y)f
S =—AS— A(u,y)TS — SA(u,y) + CTC, S(0) >0, (16)

Es un observador de estado asintético para el sistema (15) y (# — z)S(& — z), es una
funcién de Lyapunov para el sistema de error de estimacion.

Se tiene un cambio preliminar de coordenadas, que = = m ,que: A = [A“ Am]

/121 /’122

Con Ay, € R, que 6 = (f,.....0,) ¥ que ¢» €5 (n x ¢) una matriz con ¥ con las

primeras filas p y con las columnas ¥,[1],..., ¥ [q] ¥ Vs con las dltimas n-p con

columnas W[1], ..., Us[g|.

Considerando la posicién: S = [9} 32}
53 Ss

Con 5, € ®7*7 de la matriz de ganancia S de 16.

Dado el sistema: C = (An+S; LSET !112)C es asintéticamente estable, entonces nosotros
tendrémos:

Lema 4.1.La transformacion

n =y

a
ng = z +Zc[i]9, =z+ (0, (17)

i=1

Donde ¢ es un (n — p) x ¢ matriz con ¢[i] con columnas en ®"*, obteniendo como
solucion las siguientes ecuaciones:

Cli] = (Agg + S5 ' ST A — 83 18T [i](u, y) — Usld](u,y).  i=1,..q  (18)

Es una transformaciaén filtrada para cualquier entrada acotada/sistema de salida aco-
tada (15), en el sentido de que (18) es en ese caso un filtro estable. la transformacién
es claramente invertible w.r.t.z. Esta transformacion convierte (15) en lo siguiente for-
ma:

. 1d
n=A(u,y)n + Blu,y) + |:_q—qu:| (A€ + Wi (u, y))o, y=Cnp=m  (19)
!

La estabilidad de (18) acotado por (u, y), el resultado de eso es: { = (Ayy+S5 ST A15)C
mientras que el nuevo (19) puede obtenerse por calculo directo. Checando que (19)
comple con la proposicion V(e) = e Se y k(e,.t) = —5~'C7Te,
De echo se puede obtener por la transformacion adicional ¢ = n,+5; ' ST, del sistema
(19), como se comprueb a continuacion (donde los argumentos (u,y) de A, B. ¥ son
omitidos):
?:,l = /hgf]j + (—/’llgg + ‘1’1)9 + /‘113} + BL
= ApC + A+ By — 41255 'S5y + (— A + ,)6,
. d
¢ = (Ags + 5557 Ais)C + E(Sa_l — S )m + 85153 (Br + Auy)
aF Agl_’y ar BQ — (/122 aF SEIS;AQ)S;;IS;H
= (Ago + 53155 A12)¢ + Ta(u,y, 1) (20)

Figura 3: Teorema 4.1 para observador adaptable Besancon
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Un sistema no lineal de salida unica observable en el sentido de la condicion de
rango en z, (el espacio de todos los diferenciales de elementos del subespacio
de observabilidad en z;, es de dimensién n) puede ser transformado en (15) con
A(u,y) = A(u) por algunos cambios de coordenadas de estado definidas localmente
alrededor de z; si y solo si existe un campo vectarial X analitico alrededor de =z,

satisfactorio.

(i) Lx(k) =1,

(i) dim Q =n — 1,

(iii) Vw € Qdixw =0,

(iv) ixwi A -+ Aixw,—1AdR|,, # 0 para cada base (wy, ....,w,—1) de Q
(v) Vw € QdigixwA dh = 0,

a n — 1 estan completos:

1 if j=k,

dhe; =0, iyt —
LM r X WkH {U de lo contrario

Para cualquier base (w;, ...,w,_1) de Q

Y la transdormacion es global si y solo si el vector campos p; definido por j = 1

Figura 4: Teorema 4.2 para observador adaptable Besancon

Teniendo el siguiente sistema:
< y =oaly,Cut)+ B8y Cut)f
| ¢ = z2(u,u,t)

Proponiendo el observador Besancon.
= a(y,C u,t) + By, ¢, u, t)f

= z(u.é, u,t)
= — KB (y. Cut)(§ — y)7

Q
T e e

Definicién de errores:

Por tanto:

Resolviendo €,-

€, = aly, Count) + By, Cu. t)0 — ky(0—y) = [aly, (ut) + By, Cu, t)0]

é, = a(y. (u,t) + By, ¢ u.t)d — ky(i—y) —aly.Cut) — By, (u, t)d

INSTITUTO TECNOLOGICO SUPERIOR DEL SUR DE GUANAJUATO
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Agrupando términos y sumando B(y.C.u.t)es  se obtiene:
&, = aly, Cout) — aly,Cunt) + [B(y, Cou, )0 — By, ¢, u, t)8) + Bly, C u, t)eq + kye,  (26)
Resolviendo €¢
éc = z(y.(f.u._ t)— z(y, C u,t) (27)
Resolviendo ¢y
és = —keBT (y. C,u t)e] (28)

Proponiendo la funcién de Lyapunov

Ve(t.ey.ec.e9) = %egey + Vi(t.ec) + ﬁeg(t)c—g (29)

Derivando (29) se obtiene:

r £ " & T € s .
Velt.ey, ec,e9) < i(r;;rr:y + egey) + Vit ec) + m(c’;gc—g +élep) (30)

Sustituyendo las ecuaciones (26), (27), (28) en (30)

Vot e) < E[Pj(n(y Cout) — aly, ¢ u,t)) + [B(y. 6.-3;._ t) — By, C,u, )8 + [B(y, ﬂf,’!}..tjﬁg — kyey]

+ [T (y, Cu,t) — a7 (g, G ust) + 07 (BT (y, G unt) — BT (y. G t))] + ed BT (y, Cout) — ey k]
(31)
. € N N
+ V(t,ec) + m[—egkg,c'iT(y, Cou.t)ey — eykoB(y, Cu,t)eg)

Considerando las siguientes condiciones

I afy, ¢ u.t) = a(y, G, 0) 1< 7ay/Keo)

I By, &, u,2) — By, €,y ) 1< s/ kec)
Vv aV -

Vite) < E(E.EC] + a[;(y,g._ u,t) = z(y. ¢, u. t)] < —k(ec)
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Sustituyendo lo anterior en (32)

. € ) .
Vot ey eq.€c) < i[eghmfk(r;c) -~ ef;ﬁr-;j k(ec)0(t) + e?ci(y, C,u,t)eg — egﬁryey]

Var/k(ec) + 0Tva\/k(e)e, + €3 By, ¢, u, t)e, — erky ey] — k(ec(t))]

€ ) . .
I m[—e;krg,;iT(y.g, u, t)ng — eykoB(y, ¢, u, t)eg)

.. € p.
Vit ey eq,e0) < i[ﬁy% k(ec) + eyvay/k(ec)d + efd(y._ Cou,theg — ky | ey ||2]

. € 1eTB(w. ¢
— k(ec) + m[ey,\i(y. Cou,t)eg)

I"!‘:tﬁyfﬁ-er:} < €[Ya + 4] k(cc) — ek I Ey ||‘2 —k{ecj (32)

Si e>0 k>0 >0 >0 k,>0 k>0 ,secumple ladesigualdad.

La ecuacion (25) se parece a una ecuacion cuadrética, asi que se propone:

. €,
Ve < —eyreQeye Cye = “%J—PEJ (33)
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Anadlisis de estabilidad para Observador de Estado Extendido

Se considera un sistema no lineal como se muestra en la siguiente ecuacion:

y =Cuzx

(34)

En donde el observador que se propone para el sistema anterior tiene la siguiente

forma:
& = A(u, #)E + é(u, z) — 0A; 1S (t)CT(Ci — Cx)
o S =0-S— A(u,z)TS — SA(u,z) + CTC]
g =Ci

Definiendo el error:

1]
|

B
|

Ly

I=I—=x

Sustituyendo (34) y (35) en (36), se obtiene:

T

Alu, #)3 + ¢(u, ) — 0A;'ST'(1)CT(Cz — Cz) — A(u, z)z — ¢(u, )

=18
Il

Alu, #)3 — A(u,z)z + ¢(u, &) — d(u, z) — A, 'SH(#)CTC (& — )

i— Au, @)z = A(u, 2)i — A(u,z)z + o(u, &, z) — 08, S CTCT — A(u, i)z

=18
I

Au,2)( — z) 4+ A(u, 2, 7)z + ¢(u, &, 1) — A, ' ST'CTCE
&= Alu,2)3 — 00,1 SCTCa + A(u, 7, 7)x + ¢(u, 7, T)
7= Au,2)i — 00, 'S (CTCF + Au, &, 2)x + o(u, 7, )
T = [A(u, ) — 0A;'S7H(t)CTCz + A(u, &, 2)x + o(u, 7, T)
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Para probar la convergencia exponencial se define & = Ayz# endonder = = vy
recordando las propiedades de; AgA(u, 2)A, " = 0A(u,z) y  CA;* =C

Para esto se parte de la ecuacion (38) y se sustituye &;1.-1‘: =T uA;‘-jr =7

AT = [A(u, ) — 0A,1STHH)OTCIA T + A(u, &, 7)7 + o(u, 7, )

AT = A(u, ) AT — 00 STH#)CTCAS T + A(u, &, 2)x + d(u, &, ) (39)

Premultiplicando ambas por A, para conseguir dejar soloa z se obtiene:

ApAS'E = Ng[A(u, 8)AF'Z — OA;'STHt)CTCAS'T + A(u, &, 7)x + ¢lu, 2, 7))

i = DApAu, )A;'T — DgBA,' ST (1)CTCAS'T + Ag[A(u, 7, 2)x + o(u, &, 7))
i=0A(u, )% — 0S'CTCE + Ag|A(u, 7, )z + (u, 7, 7)]
i=0[A(u,z) — STICTC)T 4 Ag[A(u, &, 2)x + ¢(u, &, )] (40)

Se propone la siguiente funcion cuadratica de Lyapunov:
V(z.t) =% ST (41)

Se obtiene su derivada :

V(z,t) = 23785+ 7S (42)

V(z,t) = 22" S{0[A(u, 7) — S 'CTC)E + Ag[A(u, &, x)x + ¢(u, &, )]}
+27{0(=S — A(u,3)"S — SA(u, &) + C°C)}x

V(z,t) =227 S0A(u, #)z — 2278081 CTCE — 27085 — 70 A(u, #)T Sz
~7T05 A(u, #)7 + T 0CTCF + 257 SA¢[A(u, &, 7)x + d(u, &, )]

V(z,t) = 22T SOA(u, )% — 257 SOA(u, #)F — 2270CTCT + 7 0CTCT — 057 ST
+ 25T SAG[A(u, &, 2)x + ¢(u, 7, )]

V(z,t) = —027CTCz — 027 ST + 22T SAg[A(u, &, 2)x + d(u, &, x)] — 22T SA (43)
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Procediendo como [21], se tiene:

= \# T q
|| 2."!_'."1-3&9_"1(11._ .’i', T:I.I" || < 2‘\/_ Eq) f:lL iTmar

|| ZTTS‘&Q [:u ? -r I || < 21,.’ leﬂ-:lp (_ T]LA-rrnﬂa (44)

TIULT q
| 227 S g (u, 3,2) || < Qfﬁ

.t
'V/_:r:ri,‘.m(g:l ( )
n=T T - ﬂ‘;\n:m.::re ri—
| 227 SAgp(u, 2, z) || < 24/a(0) 5 nLé'r’ (z,t) (45)

Basado en la suposicion se procede a obtener [22], quedando:

| 227 SA, ||< —\/)\ WV (z (46)

Sustituyendo (44), (45) y (46) en (43)

ey — i = ol n)\,,m.e r— ol rH)‘Ln:um‘j i —
V(z,t) < —0V(z,t) + 2\/ ég) —V(Z,t) L 12 mae +2\/ (_ )\/ L;V(z,t)

dy 62 Ao
. - g )\rnﬁ,:r - Fi—
V(z.t) < —0 -2\/”( :'\/” S(Larw+1L;) | V(1) (47)
62 do
Dividiendo ambas partes entre /V (z,t) y se obtiene:
d — , a(f) \/ N\ max€ —
—/Vi(z,t) < — - /G "z, t
o Viz,t)<# (1 2\/ 0 5 (Lzzar + Lw) V(z,t) (48)
Considerando limg_,. %% = 0
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Reescribiendo se tiene:

L VG < —op/ V(@D (49)

dt
- ¢ & (9 ) n )" max €
. (1—21,/ Oy (Lgxmﬂ-g) (50)

donde :
Usando el lemma de comparacion se obtiene:

VV(E.1) < e \/V (T(0)) (1)

Para obtener el error de observacion es necesario regresar a =, por lo tanto

’\m(u.' (’S)

- .\—ﬂ'&'gﬁ F=
I z(®) < i (9) € | Z(0) | (52)
Sustituyendo Auin(S):
| 2(2) 1< ¢/ a(@)e ™ || 2(0) || (53)

Donde ¢ =/ % Por lo tanto el error de estimacion z(t) = Az desde

= = g—1 - .
lz@) [[<flz] <6z ”, se obtiene:

| #(t) || < 67" (Cv ﬂ(ﬁ)ﬁ'&"‘"’) I 2(0) || +6°7

I &0) 1| < 7| S et | 50 | (54)
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Capitulo 2. Marco teérico (Antecedentes)

Sistemas osciladores Caodticos Utilizados

En los 60’s, Edward Lorenz desarroll6 un modelo matematico del clima, el cual
consiste en un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden [8,
9]. Este sistema presenta un comportamiento oscilatorio no-lineal, es decir, un
comportamiento caotico determinista. Con base en este sistema, surgen otros
osciladores cadticos, como lo son los osciladores de Rossler, Lu, Genesio Tesi. A
continuacion, se detallan estos osciladores caodticos clasicos. Considerando los
sistemas no lineales como:

T =Ar+Bu+d

y =Cx (59)

Sistema dinamico no lineal de Edward Lorenz

Este sistema fue encontrado por E. Lorenz en el afio 1963, el objetivo que Lorenz
tenia, era el de, mediante este sistema, poder predecir el clima. Los resultados no
fueron “éptimos para estos fines, sin embargo, su estudio aporto mucha informacion
a la matematica, ya que fue el primer sistema tridimensional autbnomo en el cual se
encontré un atractor caético, conocido como “La Mariposa de Lorenz”. El sistema
de Lorenz esta dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

#1 = o(xy — 1)
Ty =TI —I2— 173 oo

tq = 120 — bxg

Los valores constantes son: o = 16, r=45.6, b=4.
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Capitulo 2. Marco teérico (Antecedentes)

Para la observacion del sistema se utilizara un software de simulacion para el cual
necesitamos representar el sistema de ecuaciones diferenciales a su forma matricial

0 espacio de estados el cual es el siguiente:

—c o 0 00 .
A=} r -1 0 B=|1 10 folz) = |: T';"I]
0 0 —b 01 T

s A ¢ R™" es la matriz de estados.

» B € R"*? es la matriz de entradas de control.
Y ademas tomando en cuenta que el sistema de Lorenz es de la forma:

i = Ar+ Bfo(zx) (57)

Utilizando el software Simulink en MATLAB podemos apreciar la simulacion de este
sistema cadtico. En la figura 5 se muestra dicho comportamiento por secciones,

observando el sistema desde el plano XY, XZ y YZ respectivamente.

(a) Plano XY (b) Plano XZ (¢) Plano YZ

Figura 5: Comportamiento de sistema cadtico de Lorenz por planos
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Capitulo 2. Marco teérico (Antecedentes)

Con ayuda de MATLAB es posible graficar como se comporta este sistema tomando
en cuenta los 3 estados del mismo a la vez, el cual se observa en la figura 6 ,
obteniendo como resultado el Fractal de Lorenz, uno de los mas sorprendentes por
su peculiar patrén, haciendo referencia al ’/EFECTO MARIPOSA”

-30

40 -30

Figura 6: Fractal de Lorenz

Sistema dinamico no lineal de Rossler

El sistema de Rossler estda dado por el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales:

.‘i:l = —(.‘J‘TQ + .1'33)
To =T — ATy (58)
I3 =b+ z3(zy — ¢)+mas

Tomando en cuenta las constantes con un valor de: a=0.398, b=2, c=4. Y donde
m(t) = 0,5sign(sin(0,2t)) es la funcion del mensaje que se deseara estimar, pero para

la simulacion del sistema caoético no se tomara en cuenta.
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Capitulo 2. Marco teérico (Antecedentes)

Este sistema se representa en su forma de espacio de estados como:

0 -1 -1 0
A=1|1 a 0 B=10 fo(x) =b+ xi25
0 0 —c 1

m A € R"*" es la matriz de estados.

m B R"*P gs la matriz de entradas de control.

El sistema de Rossler es de la forma:

& = Ax+ Bfo(x) (99)

Tomando en cuenta los parametros dados para su simulacion, obtendremos el

comportamiento del sistema de Réssler como se muestra en la figura 7.

b &b A 4L N 4 o . N ow

&

(a) Plano XY (b) Plano XZ (c) Plano YZ

Figura 7: Comportamiento de sistema caético de Rdssler por planos
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Utilizando MATLAB podemos observar el comportamiento de este sistema desde
diferentes perspectivas como se muestra en la figura 7. Cabe recalcar que con los
valores tomados en cuenta el sistema se muestra bastante pequefio con una escala
inferior a 10 en los tres ejes del espacio, a diferencia de otros sistemas cauticos que
con constantes semejantes alcanzan valores superiores a cincuenta en sus tres ejes
del espacio, (X, y, z). Considerando los tres estados de este sistema podemos
observar el Fractal que genera el sistema de Rossler de acuerdo a los parametros
establecidos, en la figura 8, el cual describe el patron que sigue este sistema

caotico.

Figura 8: Fractal de Rossler
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Sistema dinamico no lineal Genesio-Tesi

Este sistema dinamico no lineal esta representado por el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales:

.']",'1 = T3
.'i‘g = I3 (60)
i3 = —[e+my(t)|z; — by — axs + ;r:%

Los valores de las constantes son: a=1, b=3.03, c=5.5 y ademas consideramos el
mensaje como m = 0,05sign(sen(0,05(t))). Este sistema se representa en su forma
de variables de estados como: : :

1 (

A=| o 0 1| ¢=1]0
—(c+m) —b —a x?

Tomando en cuenta de que este sistema es de la forma:
T =Ax+0¢ (61)
Considerando los parametros mencionados podemos observar el comportamiento

por secciones de este sistema, el cual se muestra en la figura 9, donde se puede
observar que se limita a valores inferiores a quince, pero recordando que esto es
debido al tiempo de la simulacién y los valores de las constantes también influyen,
lo que permanece es el patréon que sigue. Para este sistema se considera el mensaje
m ya que se utiliza en la matriz A y no tenemos una matriz B pero tomaremos en
cuenta otra representacion matricial del sistema utilizando ¢ para observar su

comportamiento utilizando Simulink en MATLAB.

(a) Plano XY (b) Plano XZ (c¢) Plano YZ

Figura 9: Comportamiento de sistema caotico de Genesio por planos
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Capitulo 2. Marco teérico (Antecedentes)

En la figura 10 podemos ver el Fractal de Gnesio, el cual describe como es su patrén

con respecto al tiempo.

-2

Figura 10: Fractal de Genesio

Sistema dinamico no lineal de Lu

El conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias que representan el sistema de

Lu es el siguiente:

1 = alxy — xl)

o =bry — k1 X3+ 14 (62)
i3 = —cws+ hai

T4 = —dry
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El valor de las constantes es: a=10, b=40, c=2.5, k=1, h=4 y considerando el
mensaje como d=10.5. Y teniendo en cuenta el sistema matricial de este como:

—a a 0 0 0

b0 0 1 | —kzixs
A= 0 0 — 0 B = ha?

—d 0 0 0 0

s A € R**" es |a matriz de estados.

m B € R"*P es la matriz de entradas de control.

Para este sistema tendremos la forma:

T =Ax+ B
(63)
Tomando en cuenta los pardmetros dados podemos observar como se comporta
este sistema en la figura 11, donde cada color representa un estado de los cuatro

gue tiene este sistema respectivamente.

Figura 11: Comportamiento de sistema cadtico de Lu por estados
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Capitulo 2. Marco teérico (Antecedentes)

Para observar el Fractal de este sistema tendremos que considerar solo tres
estados a la vez de los cuatro que tiene y de esta forma alternar entre todos para
tener una idea de cdmo es el patron de este sistema. En la figura 12 se muestra el
Fractal de Lu considerando x1, x2 y x3 para obtener su simulacion en MATLAB y
observar como es su patron.

.30 .25 -20

Figura 12: Fractal de Lu, vista A

De esta misma manera se tiene en la figura 13 el mismo Fractal de Lu, pero
considerando el orden x1, x4, x3 para su simulacién y observar su patrén, siguiendo
el mismo método se pueden obtener varios patrones de fractales para este sistema
y con un posicionamiento diferente.

Figura 13: Fractal de Lu, vistaB
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Capitulo 3

Planteamiento del problema

Identificacion.

En el escenario donde existe un sistema maestro (controlador) y un sistema
esclavo (respuesta) existen diversas propuestas para llevar a cabo la
sincronizacion. Es posible disefiar estructuras de observadores capaces de
estimar los estados del sistema y estimar el parametro ya sea variable o
constante en el tiempo en presencia de incertidumbres en sistemas no

lineales sin importar la posicién del parametro desconocido.

Justificacion.

La teoria del caos es un tema ampliamente estudiado por especialistas en
el campo de control del caos. Este campo cuenta con un “area de
investigacion que es la sincronizacién de caos, en la cual se centra este
proyecto de investigacion. En los “Gltimos afios, la sincronizacién caética se
ha vuelto objeto de estudio debido a sus aplicaciones en disciplinas como las
comunicaciones seguras, procesamiento de sefiales, reacciones quimicas,
convertidores de potencia, Aero espacio, sistemas de satélites y sistemas
bioldgicos [4, 5]. La sincronizacion cadtica consiste en hacer coincidir y
converger en la misma trayectoria varios sistemas caoticos después de un
tiempo suficiente [6]. De forma general la sincronizacion cadtica utilizada en
las comunicaciones se puede explicar de la siguiente manera; Primero, existe
un transmisor que cifra la informacién mediante un sistema cadtico. Después,
la informacion cifrada es enviada a través de un canal para ser recibida por
un receptor, el cual utiliza la sincronizacion para recuperar el mensaje original

de la informacion cifrada.
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Restricciones y Alcances.

e Se analizaran algunos de los sistemas cadticos mas conocidos.

» Se consideraran pardmetros en sus condiciones ideales para observar como es
su cambio en el tiempo.

» Simulacién de los sistemas no lineales utilizando el software Multisim en Matlab.

* Se desarrollardan observadores establecidos a cada uno de los sistemas
dinAmicos.
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Capitulo 4
Objetivos

Objetivos generales.

Estudiar y aplicar diferentes estrategias de control y observacion para la

sincronizacion de sistemas dinamicos que presentan comportamientos caoéticos

Objetivos especificos.

= Identificar y obtener la simulacién del comportamiento de algunos
sistemas caoticos.

= Aplicar diferentes tipos de observadores para el diagnéstico de los
sistemas caoticos.

= Disefio de observadores.
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Capitulo 5

Metodologia

La presente investigacion se llevd a cabo durante un verano de investigacion
cientifica y tecnologica impartido por el TecNM campus CENIDET (Centro Nacional

de Investigacion y Desarrollo Tecnolégico), Cuernavaca, Morelos.

Estimacion utilizando observadores Lipschitz

Para la implementacion de un observador Lipschitz a los sistemas caolticos se
requiere un célculo especifico y considerar pardmetros de los sistemas tales como

los que se muestran a continuacion:

Implementacion de Observador Lipschitz al Sistema Cadtico de Lorenz

Para el sistema de Lorenz se pusieron a prueba varios tipos de observadores, pero
se escogié uno de tipo Lipschitz, ya que fue el mas adecuado para este sistema
caotico. Para comenzar, es necesario contar con la matriz A, B y una tercer matriz

C del sistema original, asi como el valor de las contantes que representa:

Donde: o = 16, r=45.6, b=4.

-0 o 0 0 0 P
A=1r -1 0| B=[10f C=[1 0 0] .f‘r:'{;l'):{.I.',ll,'ﬂ
0 0 —b 0 1 T

Y de acuerdo con el andlisis de estabilidad de este observador, (57), ahora se

convierte en:

& = Ax+ Bfo(z)+ L(Cy — Cx) (64)
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Capitulo. 5 Metodologia.

En la siguiente figura 14, se muestra un script en MATLAB para el célculo de L para
este tipo de observadores, especificando que el codigo que se muestra es para el

sistema de Lorenz.

[ untitiea*

EDITOR

Al

id [) lﬁ} 2] Run Section JJ,P

£
Fil NAVIGATE EDIT Breakpoints Run Run and I5¢ Advance Run and
b v Advance Time
v v -
| BREAKPOINTS RUN -
1 ¥% Calculo de la IMI de un observador Lipschitz O
2 %% SISTEMA LORENZ
3 sigma=16;
4 r=45.6;
5 b=4;
(3 A=[-sigma sigma O0;
7 r -1 0;
8 0 0 -bl;
9 c=[{1 0 0]
10
11 [n,m)l=size(A); %filas en n y columnas en m
12 [p,al=size(C); %filas en p y columnas en g
13 In=eye (n); Imatriz identidad
14 Q=sdpvar(n,n, 'symmetric');
135 G=sdpvar(n,p, 'full');
16
17 gamma=3.35; %Lorenz
18 epsilon=1.1;
19
20 Lambda=A"'*Q+Q*A-G*C-C'*G'+gamma“*2*epsilon*In; % M=(1,1)
21 LMI=[Lambda Q:
22 Q -epsilon*In]);
23
24 desl=Q;
25 des2=1MI;
26 prob=[desl>0;des2<0]);
27 options=sdpsettings('solver', 'valmip');
28 diag=solvesdp (prob):
29 Qp=double (Q) ;
30 Gg=double (G);
31
32 L=inv(Qp) *Gg;

Figura 14: Codigo en MATLAB del céalculo de L para el sistema de Lorenz
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Implementacion de Observador Lipschitz al Sistema Cadtico de Lu

Para este sistema, se utilizd, al igual que en el ejemplo pasado, un observador
Lipschitz ya que resulto ser el mas adecuado y el que estimaba mejor a este sistema

caodtico. Por lo tanto, para llevar a cabo su implementacion se requiere:

—a a 0 0 0
(b 0 0 1 | —kxyizs _
A= 0 0 — 0 B= hzx? C= [” 00 l}
—d 0 0 0 0
Y donde ahora (63), se convierte en:
& =Ax+ B+ L(Cy—Cx) (65)

INSTITUTO TECNOLOGICO SUPERIOR DEL SUR DE GUANAJUATO 32



Capitulo. 5 Metodologia.

Igualmente, para este ejemplo se realizara un calculo de L, el cual se realiz6 en un

script en MATLAB mostrado en la figura 15.

d

EDITOR VIEW

— J-
Le_‘_’} E}Run Section 'U)

i3 b
FILE NAVIGATE EDIT Breakpoints Run  Runand IZ Advance Run and
b v Advance Time

v v -

BREAKPOINTS RUN =
1 %% Calculo de la ILMI de un observador Lipschitz P
2 ¥% SISTEMA LU
3 a=10;
4 b=40;
5 c=2.5;
€ d=10.5;
7 k=1;
8 h=4;
9 A=[ -a a 0 0;
10 b 0 i W
11 0 0 -c 0;
12 -d 0 0 0]1:
13 C=[{0 0 0 1];
14 [n,m)}=size(A); %filas en n y columnas en m
15 [p,g)l=size(C); %filas en p y columnas en g
ié In=eye(n); %matriz identidad
17 Q=sdpvar (n,n, 'symmetric');
18 G=sdpvar (n,p, 'full');
19 gamma=11.84; %Lu
20 epsilon=1.1;
21 Lambda=A"'*Q+Q*A-G*C-C'*G'+gamma~2*epsilon*In; % M=(1,1)
22 LMI=[Lambda Q:
23 Q -epsilon*In];
24
25 desl=Q;
26 des2=LMI;
27 prob=[des1>0;des2<0];
28 options=sdpsettings('solver’', 'valmip');
29 diag=solvesdp (prob) ;
30 Qp=double (Q) ;
31 Gg=double (G) ;
32
33 L=1inv (Qp) *Gg; —

UTF-8 script ln 2 Col 1

Figura 15: Codigo en MATLAB del célculo de L para el sistema de Lu
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Estimacidn utilizando observadores de alta ganancia Besancon

Para la implementacion de este tipo de observadores, se tomd en cuenta el sistema
de Genesio ya que fue con el que se comporté mejor a la hora de la estimacion de

los estados, asi como la sincronizacion y en este caso se logra estimar un mensaje.

Los parametros necesarios para llevar a cabo este tipo de observador son los
siguientes. Primero que todo el observador se comporta de la forma:

j =a+ 50 (66)

En donde se establece que ¢ = m yademas 1y seraigual ala ecuacion donde

se encuentra el mensaje.

Por tanto, reescribiendo el sistema (39), como; Z1 = @1, 22 = @2 § = I3 tenemos:

-~ —

21 =2
2 =23 (67)
U3 = —[e+mi(t)]z1 — bze — azz + 2§

De este nuevo sistema se obtiene el siguiente vector:

2=

Recordando que ¢ = m, y si:

_ : 2
U3 = —le+my(t)]zy — bz —az +
a=—cz —bzy —ay+ ::"12
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De esta manera se colocara dentro de la funcion del observador en el ambiente de

Simulink, quedando como lo muestra la figura 16.

z .
Moo T = —C°F
o 3 H [ Find Files <a Insert =1 fx E;——_J

Compare ¥ &4 GoTov Comment % g «J

New Open Save Breakpoints RUN  SIMULINK

v v v  #4Print ¥ \{ Find ¥ Indent |7 | wi |ie v
FILE NAVIGATE EDIT BREAKPOINTS v

1 function [Zpto,¥pto,Thpteo] = ObservadorGenesio(z,thetahat,]j,y,t) b ||
2
== a=1;
4 - b=3.03;
5— c=5.5;
€
= zl=z(1):
8 — z2=z(2):
9 %23=z(3):

10

ilill= ky=3;

12 = kt=15;

13

14 - Alpha=-c*zl-b*z2-a*y+z1°2;

15 — Beta=-z1;

16 — Zpto=[22;

17 vl:

18 - Ypto=Alpha+Beta*thetahat-ky* (y-j):

19

|20 - Thpto=-kt*Beta'* (y-j);

|22

22

ObservadorGenesio Ln 2 Col 2

Figura 16: Function del observador de Besancon en Simulink

Estimacion utilizando observadores de estado extendido

Para la implementaciéon del “ultimo observador visto durante este verano de
investigacion, se tiene el de tipo estado extendido que se implementé en esta

ocasion al sistema caodtico de Roéssler ya que congenid bastante bien con este.

Primero que todo este observador se comporta de la forma:

2(t) = A(u(t), z(t)x(t) + ¢o(u(l), (1))
y(t) =Cxz(t) (68)
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Donde ahora este observador dependera de los estados y de la matriz de entrada y
por lo tanto serd menos restrictivo. Cumpliendo con la triangularidad de acuerdo a

su andlisis de estabilidad se tiene la forma:
&= Au, 2)& + ¢(u, &) — 0A;'SICT(CE — y) (69)

Dado el sistema caotico de Réssler como 60, se reescribe agregando un estado
mas, el cual pertenece al mensaje que se intenta estimar, por lo tanto, m = x4 = z4.
Y para la descripcion del sistema se considera z1 = x2, z2 = x1, z3 = x3 quedando

ahora el sistema como:

:,:"1 = zo +azn
:; i ;_('_“l:(‘:;ii)_ ¢) + 2423 (70)
zs =10
Por lo tanto, la matriz Ay el vector ¢ ahora quedaran como:
[:l l 0 0 1z
4=l00 0 a| #[beae-g
00 0 0 0
En el caso de este observador también se tendra:
F=A(2): 4 6(3) — 08,1510 (2 — ) (71)
S=0—STA-ATS+CTC - 8) (72)
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Contando con nuestro nuevo sistema reescrito, ahora se lleva a cabo la simulacion
en MATLAB, en la figura 17, se muestra como queda la funcion del observador en

el ambiente de Simulink.

° |
B - CEmmecTEmEion -

= =3 u L) Find Files - El
New Open Save Compare ¥ | ] GoTo~ EDIT  Breakpoints RUN  SIMULINK
- - * = Print = i Find -
- - -
FILE MNAVIGATE BREAKPOIMTS
1 function [Zpto,Sptol = ObservadorRossler(z,S,y,t) ™|
2 = a=0,388;
2= b=2;
4 - c=
5] zl=z(1):
6 — z2=z (2);
= z3=z(3);
g — z4=z (4) :
=If= R=[0 1 0O 0O;:
10 00-1 0;
11 a0 0 =z3;
12 00 0 0];
13
14 = phi=|[ a*zl;
15 =z1;
16 btz3* (z2-c):
17 0]:
i8 - Pei=[0;
19 0;
20 z3]:
21 tparametros de ajuste
22 — theta=9;
23 - DTH=[1 0 O 0;:
24 0 1/theta 0 0;
25 0 0 1/theta~2 0;
26 000 1/theta~3];
27
28 = c=[1 0 0 0]:
29
30— Zpto=A*z+phi-theta*inv (DTH) *inv(S) *C** (zl-v¥);
31 - Spto=theta* (-S-A"*3-5%R+2"%C) ;
39

ObservadorRossler Ln 1 Col 51

Figura 17: Funcion del observador de Estado Extendido en Simulink

Una vez hecho los célculos para la implementacion de cada uno de los
observadores a cada uno de los sistemas calticos con los que se trabajo, se
presentan mas adelante los resultados, donde se apreciara la estimacion de

parametros que estos ofrecen, asi como la estimacion de algunos mensajes.
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Capitulo 6

Resultados

Se presenta una serie de resultados de simulacion para comparar nuestro enfoque
contra la sincronizacion clasica basada en observadores disefiados (con rechazo
de perturbaciones) para la comparacion con la metodologia clasica basada
recientemente en varios trabajos [10, 11]. Aqui se logra ver de una forma mas clara,
por medio de diagramas de bloques y graficas, como es en esencia la

implementacion de un observador hacia un sistema.

Sincronizacién de Sistema Caodtico de Lorenz

En las figuras 18, 19 y 20, se logran apreciar los estados del sistema original en
color negro y el tipo de observador aplicado a este sistema en color azul y
seccionado para hacer la imagen mas entendible, de esta manera se logra apreciar
la estimacién del observador para cada uno de los estados que es de manera muy
rapida ya que desde que inicia el sistema original, el observador responde en
decimas de segundos para replicar el sistema original y de esta manera lograr la

estimaciéon de cada uno de los estados.

30 —I]

- By
20
10
0
A
-20
0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 18:Estimacion de estado UNO
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0 (] 2 J 4 5 6 7

Figura 19: Estimacion de estado DOS

80|
70|
60|
50

40|

30

20|
TOJ
0
0 1 2 3 4 5 6 7
Figura 20: Estimacion de estado TRES
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Con cada uno de los estados estimados de manera correcta se lleva a cabo la
estimacion del sistema original, en este caso el sistema caotico de Lorenz, dando
como resultado un sistema donde se tendra un MAESTRO que sera el sistema
original y un ESCLAVO el cual es el observador implementado que seguira la
trayectoria del sistema original. En la figura 21 se logra observar la sincronizacion
del sistema observando al ESCLAVO (en color azul con linea seccionada) y al

MAESTRO (en color negro con linea continua).

100

—Maestro

80 - -Esclavo

60
40 —

20

Figura 21: Sincronizacién del Sistema Cadtico de Lorenz con un Observador Lipschitz

En la figura 22 se presenta el diagrama de bloques en el ambiente de Simulink en
MATLAB en donde se expresan las conexiones correspondientes para llevar a cabo
la implementacion del observador hacia el sistema, asi como las herramientas

utilizadas.
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Figura 22:Diagrama de bloques Sistema Original — Observador
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Continuando con la estimacion de los estados, en las figuras 23, 24, 25 y 26, se

muestra la sincronizacién de cada uno de los cuatro estados del sistema, teniendo

en color negro la representacion del estado del sistema y en color morado y con

linea punteada la representacion del estado estimado, cabe resaltar que el

observador implementado a este sistema es demasiado preciso ya que al instante

en que inicia el sistema original, inicia también el observador replicando la

trayectoria en cada uno de los estados respectivamente.
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15

_Il
10| n e ﬁl'

S | 1 2 3 4 5 6 7
Figura 23: Estimacion de estado UNO
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Figura 24: Estimacion de estado DOS
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120
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Figura 25. Estimacién de estado TRES

0 1 2 3 4 5 6 7
Figura 26: Estimacion de estado CUATRO
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Una vez que se logra obtener la estimacion de los estados, se puede observar la
sincronizacion del sistema. Recordando que este sistema es de cuatro estados, en
la figura 27, se muestra en el inciso a) una forma de representar la sincronizacion
de este sistema tomando en cuenta los estados utilizados para su simulacién asi
como su orden, de la misma manera, asi, en la figura 28 en el inciso b) se tiene la
vista de otro fractal de Lu, que es parte de la misma sincronizacion del sistema
cadtico de Lu con el que estamos trabajando, pero considerando un cambio a sus
estados al anterior mencionado, para los dos incisos se tiene un sistema de
MAESTRO-ESCLAVO, el cual el Maestro representa el sistema original y en color
negro con linea continua; el Esclavo representa el observador implementado a este
sistema de color morado y con linea punteada para una mejor apreciacion de la

sincronizacion.

150 -
100 | —Maestro
- 'Esclavo

50 |

0 1

60 »

40 ~. 20
20 < 10
' : 0
e :
= -10
-20 .20
-40  -30

Figura 27: (a) Considerando el orden de estados x1, x2, x3
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Figura 29: (b) Considerando el orden de estados x1, x4, x3

En la figura 29 se pueden observar las conexiones y herramientas utilizadas para
formar el diagrama de bloques en el ambiente de Simulink en MATLAB para este
sistema.
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Figura 28: Diagrama de bloques Sistema Original — Observador
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Capitulo 7

Analisis de Resultados

Sincronizacion y estimacion de mensaje de Sistema Cadtico de Rossler

Sincronizacion

Para este sistema se muestra en las figuras 30, 31y 32, la estimacion de los estados
donde se logra apreciar que el observador implementado a este, al iniciar le toma
unos instantes en seguir la trayectoria del sistema original, pero cabe recalcar que
la estimacion es muy buena. En mencionadas figuras se tienen los estados
representados por una linea continua color negro y los estados estimados son

representados por la linea segmentada en color rojo.

0 5 10 15 20 25

Figura 30: Estimacion de estado UNO
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Figura 31: Estimacion de estado DOS
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Figura 32: Estimacion de estado TRES
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Figura 33: Sincronizacién del Sistema Cadtico de Rdssler con un Observador de Estado Extendido

Capitulo 7. Analisis de resultados.

En la figura 32, se ve mas claro como en este estado, el observador tiene un estado
de milésimas de segundos para la estimacion de x3, si bien no afecta a la
sincronizacion del sistema, también se muestra como este estado tres no pasa por
debajo de cero, que corresponde con una de las caracteristicas que requiere el
observador de Estado Extendido para ser implementado. Al tener los estados
estimados correctamente es posible simular la sincronizacion del sistema caoético
como se muestra en la figura 33, donde se aprecia el pequefio retardo, que “el se
milésimas de segundos, del observador hacia el sistema original. De igual forma
gue en los ejemplos pasados se tiene un sistema de MAESTRO-ESCLAVO donde
el Maestro (en color negro con linea continua) representa el sistema cadtico de
Rossler y el Esclavo (en color rojo y con linea segmentada) representa el
observador implementado, se aprecia una muy buena sincronizacién del observador

con el sistema.

- Maestro
- ‘Esclavo
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A continuacion, en la figura 34, se muestran las conexiones correspondientes y las
herramientas utilizadas para su diagrama de bloques en el ambiente de Simulink en
MATLAB, para llevar a cabo su posible simulacién. Para este sistema, como ya
vimos anteriormente, se implementé un cambio de estados, por lo que en el
diagrama es posible notar que nuestra entrada y del observador correspondera
ahora al estado dos x2 del sistema original. Por lo tanto, debido a este cambio de
estados, para observar la estimacion del estado UNO, se compara x1 con X"2 y para
obtener la estimacion del estado DOS; se compara x2 con “x1, para la estimacién

del estado TRES se comparan de manera normal; x3 con "x3.

J Grafica del
o Xpilo |- i w » D sistena original
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Figura 34: Diagrama de bloques Sistema Original — Observador
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Estimacion de mensaje m

Para este ejemplo, en el sistema de Roéssler se considera un mensaje m que
representa una funcibn mencionada anteriormente, donde por medio de la
implementacion de este observador, se logra estimar el mensaje que tiene este
sistema. En la figura 35, se presenta la estimacion del mensaje m, representada en
color azul, y en color amarillo pertenece a el mensaje m, se obtiene un observador
muy preciso ya que estima muy bien la forma escalonada de este mensaje, la
finalidad de esto es que, si en un intervalo de tiempo, m llega a perder un segmento
y continua, por medio del observador se conocera esa pérdida de trayectoria, que
dicho en otras palabras pertenece a una informacién, ya que la forma en que
funciona el observador es que una vez que comienza, este va prediciendo el sistema

original.

10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura 35: Estimacion del mensaje m con Observador de Estado Extendido
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Sincronizacion y estimacion de mensaje de Sistema Cadtico de Genesio-Tesi

Sincronizacion

Para la sincronizacién de este sistema se presenta en las figuras 36, 37 y 38, la
estimacion de cada uno de los estados respectivamente. Se representa en los tres
estados del sistema a la estimacion de cada uno de estos en color verde con linea
punteada y en color negro con linea continua se tiene la representacion de cada
uno de los tres estados que pertenecen al sistema. En este ejemplo, el observador
aplicado a este sistema fue de tipo alta ganancia de Besancon, el cual muestra un
ligero retardo en la sincronizacion de algunos de sus estados, para ser mas preciso,
en las figuras 36 y 37, se aprecia mas claramente este retardo al iniciar,

aproximadamente de cinco segundos, después se logra simultanear con el sistema

original y se mantiene, lo cual es indispensable para la estimacion del mensaje.

o) 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 36: Estimacion de estado UNO
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J

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 37: Estimacion de estado DOS

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 38: Estimacion de estado TRES
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Una vez estimados nuestros estados se tiene la sincronizacion del sistema
completo, la cual se presenta en la siguiente figura 39, en la cual se muestra un
sistema de MAESTRO-ESCLAVO, donde el Maestro (linea continua de color negro)
es representado por el sistema original y el Esclavo (linea segmentada de color
verde), que seguira la trayectoria del Maestro, es representado por el observador
implementado al sistema. En mencionada figura se logra ver el retardo que
presentaban las estimaciones de los estados en las figuras 36 y 37, pero aun asi se

logra obtener la sincronizacion de manera exitosa.

15 - — Maestro
Esclavo

10 -

Figura 39: Sincronizacion del Sistema Cadtico de Genesio con un Observador de Alta Ganancia de
Besancon
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A continuacion, para este sistema se tiene su diagrama de bloques en la figura 40,

en el ambiente de Simulink en MATLAB, en donde se aprecian las conexiones

necesarias, asi como las herramientas utilizadas para llevar a cabo la correcta

implementacion del observador de alta ganancia al sistema cadtico mostrado.

Donde se resalta que la estimacion para el estado tres este dado por ¥ y para
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Entrada del

Xplo

GenesioDscillator

m

h

ta | =

O

Grafica del
sistema original

(-

-

21

2

n3

—— ] thatahat

ObservadorGenesio

Zpto

Yito

Thpta

o | =

—»

— ]

h

™

Grafica de
Estimacian
del MENSAJE

w1est

h 4

w3est

INSTITUTO TECNOLOGICO SUPERIOR DEL SUR DE GUANAJUATO

Figura 40: Diagrama de bloques Sistema Original — Observador

54

Grafica de
Estimacion
Estado UND

Grafica de
Estimacion
Estado DOS

Grifica de
Estimagion
Estado TRES



Capitulo 7. Analisis de resultados.

Estimacion de mensaje m Para finalizar el presente reporte, se tiene la estimacion
de un mensaje, ahora con un observador de alta ganancia implementado al sistema
cadtico de Genesio. En la figura 41, se muestra como es la estimacion de este
mensaje en color azul y en color amarillo el comportamiento escalonado del
mensaje, se aprecia como al principio para este ejemplo al observador le cuesta un
poco la estimacion, esto debido a que en algunos estados (figuras 36 y 37), se
alcanza a notar como en la estimacién de los mismos existe un pequefio retardo,
esto llega a influir a la hora de la estimacién del mensaje, en la figura mencionada
se nota como el observador oscila demasiado durante los primeros cincuenta
segundos del tiempo de simulacion, después observamos como se estabiliza y
estima de una buena manera a m en el transcurso del tiempo. En esencia, con la
implementacion de este observador hacia este sistema, es posible recuperar alguna

parte del mensaje en caso de que tenga perdida de informacion.

50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 41: Estimacion del mensaje m con de Alta Ganancia Besancon
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Capitulo 8

Conclusiones y trabajo a futuro

En este trabajo se abord6 el andlisis del comportamiento de algunos sistemas
cadticos, asi como la implementacion de diferentes tipos de observadores hacia
este tipo de sistemas no lineales. El principal enfoque fue comprender como
funcionan estos observadores y sus principales funciones, entre las cuales este
reporte se enfocé en la estimacion de mensajes, ya que con esto es posible
recuperar informacion en el envio y recepcion si esta llegara a tener alguna pérdida.
Se logro la sincronizacion de los sistemas caoticos con algunos de los observadores
vistos y se adaptaron para cada uno de estos sistemas ya que cada uno es diferente,
aun asi, se logré obtener un observador para cada sistema caético. Una vez que se
consigue la sincronizacion de estos sistemas cadticos, se tiene la estimacion de
pardmetros que manejan estos, de esta forma se puede tener una prediccion de los
sistemas originales y en esta ocasion a lo que se le dio enfoque fue a la estimacion
de mensajes en algunos de los sistemas cadticos vistos durante el verano de
investigacion. Durante el verano se logra obtener nuevas herramientas que
favorecen al desarrollo tanto personal como profesionalmente ya que se manejaron
softwares que son importante para el desarrollo tecnol6gico, asi como también se

tocaron temas que contribuyen al mismo.

Referente a los resultados obtenidos, la investigacién aborda resultados positivos,
mostrando por medio de dos ejemplos como es posible la sincronizacion del
observador con el sistema original en este caso mandando un mensaje de O y 1,

representado de manera escalonada en el software Simulink.
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Para lograr la comprobacion de esta sincronizacion entre el observador y el sistema
con mensaje, en los resultados del primer ejemplo, se muestran primero la
sincronizacion con cada uno de los estados por separados del sistema para
enseguida presentar el como es que queda la estimacion del mensaje la cual es

muy exacta.

En el segundo ejemplo, al igual que en el primero, se muestra la estimacion de los
estados del sistema de manera individualmente donde en esta ocasion se muestra
un pequenio retardo al principio de la estimacion, el cual repercutira en los resultados

de la estimacion del mensaje con ese observador para ese sistema.

En cuanto al trabajo a futuro, el estudio de los observadores es aplicable en casi

cualquier area, especialmente en control automético y deteccion de fallas.

Hablando personalmente el trabajo de investigacién presentado desperté mi interés
por adentrarme a la investigacion de algun otro proyecto relacionado con mi carrera

y continuar creciendo tanto personal como profesionalmente.
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MATLAB

Es un sistema de cOmputo numérico que ofrece un entorno de desarrollo integrado
(IDE) con un lenguaje de programacion propio (lenguaje M). Esté disponible para
las plataformas Unix, Windows, macOS y GNU/Linux.

Entre sus prestaciones basicas se hallan la manipulacion de matrices, la
representacion de datos y funciones, la implementacion de algoritmos, la creacion
de interfaces de usuario (GUI) y la comunicacién con programas en otros lenguajes
y con otros dispositivos hardware. El paguete MATLAB dispone de dos herramientas
adicionales que expanden sus prestaciones, a saber, Simulink (plataforma de
simulaciéon multidominio) y GUIDE (editor de interfaces de usuario - GUI). Ademas,
se pueden ampliar las capacidades de MATLAB con las cajas de herramientas
(toolboxes); y las de Simulink con los paquetes de bloques (blocksets).

Es un software muy usado en universidades y centros de investigacion y desarrollo.
En los ultimos afios ha aumentado el nimero de prestaciones, como la de
programar directamente procesadores digitales de sefial o crear codigo VHDL.

En 2004, se estimaba que MATLAB era empleado por mas de un millon de personas

en ambitos académicos y empresariales.

Figura 42: Logo de MATLAB
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Las aplicaciones de MATLAB se desarrollan en un lenguaje de programacion propio.
Este lenguaje es interpretado, y puede ejecutarse tanto en el entorno interactivo,
como a través de un archivo de script (archivos *.m). Este lenguaje permite
operaciones de vectores y matrices, funciones, calculo lambda, y programacion
orientada a objetos. Ademas, MATLAB provee funciones y herramientas para

visualizar datos en 2D y 3D

Toolboxes
e Database Connectivity and
MATLAB Reporting
e Parallel Computing e MATLAB Report Generator
e Math, Statistics, and e Text Analytics Toolbox™
Optimization Simulink

* Control Systems e Event-Based Modeling

e Signal Processing and « Physical Modeling
Communications
e Control Systems
e Image Processing and

Computer Vision e Signal Processing and
Communications
e Test and Measurement

e Code Generation
e Computational Finance

e Real-Time Simulation and
e Computational Biology Testing
* Code Generation and e Verification, Validation, and

Verification Test

* Application Deployment  Simulation Graphics and

Reporting
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Estabilidad, segun el teorema de Lyaponuv

En sistemas dinamicos existen distintos tipos de problemas de estabilidad, como el
de estabilidad entrada--salida, estabilidad interna, estabilidad por puntos de

equilibrio.

La estabilidad de puntos de equilibrio generalmente se caracteriza en el sentido de
Lyapunov, un matematico e ingeniero ruso que establecio las bases de la teoria que
hoy lleva su nombre. Un punto de equilibrio se dice estable si todas las soluciones
que se inicien en las cercanias del punto de equilibrio permanecen en las cercanias
del punto de equilibrio; de otro modo el punto de equilibrio es inestable. Un punto
de equilibrio se dice asintéticamente estable si todas las soluciones que se inicien
en las cercanias del punto de equilibrio no s6lo permanecen en las cercanias del
punto de equilibrio, sino que ademés tienden hacia el equilibrio a medida que el
tiempo se aproxima a infinito. Los teoremas de estabilidad de Lyapunov dan

condiciones suficientes para estabilidad de puntos de equilibrio.

El Teorema de Estabilidad de Lyapunov

Considerando el sistema estacionario.

%= f(x)

donde f: D—R n es un mapeo localmente Lipschitz desde un dominio Dc RnenR
n . Supongamos que xe€ D es un PE de (1), es decir f (xe)=0. Vamos a caracterizar
y estudiar la estabilidad de xe. Por conveniencia, vamos a asumir que xe=0 (esto
no nos hace perder generalidad porque, si no es asi, definimos y =x-xe y trabajamos

con la ecuacion yl =g(y), donde g(y)=f (y+xe), que tiene un equilibrio en el origen.)
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Definicion 1. EI PE x =0 de (1) es estable, si para cada € > 0 existe d =0(¢) tal que

|x(0) < d(e) = |x(r)| <& Vr=0

El PE x =0 de (1) es inestable si no es estable.

El PE x =0 de (1) es asintoticamente estable (AE) si es estable y 8 puede

elegirse tal que

|x(0)| < 6(£) = lim x(1)=0

f—yeo

Los tres tipos de estabilidad se pueden ver en la ecuacion del péndulo de masa
unitaria: .
{ ¥ =X,

X, ==bx, —Zsen x,

Los PE son (0, 0) y (11, 0). Considerando que no hay friccion, o sea tomando b =0,
las trayectorias en el entorno del primer PE son Orbitas cerradas. Empezando
suficientemente cerca del PE se puede garantizar que las trayectorias van a
permanecer en cualquier bola preespecificada alrededor del PE. Por lo tanto, el PE
es estable. No es AE, sin embargo, porque las trayectorias que comienzan fuera del

PE nunca tienden a él.

La Definicién 1 tiene como condicién implicita la existencia de la solucion para todo
t 2 0. Esta propiedad de existencia global (en el tiempo) de la solucion no esta
garantizada por la Lipschitzidad local de f. Sin embargo, las condiciones adicionales
gue requiere el Teorema de Lyapunov van a garantizar la existencia global (en el

tiempo) de la solucién.

En 1892, Lyapunov mostrd que algunas otras funciones, no sélo la energia, pueden
usarse para determinar la estabilidad de un PE. Sea V : D —R una funcion
continuamente diferenciable en un dominio Dc R n que contiene el origen. La

derivada de V a lo largo de las trayectorias de (1) esta dada por
_f.l (x)

. "oV L) 4 aV AV av] | falx) av
Vi)=Y —% =Y —filx) = , o —, ..., —| |7, :
= 9x; = 9x;° dxy” dxa dxy : ox”
fulx)
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Anexos.

Teorema 1 (Lyapunov). Sea el origen x =0 un PE de (1) y sea Dc R n un dominio

gue contiene el origen. Sea V : D— R una funciéon continuamente diferenciable tal
que

V(0)=0 y V(x)>0enD-{0}

V(x)<0enD

entonces x =0 es estable. Mas aln, si
V(x) <0enD-{0}

entonces x =0 es AE.
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