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Esta obra aborda una temadtica 1itil a varias areas de la ingenieria, cuando se
necesita un modelo para cdlculos, disefio o control de un sistema, planta o
proceso.

Después de 30 afios la teorfa ya estd bien probada pero las referencias ba-
sicas siguen solo en inglés. Existen algunos libros en espaiiol pero en realidad
son tesis convertidas en libros de poca difusién. Contar con textos en espafiol
contribuirfan a una mas rapida asimilacion en diferentes ingenierias del TecNM.
La temdtica es de aplicacion directa y por eso en algunas carreras de ingenieria
proceden a identificar sistemas mediante aplicaciones en software sin compren-
der bien el fondo, esta obra pretende suplir esa carencia.

En la Linea de Generacién y Aplicacion del Conocimiento de Control Auto-
madtico del Departamento de Ingenieria Electrénica el curso de Identificacion de
Sistemas tiene 20 afios impartiéndose, es una materia esencial en la formacién
de los estudiantes, disponer de un texto propio puede mejorar las condiciones de
aprendizaje.

En cuanto a los objetivos educacionales de la obra se puede decir que
contribuye con las bases matemadticas particulares a esta técnica, a conocer 4 de
las estructuras bésicas de modelos y cuando se aplican, a encontrar una solucién
numérica para el calculo de los pardmetros de los modelos y finalmente manejar
el proceso de validacion de los modelos obtenidos.
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1. Sistemas Lineales Invariantes en
el Tiempo y Causales

En este capitulo se presentan los modelos de base a utilizar para el modelado de
sistemas dindmicos. Primero en tiempo continuo a pesar de que en este texto
no hay identificacién de modelos en tiempo continuo pero es una referencia de
base y los modelos en tiempo discreto son un simil de su contraparte.

1.1 Modelos en ecuaciones diferenciales

La representacién matemadtica para sistemas dindmicos mds comun son las
ecuaciones diferenciales, para modelos lineales se emplean las ordinarias de
orden n. Para el caso de sistemas dindmicos lo mds general es incluir también
una entrada externa de orden m. Para que el sistema sea causal es necesario que
n > m. La ecuacién queda de la siguiente manera:

dy"(t) dy" (1) dy" (1) dy(1) _

a7 +ap—1 Py +au—2 Py +-- +6117+a()y<t)— (1.1)
du™(t) du (1) du"2(t) du(t)

b i +bmflw+bm72W+“'+bl dr +bou(t).

Por convencidn para los sistemas dindmicos y(#) representa la salida o variable
dependiente del sistema y u(t) representa la entrada o variable manipulada
del sistema, ambas son funcién del tiempo. La transformada de Laplace de
la ecuacién 1.1, considerando condiciones iniciales cero, tiene la siguiente
expresion:
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S"Y(s) +an_ 15" Y (5) 4+ anas" 2V (s) - arsY (s) Fao¥ (s) = (1.2)
D" U (8) + by 18" U (5) + bpyo8™ U (s) + - - +bysU(s) + boU (s).

La funcién de transferencia es la representacion mas usada para los modelos
de sistemas dindmicos, es la relacion Y (s)/U (s) de la ecuacién 1.2

Y(s) "t a1 ay a8 44 ays+ag (1.3)
U(S) B bins™ + by—15™" "V 4 by a8 24+ bis+ by .

A veces es necesario tener una representacion temporal en vez de la variable
compleja s de Laplace, en ese caso se utiliza el operador diferencial p que se
define como p = d/dt, 1a ecuacién 1.1 puede entonces escribirse como:

PY(O) +an1p" () Fan2p"Py() o arpy(t) Faoy(t) = (14)
D" u(t) + by pu™ " u(t) + b2 p™ 2u(t) + - -+ by pu(t) + bou(r).

Factorizando y(¢) y u(t), funciones del tiempo, es posible escribir la relacién
entrada-salida como:

P tap 1Pt apap" i+ taiptag

W)= ut). (1.5

La otra representacién muy utilizada es conocida como Espacio de Estados.
Primero se debe transformar la ecuacién 1.1 en n ecuaciones ordinarias de
primer orden y luego representarla de manera matricial. Para transformar existen
varios métodos, uno muy empleado por su conversién directa es: seleccionar las
variables de estado

n—1
x1(t) =y(t), 12(t) =y (1), -+, ;1) = L2100, (1.6)
y por consiguiente
£1(8) = x2(0), %2(6) = x3(1), -+, 1 (1) = 2 (2), 2 (1) = L2 (1.7)

Las variables de estado puedan agruparse en un vector

x(t) = [ (8) xa(r) - xa (1)) (1.8)
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pudiendo entonces representar la ecuacion diferencial ordinaria de orden n en la
forma matricial:
X(t) =Ax(t)+Bu(t) (1.9)
y(t) =Cx(1) +Dult)
donde A es una matriz cuadrada de coeficientes constantes con dimension nxn,

B es un vector de coeficientes constantes con dimension nx1, C es un vector de
coeficientes constantes con dimensién 1xn y D es un escalar.

Para el caso de la ecuacidn 1.1 la eleccion de las variables de estado, dado
las derivadas en la entrada u, es el siguiente:

x1(t) = x2(t) + cru(t)

X2 (t) = x3(t) + cou(t)

D (1.10)

Xn—1(t) = x,(t) + cp—1u(t)
Xn(t) = —apxa (1) —arxa(t) —apx3(t) -+ — an—2xy—1(t) — an—1x,(t) + cpu(t).

Entonces las matrices A y B quedan como sigue, la matrizC=1[10...00] y
la matriz D = cg.

0 1 0 0 cl
0 1 0 0 c
A= : : : : o B= (1.11)
0 0 o - 1 0 Cn—1
|—a0 —ar —az -+ —A4p-2 —dp—1] L Cn |
Los coeficientes cg, - - - ,c,—1 deben ser calculados a partir de las variables de

estado por simple despeje recursivo. Para entender como desenmarafiar veamos
el caso cuando m = n, la salida y su derivada quedan:

Y(t) =x1(t) + cou(t) (1.12)
(1.13)
dy(t)  dxy(t) du(t)
= . 1.14
@ d Oa (119
Pero x; (¢) corresponde con la primera linea de la ecuacién matricial, ya descrita
arriba, sustituyendo en la derivada de la salida
dy(t) du(t)

T:xz(t)‘i_CO dr +C]u<t), (115)
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continuando con la segunda derivada de la salida y sustituyendo x;(¢) ahora por
la segunda linea de la ecuacién matricial

du?(t) du(t)
o +cy o + cou(t), (1.16)

dy*(t)
W = X3 ([) + (o))

se vuelve evidente de continuar asi hasta el orden m = n recuperamos la
ecuacién original 1.1 y por simple igualacién de coeficientes se puede despejar

co, " ,Cp—1-

Veamos un caso concreto m = n =4, igualando coeficientes las equivalencias
son:

Co=b4 (1.17)
c1 = b3 —daicp

C) = bz —aicy —apco

c3 =b; —ajcy —axc; —aszcy

c4 = by —ajc3 — arcy — azcy — ascy. (1.18)

Esto se puede generalizar como:

co = b (1.19)
k

ck=bmi— Y aick—i | k=1,2,---,n. (1.20)
i=1

Para el caso en que n > m todas las ecuaciones quedan igual simplemente
los coeficientes b; para n > i > m son igual a cero. En particular la salida es
igual a la primer variable de estado y(f) = x;(r) y D = 0.

Modelos en ecuaciones en diferencias

La identificacién de sistemas tiene como principal caracteristica que se trabaja
con datos, es decir con variables discretas. Entonces se impone presentar el
equivalente de los modelos destacados en la seccién previa.

En discreto un sistema dindmico es modelado por una ecuacién en diferen-
cias de orden n equivalente en el tiempo continuo a la ecuacién 1.1.
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Yt —=n)+anay(t = (n—1)) +an2y(t = (n=2)) +---
+ary(t — 1) +agy(t) = buu(t —m) +by_1u(t — (m—1)) (1.21)
+bmou(t —(m—2))+---+bu(t — 1)+ bou(t).

Muy importante notar que en el caso discreto la variable ¢ que usamos para
representar el tiempo toma valores discretos t = 0,1,2,3,.... Tenemos una
fuerte asociacién con la variable ¢ para representar el tiempo y dado que todos
los modelos de este libro son discretos no es ventajoso utilizar una variable
diferente. La identificacién de modelos en tiempo continuo es otra temdtica, ver
por ejemplo [8, 22].

Otra diferencia destacable con respecto a los sistemas continuos es que en
discreto no siempre se tiene que n es mayor que m, en efecto, es posible que
se presenten sistemas dindmicos para los cuales m > n en discreto, pero son
realmente pocos casos con algunas propiedades que salen del objeto de estudio
del libro. Solo se consideran sistemas discretos para lo que n > m, igual al caso
continuo.

De igual manera es posible una representaciéon en una variable compleja
en este caso mediante la Transformada z, la funcién de transferencia discreta
queda:

Y(2) _ bw" +bm12" +bwa?" 4 bizt by

= 1.22
U(z) 't ap 17V a0+ +arz+ag (122)

Por cuestiones de implementacién numérica es mas conveniente represen-
tar la funcién de transferencia discreta en la variable z~!. Normalmente esta
representacion en potencias negativas se obtiene directamente de la ecuacién de
diferencias ordinaria 1.21 pero también es posible obtenerla de la representacion
en potencias positivas 1.22 mediante manipulacién algebraica. Tiene la siguiente
forma:

Y ")  but "4 bmaz " by M by 50,1 93)
Uz™)  z"anaz D dap 0z D4 daiz fag

Es muy importante notar que las ecuaciones 1.22 y 1.23 no son iguales, la
ecuacion 1.22 es la transformada z de 1.21 directamente. Mientras la ecuacion
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1.23 muestra simplemente que tiene la misma forma, en realidad solo es un
asunto de arreglar los coeficientes para poderlas igualar.

También para el caso discreto es muy util una representacién temporal como
alternativa a la variable compleja z. Asi como en continuo se utiliza el operador
p en discreto se usa el operador g conocido como operador en adelanto y se
define como qy(t) = y(r + 1). La relacion entrada-salida con el operador g
equivalente a la funcidn de transferencia discreta representada en la ecuacién
1.22 es

bmqm +bm71qm_l +bmf2qm_2 + - +b16]+bou
q"+an-19""" +ay2q" "+ +aiq+ao

y(t) =

().  (1.24)

Como ya se dijo por cuestiones de implementacién prictica es mds co-
mun utilizar la representacion con potencias negativas por eso se hace uso del
operador en atraso q definido como ¢~ 'y(¢) = y(t — 1). Asi llegamos a la repre-
sentacién mds utilizada para un sistema dinamico, la relacion entrada-salida en
forma de cociente como una funcién de transferencia discreta

. bmq_m +bmflq_(m_1) ""bm72q_(m_2> + - +b161_1 +b0
y(t) = — D) iy - u(r1.25)
q"+an-19 +ay—2q +--+aig " +ao

La representacién de estados en variables discretas se hace de la misma
manera que en el caso continuo, en este caso en n ecuaciones de diferencia de
primer orden con tiempo discreto t =0,1,2,3,...

x(t+1)=Ax(t)+Bu(t) (1.26)
y(t) =Cx(t)+Du(r)

Existen varios procedimientos para obtenerla, en el caso continuo elegi-
mos la primer variable de estado como la salida y asi sucesivamente, luego
recuperamos la ecuacién diferencial ordinaria 1.1 de orden n y despejamos los
coeficientes. En el caso discreto vamos a obtener la representacién en espacio
de estados a partir de la funcién de transferencia o relacién entrada-salida 1.24.



1.2 Modelos en ecuaciones en diferencias 9

Separamos en dos partes, una que contenga el numerador y otra el denomi-
nador mediante una variable instrumental v(7)

1
v(t) = t), 1.27
O e T ae T v agra ) (127
b.d"+b. m—1 b, m—2 _ ... b b
y(t): mq = +O0m—19 + m12q +-- -+ 019+ Ov(t). (1.28)
Elegimos los estados
x1(1) = (1)
xl(t—f—l):xz(t)
x(+1)=x0) =x(t+2)
Xpo(t+1)=x,_1(t) =x1(t +n—2)
Xp—1(t+1)=x,(t) =x1(t+n—1)
Xu(t+1) = =x1(t+n). (1.29)
Ya solo falta x, (1 + 1) = x; (

t +n), lo podemos obtener de la ecuacién 1.27
+

reescribiéndola y despejando v(f +n) = x;(t +n) = x,(t + 1)

~—~

v(it+n)=u(t)—ap_1v(t+n—1)—a,v(t+n—2)+---
—apv(t+1) —aov(t). (1.30)

Ya tenemos entonces la matriz A y el vector B de la representacion matricial.

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
A= : : : : : B=: (1.31)
0 0 0 1 0 0
|—ap —a1 —ay -+ —ap2 —dap-1] 1]

Para la salida y(z) reescribimos la ecuacién 1.28

Y(t) = buv(t +m) + bu_1v(t +m—1) + by_ov(t +m—2)+
~bv(t+1) +bov(t). (1.32)
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con esto ya tenemos el vector C'y como vemos que la salida no depende directa-
mente de la entrada el escalar D es cero, quedando completa la representacién
en variables de estado discreta.

C=1[bo b1 = buaz byt bu Opr - 0]  (133)

Notar que el vector C se complementa con ceros, ya que el vector de estados
x es de dimensién n, para el caso general n > m habra i ceros paran >i>m .
Cuando m = n no habré ceros que agregar, el dltimo coeficiente de C serd b,,.
Esta forma de representacion matricial de las ecuaciones en diferencia se conoce
como forma candnica controlable. Para identificacidn en espacio de estados ver
[17, 1, 10].

Predictor de un paso

Un predictor es una herramienta matemadtica que nos permite hacer una conjetura
respecto al valor futuro de una variable. Tiene aplicacién en muchas areas del
conocimiento, finanzas, econometria, control automatico [24], clima, etc. Es
un sujeto muy basto y complejo, resulta a veces en algoritmos pesados compu-
tacionalmente hablando y se sale del tépico del libro. Sin embargo, tenemos
necesidad de uno muy sencillo, el que se resuelve cuando se tienen todos los
datos y solo hay que predecir el proximo valor a la salida, se le conoce como el
Predictor de un paso.

El predictor serd uso en el préoximo capitulo para establecer el regresor que
nos permita calcular pardmetros de los modelos en funcién de transferencia.

Sea el siguiente modelo del sistema a identificar

y(t) = G(q)u(t) + H(q)e(t) = G(q)u(t) +v(1), (1.34)

este modelo serd ampliamente estudiado en el capitulo 2, por el momento el
propésito es exclusivamente encontrar el predictor de un paso para este modelo.

G(q) y H(g) son las funciones de transferencia o representaciones de un
sistema, tipicamente obtenidas por transformada z y representadas ya sea en
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z o en g. El modelo tiene dos partes en la primera la entrada es u(f) que es
la sefial de entrada a la planta o proceso esa parte es determinista, no cambia,
mientras que la segunda parte tiene como entrada e(z) que es una seiial aleatoria,
esta segunda parte se dice probabilistica y el conjunto de ambas partes se dice
Modelo Estocéstico.

Aunque G(q) y H(g) son del mismo tipo no son lo mismo en el sentido de
que G(q) representa al sistema, planta o proceso, depende de la fisica, su forma
no la fijamos nosotros. Caso contrario H(q) que es la funcién acompafiamiento
de la variable aleatoria y sirve para moldear la perturbacién, es elegida, por
tanto puedo poner las restricciones que se ajusten a mis necesidad. En particular
deseo que sea invertible, lo garantizo, que sea estable y que sea ménico, todo
esto sin perdida de generalidad.

Trabajemos primero con la perturbacién v(t), expresada en transformada z
con variable ¢ es asi

=S} oo

v(t) =H(q)e(t) = Zh(i)q_ie(t) = Zh(i)e(t —i). (1.35)
i=0 i=0
Ménico quiere decir que el primer término sea uno, eso siempre se puede.

Estable significa que

Y |h@)] <o, (1.36)

e invertible significa que e(t) = H(g)'v(t), expresado en transformada

e(t) =H(q)v(t) = Y h(i)v(t i), (1.37)
i=0
para asegurarse que sea invertible basta que
Y |Ai)| < oo (1.38)
i=0

Predictor para v(¢), en su forma de transformada quitamos el primer termino
de la sumatoria y renombramos el resto

(= oo

v(t) =Y h(i)e(t—i) =e(r)+ Y h(i)e(t —i) = e(t) +m(t—1), (1.39)

i=0 i=i
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el nombre m(t — 1) hace referencia aque solo tiene valores hasta un instante
anterior de tiempo puesto que la sumatoria comienza en 1 y no en el tiempo
actual. La prediccién condicional de v(r) se denota ¥(¢|r — 1), significa la
prediccion de v(¢) en el tiempo ¢ conociendo todos los valores anterior de v(t)
hasta un tiempo antes. La mejor prediccion para v(¢) conocida como Maxima
Prediccion a Posteriori, MAP por sus siglas en inglés, es m(r — 1) ya que
contiene toda la informacién de v(¢) hasta un instante antes y dado que la media
o promedio de e(¢) = 0, es decir el valor esperado de adicién a la suma del tnico
término que le falta es cero por lo tanto

bt —1) =m(t —1) Zh e(t—i). (1.40)

Algunas maneras dtiles de expresar V(¢|t — 1) son

(=

b(tt—1) Zh e(t —i)+e(t)—e(t) = H(q)e(t) —e(t)
= [H(Q)—l] (1) =[1=H (@) (1.41)

La prediccion condicional para la salida, a partir del modelo original de la
ecuacion 1.34 es

$(tlt—1) = G(q)u(t) +v(t|t — 1), (1.42)

recordar que la primera parte del modelo es deterministica no hay prediccién a
hacer.

Sustituyendo ¥(z|t — 1) de la ecuacién 1.41

3l =1) = Glgu(t) +[1 = H (q)]v(1), (1.43)
sustituyendo v(¢) a partir del modelo original ecuacién 1.34
3l —1) = Glq)u(t) +[1 - H  (q)](1) = G(u()],  (1.44)

después de un arreglo algebraico finalmente tenemos la expresién del predictor
de un paso para la salida

Sl —1) = H (q)G(q)u(t) +[1 —H™ (q)¥(1), (1.45)

esta es la ecuacidon buscada que serd ampliamente utilizada en el siguiente
capitulo.
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Minimos cuadrados

La estimacion de los pardmetros de un modelo es una actividad esencial, tipica-
mente cierra el procedimiento durante la identificacion de sistemas. El método
de estimacion mas utilizado es el de minimos cuadrados, existen diferentes
implementaciones o algoritmos, nosotros tenemos necesidad de uno que pueda
actualizarse con cada nuevo dato que llegue, se les conoce como algoritmos
recursivos de métodos cuadrados. Enseguida describimos el que serd empleado
en este libro, presentado entre otros por Landau en 2006 [18].

El arreglo bésico consiste de dos vectores, un vector de pardmetros 0 y
un vector de datos ¢ () también conocido como regresor. Notar que el vector
de datos es variante en el tiempo puesto que las variables del sistema lo son
también, en cambio el vector de pardmetros es constante ya que se trata de los
coeficiente constantes de un modelo.

6=1[60 6 ... 6,1] (1.46)

o=[0 o ... du] (1.47)

El problema bésico de minimos cuadrados es encontrar unos coeficientes
constantes para los datos del sistema tal que se aproximen a la salida predicha
de ese sistema:

$(t)=0"9(t) = 9" (1)6. (1.48)

El ajuste de prediccion se hace para cada salida del sistema por eso es mas
apropiado un algoritmo recursivo, donde solo se actualiza la informacién a cada
instante de tiempo y no se hacen calculos con todo el histérico.

La prediccién de la salida en el tiempo 7 4 1 puede hacerse de dos maneras.
La primera es considerando tnicamente la informacién disponible hasta el
tiempo 7, en ese caso se le conoce como estimacién a priori §°(t +1). La
segunda se hace con informacion ya del tiempo ¢ + 1 entonces se conoce como
estimacion a posteriori §(t +1). Consistentemente tenemos dos errores de
prediccidn, el error a priori y el error a posteriori calculados respectivamente
con la salida estimada correspondiente.

e(t+1)=y(t+1)—y(t+1)
et+1)=y(t+1)—3(+1) (1.49)

I
<



14 Capitulo 1. Sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo y Causales

La actualizacién del vector de pardmetros se hace de manera clésica, el
valor actual m4s una correccién. El factor de correccion tiene 3 términos: una
ganancia de adaptacion F(¢), los datos ¢(¢) y el error (¢ + 1). La ganancia nos
da el tamafio del paso en la bisqueda, los datos contienen la informacién y el
error nos seflala que tan cerca estamos y la direccion.

O(t+1)=0(t)+F(t)p()e(t+1) (1.50)

Para actualizar la ganancia de adaptacién F(r + 1) se usa un factor de
correccidn cuadritico para garantizar una convergencia en descendencia convexa,
solamente que se normaliza para hacerlo independiente de las magnitudes.
Adicionalmente se le incluyen dos pardmetros de ajuste A;(¢) y A2(7).

F (1) — F0908" OF()

A«l ([) 0 +¢T(I)F(Z)¢(t)

F(r+1)= (1.51)

La ganancia de adaptacion se inicializa con un valor positivo F(0) > 0. Un
primer caso en dejar la ganancia constante F (¢t + 1) = F(¢t) = F(0) durante
la evolucion del algoritmo, eligiendo A;(7) y A,(¢) también constantes, tipi-
camente F(0) = 1000, A;(¢) =1y Ay(¢) = 0. Esto da un algoritmo sencillo,
facil de implementar y que es suficiente para sistemas de bajo orden y poco ruido.

Un segundo caso es establecer una traza constante para la ganancia de adap-
tacién tr F(t+1) =tr F(t) = tr F(0) se aconseja para sistemas con pardmetros
variables en el tiempo.

Con los pardmetros de ajuste A;(¢) y A,() se puede por ejemplo fijar una
ganancia decreciente o establecer un factor de olvido fijo o variable.

Si se quiere una ganancia decreciente en realidad hay que dejar fijos y con
poco peso los pardmetros de ajuste para que no afecten ya que por construccién
la ganancia es decreciente, tipicamente A, () = 1 y A,(¢) = 1. Se recomienda
para sistemas con pardmetros constantes.
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Para evitar que la bisqueda se quede estancada se suele utilizar un factor de
olvido, asi la nueva informacién tiene mas peso y actualiza la estimacién. Por
ejemplo se escogen A,(r) = 1y 0 < A;(¢) < 1, se aconseja para sistemas con
variacion lenta de variables.

Ya por ultimo es posible combinar por ejemplo traza constante y factor
de olvido para aprovechar las mejores caracteristicas de cada método. Aplica
en casos dificiles por ejemplo cuando no se tiene informacién inicial de los
pardmetros. Para mas detalles en la configuracion de los pardmetros de ajuste
del algoritmo de minimos cuadrados con fines de identificacion ver [18].

Por tltimo en el algoritmo de minimos cuadrados se actualiza el error a
posteriori usando el error a priori solo que normalizado igual que la ganancia
para hacerlos compatibles. Con esto se reinicia el ciclo para un nuevo tiempo ¢.

B e(t+1)
) = TR0 0) (152







2.1

Este capitulo presenta los modelos lineales mas utilizados para sistemas de una
entrada - una salida en funcion de transferencia discreta. Son 4 estructuras a
considerar: ARX, ARMAX, OE y BJ. Adem4s constituye la base para todo
modelado por Identificacién de Sistemas [23].

Modelo Estocastico

La funcién de transferencia es la relacion entrada-salida més utilizada para los
sistemas de una entrada - una salida, SISO por sus siglas en inglés. Para identifi-
cacién multivariable ver por ejemplo [25]. En este libro los modelos empleados
son discretos porque los datos obtenidos son muestreados y las soluciones numé-
ricas bien establecidas son para modelos discretos. Para una discusion detallada
ver por ejemplo [2].

Los modelos a identificar son los presentados en el capitulo anterior ecuacio-
nes 1.23 y 1.25 . La ecuacidén 1.23 es una representacién en el plano complejo z
y la ecuacidn representa la relacién temporal de la entrada-salida con el operador
g, aqui la dltima para discutir sobre ella.

(t) _ bmg™" +bm71q_(m_1) +bm,2q_(m_2) + .- _|_b1q—1 +b0u t
' C]*n+an—1q_("_1)+an_2q—(n—2)+...+a1q71+a0
= Glgu() o

G(q) es la funcién de transferencia discreta para el sistema de entrada u(t) y
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salida y(t), nétese el abuso de notacién, normalmente deberfa ser G(¢~!), para
facil lectura es comun encontrarla asi y siendo consistentes no genera ningtin
problema.

Cuando se elabora un modelo por primeros principios y termina en una ecua-
cién diferencial ordinaria, la funcién de transferencia 2.1 es el tipo de modelo
que podemos obtener, dependiendo del sistema y sus condiciones de operacién
la precisién puede no ser muy buena.

Tipicamente cuando se elabora un modelo por primeros principios nos da-
mos cuenta que hay variables que pueden modificar la salida, pero que no puedo
manipular, a esto se le conoce como entradas conocidas no manipuladas. Al-
gunos ejemplos son: la temperatura ambiental en un sistema de regulacion de
temperatura en una casa, el viento en la conduccién de un avién, la marea en la
direccién de una barca, la friccién en los neumaticos de un auto en la conduccién
o la temperatura en un componente electronico. Esta es la primera razén por la
que un modelo del tipo G(g) no es suficiente, hay entradas no consideradas, que
pueden o no tener un impacto importante en la salida.

Estas entradas no manipuladas se clasifican en dos tipos: las que se miden
y las que no. Es importante hacer esta distincién porque de alguna manera la
informacién que arrojan las medibles no pueden dar un ajuste o calibracién
del modelo, es informacién valiosa que se puede incorporar a posteriori al
modelado y con técnicas avanzadas se puede incorporar durante el proceso de
modelado. En cambio las que no podemos medir solo pueden darnos una idea
de su influencia en la salida pero no una cuantificacién de su efecto. Dentro de
las medibles encontramos temperatura ambiental, temperatura interior, presién
atmosférica, velocidad del viento, voltaje de alimentacién o irradiacién solar.
Aunque vale aclarar que depende de la envergadura del sistema en cuestion,
asi, aunque estas variables sea posible medirlas en la practica no se realiza, por
ejemplo, en los equipos de climatizacién no se incluye sensor de temperatura
ambiental exterior o un sistema de paneles fotovoltaicos no incluye sensor de
irradiacién solar, mientras grandes equipos como un generador edlico vertical
incluye medidores de temperatura, viento y presion atmosférica. Ejemplos de
entradas no manipuladas ni medibles son: el oleaje en un barco, la turbulencias
en un avidn, las fluctuaciones en un flujo de entrada en un proceso industrial en
estado estable o la friccién. Aunque sabemos que estdn ahi y tienen un efecto
considerable a la salida no se miden por costoso, irrealizable o impractico.

A parte de las entradas no manipuladas también otras variables que no en-
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tran o no se propagan en el sistema pero que tienen una influencia en la salida,
tipicamente de manera general se les conoce como perturbaciones. El ruido
eléctrico, el ruido acustico, las vibraciones en una planta o proceso, son ejemplos
de perturbaciones. Muchas veces no tienen un gran impacto en la salida pero si
son fuente de error para el modelado.

Otro aspecto a considerar son las dindmicas no modeladas. Cuando se hace
el modelado por principios fisicos o quimicos frecuentemente hay dindmicas que
se dejan de tomar en cuenta es parte del proceso normalmente por simplificacién
para evitar complejidades de poco aporte.

Por dltimo las no linealidades que se dejan de lado. Por simpleza o comodi-
dad en el manejo del modelo o simplemente porque se desea diseiar un control
y se necesita un modelo lineal, algunas no linealidades se dejan de lado o bien
se trabaja cerca de un punto de operacién y se linealiza de tal manera que la no
linealidad tenga poca influencia.

Por estas razones citadas es notoriamente insuficiente un modelo determinis-
tico que solo tomo como influencia la entrada manipulable de la planta:

(1) = G(q)u(r). (2.2)

El reto es incorporar todos estos fenémenos al modelo, pero como se ve son de
muy diversa indole, seria complejo el proceso y el modelo resultante, lo que
se busca entonces es un compromiso entre simplicidad y eficiencia del modelado.

La idea original de Lennart Ljung [19] propuesta en 1987 es un modelado
estocdstico: una parte deterministica y una parte probabilistica de tal manera
que se pudiera cubrir un largo espectro con una sola adicién buscando dejar
simple el modelo.

y(t) = G(q)u(t) +v(1) = G(q)u(t) + H(q)e() (2.3)

donde e(r) es una variable aleatoria, definida por su funcién de densidad de
probabilidad, PDF por sus siglas en inglés, H(g) es una funcién de transferencia
elegida apropiadamente para moldear e(¢) de tal maneera que se puedan repre-
sentar fenémenos aleatorios pero también un simil de uno deterministico y v()
engloba la representacion conjunta de varios fenémenos y se le llama de manera
genérica perturbacion. Un diagrama a bloques que permite mejor visualizar esta
idea se muestra en la figura 2.1, se aprecia claramente la superposicion de los
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dos sistemas, el deterministico y el probabilistico.

elt)

()

Hiq)

J v(t)
ul(t) ™ _
() — G(q) -+'/.- ) — y(t)

U

Figura 2.1: Diagrama a bloques del Modelo Est6castico.

Analizando esta idea se puede destacar, dado que nos manejamos dentro
de un contexto lineal es perfectamente valido agregar simplemente por super-
posicién v(t), un termino que engloba todos los fenémenos no presentes en la
funcién de transferencia entrada-salida. Elegir el mismo tipo de representacion
para v(t), es decir una funcién de transferencia H(q) con una funcién de exci-
tacion e(t) aprovecha la riqueza de una funcién de transferencia para modelar
fendmenos dindmicos lineales y aparte conserva la misma estructura que G(q)
esto permite no introducir otro tipo de términos que compliquen su solucién.

Pero, jelegir de esta manera v(¢) realmente permite representar todo tipo de
perturbacién? la respuesta es un claro si. Es posible elegir parejas de H(q) y e(t)
tal que v(¢) tenga pseudo-forma de escal6n, de pulso, de ruido, de exponencial o
de sefal peridica. Més atin en la préctica se elige e(t) suficientemente genérico
y solo se calcula la H(q) que le acompaiia. Tipicamente se elige e(7) como un
ruido blanco gaussiano (RBG) de media cero y varianza A.

En conclusion el modelo propuesto para sistemas dindmicos que se usa en
este capitulo queda de la siguiente forma:

y(1) = G(q)u(t) + H(g)e(t)
e(t) =RBG{E(e(t)) =0,E(e*(t)) = A}. (2.4)

Dada la estructura, lo siguiente es ;como encontramos G(q) y H(q)? No
hay una respuesta simple. Antes de la propuesta de Ljung la idea dominante
era "encontrar"” el "verdadero" modelo. Partamos de un ejemplo sencillo para
entender: un circuito eléctrico RC en serie, resistencia-capacitor, su modelo por
leyes de Kirchhoff y Ohm es conocido y sencillo, es una ecuacién diferencial
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ordinaria de primer orden, expresada como funcién de transferencia entre el
voltaje de entrada V,(s) y como salida el voltaje en la resistencia Vg(s)

RCs

Ve(s) = 1 pes Ve

(), (2.5)

como se ve en la funcién de transferencia, los pardmetros, el de la resistencia
R en Ohms y el del capacitor C en faradios F' aparecen de manera explicita lo que
es muy util. Por esa razén durante mucho tiempo el interés era re-encontrar esos
parametros en el modelado a partir de datos conocido hay como identificacién
de sistemas. Eso era llamado encontrar el "verdadero" modelo lo cual es una
falacia. Primero porque ese modelo por muy facil lectura que tenga y respeto a
la concepcidn fisica de la materia en realidad es solo una representacién humana
la naturaleza no viene con modelo y segundo solo son un pufiado de sistemas
para los que se puede plantear una ecuacién simple como esta, para la mayoria
de los sistemas fisicos no tenemos una representacion a usar de inmediato es
parte de la valia de la identificacién de sistemas.

Aceptado el hecho de que no vamos a encontrar pardmetros fisicos durante el
modelado por identificacién dejamos libre G(q) y H(q) para cualquier expresion.
Recordando que el punto de partida son las ecuaciones de diferencia ordinarias
de orden n y que su funcién de transferencia en realidad se obtiene mediante
una transformacioén a la variable compleja z cuya definicion es

6= Y, gk, 2.6)

k=—c

es decir, una sumatoria infinita de términos, algo poco practico y que solo en
algunos casos conduce a una expresion regular sin sumatorias. Utilizar entonces
directamente la transformada z para encontrar el modelo no es explotable.

La propuesta es un compromiso entre la generalidad de la funcién trans-
formada en z y un subconjunto menos basto pero con la posibilidad de ser
representado por un numero finito de pardmetros. Definimos 6 como el vector
de parametros a encontrar, entonces el modelo propuesto es

y(1) = G(q,0)u(t) +H(q,0)e(r)
e(t) =RBG{E(e(t)) =0,E(e*(t)) =1}, (2.7)
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donde G(q,0) y H(q,0) son un conjunto de modelos dependientes de los para-
metros 6. Todo el trabajo consiste en explorar dichos modelos en la bisqueda
de uno que ajuste bien los datos. Por abuso de notacién a veces encontramos el
modelo como la ecuacion 2.4 pero hace referencia al modelo parametrizado.

Estructura ARX

Particularizando el modelo general se obtiene la primer estructura, la mds simple
en construccién. Tomamos la ecuacién 1.21 de diferencias ordinaria de orden
n 'y agregamos la pertubacién mas sencilla que podemos tener, es decir solo
agregamos e(t).

y(t—=n)+an1y(t—(n—1))+an2y(t—(n=2))+:-
+ayy(t — 1) +agy(t)=buu(t —m) + by ju(t —(m—1))
+bpou(t—(m—2))+---+bju(t—1)+e(r). (2.8)

Al estar trabajando con sistemas discretos en la practica no puede haber respuesta
instantdnea, es decir la entrada u() en el tiempo ¢ tiene consecuencias a partir
de t + 1, nunca en el mismo valor de tiempo, se dice que los sistemas discretos
presentan al menos un retardo de uno. Por esa razén no aparece el termino
bou(t). Aplicamos el operador de retraso ¢~ ! y factorizamos la entrada y la
salida

YO g " +an1q"" Fapo2q" - Farg " Fag) = 2.9)
u()[bwng "+ bm1g" "+ bm—2q" T+ +big ] +e(t).

Creamos un vector que contenga todos los pardmetros desconocidos

T
O=la0 ai ... ana a1 by by ... by bu| . (2.10)

Definimos los polinomios A(q,0) y B(q,0)

Alq,8) =g "+ ap1q"" +tan2q" 4+ +arg +ag
B(q,0) = [bng ™ +bm1q" "+ bpogd" -+ big . (2.11)

Reescribimos la ecuacién 2.9

A(q,0)y(t) = B(q,0)u(t) +e(t). (2.12)
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Puesta en forma del modelo general

9(0) = ) s elt) = Gla,O)ule) + Hlg.B)elr). 213
donde
G(q,0) = fE% H(q,0) = A(;e) (2.14)

Este modelo representado en la ecuacién 2.13 es conocido como modelo ARX,
por sus siglas en inglés, auto regresivo con entrada externa. Es mads facil de
observar sus partes en un diagrama de bloques, en este caso la figura 2.2. Notar
que por construccion la variable externa tiene el mismo denominador es decir la
misma dindmica que la planta, esta es la caracteristica de esta arquitectura.

Dado que se tiene una tira de datos entrada salida, es decir tenemos a
nuestra disposicion todos los instantes de tiempo de muestreo se puede recurrir
al predictor de un paso como herramienta para la estimacion del vector de
pardmetros 6. Su forma general es la siguiente:

3(116) =H"'(q,0)G(q,0)u(t) +[1 —H ' (q,0)]y(r). (215
e(t)
1
Alg.0)
J v(t)
u(t) > Bla) */ -.\"| » y(t)
Aley.8) N o

Figura 2.2: Diagrama a bloques de la estructura ARX.

Sustituyendo G(g,0) y H(g,0) de la ecuacion 2.14 y simplificando, el
estimador de la salida dependiente del vector 0 tiene la forma

9(t10) = B(q,0)u(t) +[1—A(q,0)ly(t). (2.16)
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Recordando que el polinomio A(g,0) es ménico, ver ecuacion 2.11, la
diferencia en el corchete elimina los unos y nos quedamos unicamente con los
coeficientes de ag .. .a,_| en negativo. Mds los b, coeficientes del polinomio
B(q, 0), tenemos un total de n+ m coeficientes a estimar. Creamos un vector
de datos del mismo tamaiia para hacer corresponder con los términos de los
polinomios:

Ot) = [u(t—m)...u(t—1)—y(t—n)---—y(t—2) —y(t— D], 2.17)

de esta manera la ecuacion 2.16 puede reescribirse como:

$(116) =07 9(t) = ¢ (1)6, (2.18)

lo cual convierte nuestro problema de estimar los coeficientes del vector de
parametros 6 en la resolucién de un problema cldsico de minimos cuadrados. El
lector curioso puede multiplicar ambos vectores ¢(z) y 0 para verificar que el
resultado es idéntico a lo obtenido con la ecuacion 2.16.

Tenemos una tira de datos de tamafio N donde N >> n por lo que se puede
ver ¢(¢) como una ventana en la tira de datos que se va recorriendo hasta pasarlos
todos. Los datos en el vector ¢(¢) dependen del tiempo por lo que va tomando
segmentos de la tira de datos. En realidad se tiene una matriz conformada por
todos los valores de ¢(¢) para cada ¢ por renglén. Se utiliza cualquier solver
para calcular los valores de los coeficientes de 6 que minimizan el error con
respecto a los datos.

Una vez calculado 6 con los coeficientes se forman los polinomios A(g, 0)
y B(gq,0) y finalmente G(q,0) y H(q,0) para tener el modelo completo en
formato estdndar, tipo ecuacién 2.13.

Estructura ARMAX

Para la primer estructura se eligié comenzar con la perturbacion mas sencilla en
esta segunda la idea es poner un modelo completo a la perturbacién, entonces la
ecuacién de diferencias queda:

Yt =n)+an 1yt —(n—1)) +an2y(t = (n=2))+...

+ayy(t — 1) +agy(t) = bpu(t —m) + by u(t — (m—1))

+bpou(t —(m—2))+---+bju(t —1)+coe(t) +cre(t —1)+...
+ermre(t—(r—1))+e(t—r). (2.19)
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Procedemos de la misma manera, aplicar el operador retardo g~ ! y factorizar.

YO g "+ an1q"" +an2g" P+ +arg " +ag) =
u(t)[bmg ™" +bmrq" "+ bu2g" 4+ b1 ]
+e(t)lg " +erg H g el (2.20)

Definimos un nuevo polinomio C(g, )

C(q,0)=1lg " +cr19" ' +erag >+ +ag  +a], (22D
reescribimos la ecuacion 2.20

A(q,0)y(t) = B(q,0)u(t) +C(q,0)e(t). (2.22)

Puesta en forma del modelo general

y(t) = fég: g;u(l‘) + ggz:gie(t) =G(q,0)u(t)+H(q,0)e(t), (2.23)
donde
_ B(g,9) _ C(g,6)
G(q,0) 4(q,0) H(q,0) 4(4,0) . (2.24)

Este modelo representado en la ecuacién 2.23 es conocido como modelo
ARMAX, por sus siglas en inglés, auto regresivo (AR) de promedio movil (MA)
con entrada externa (X). Es mds fécil de observar sus partes en un diagrama de
bloques, en este caso la figura 2.2. En este caso ya se tiene un modelo completo
para la perturbacién pero todavia comparte el mismo denominador es decir la
misma dindmica que la planta, se considera para esta familia de arquitecturas
como la mas completa aunque su limitacién es obvia conviene para muchos
sistemas en la préictica.
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e(t)
Cla)
Ala,0)
J v(t)
u(t) Bla,0) N o
—| - . —+ 4} — Y11
Alg.B) N/

Figura 2.3: Diagrama a bloques de la estructura ARMAX.

Nuevamente se define el vector 6 de pardmetros para esta arquitectura

9:[610 N | b] bm co ... Cr_l]T. (225)

Nuevamente recurrimos al predictor de un paso, ecuacion 2.15, para esti-
mar los valores de 6. Sustituyendo G(q,60) y H(q,0) de la ecuacién 2.24 y
simplificando, el estimador de la salida dependiente del vector 0 tiene la forma

C(q,0)9(t18) = B(q, 0)u(t) +[C(q,0) —A(q, 0)]y(t). (2.26)

Para proceder similar a la estructura ARX agregamos a cada lado de la
ecuacion [1 —C(q, 0)]9(¢|0) y después de algunas manipulaciones queda

3(t16) = B(q, 0)u(r) +[1 — A(g, 0)]y(7)
+[C(g,0) — 1][y(r) — 3(:[6)]. (2.27)

El estimador tiene 3 partes lo cual coincide con los 3 juegos de pardmetros a,
by c aencontrar. De manera natural se piensa en un conjunto de datos con 3 tiras
de valores, para hacerlos coincidir, pero nosotros solo registramos la entrada
y la salida, nuestros datos solo tienen 2 tiras de valores. Este es el problema
principal no es posible plantear un regresor lineal como la fue para el caso de
ARX.

Lo que haremos es plantear un regresor pseudo-lineal, para esto creamos
una variable instrumental €(z, 0) definida como la diferencia entre la salida y su
estimado

E(I,e):y(l)—ji\(l‘e), (2.28)
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esta variable constituye nuestra tercer tira de datos que junto a la entrada y a
la salida proporcionan la informacién para resolver el estimador 2.27 y obtener
0.

Los polinomios A(g, 6) y C(g, 6) son ménicos pero si vemos el estimador
2.27 ambos pierden el uno por lo que solo quedan sus coeficientes a y ¢ respec-
tivamente, igual que para la estructura ARX los coeficientes a estdn en negativo.
Con estas caracteristicas podemos construir el vector renglén de datos ¢ (¢, 6)
teniendo presente que ahora depende de 6 porque su tercer tira de valores la
variable £(t, 0) asi depende

T

u(t —m) u(t—1) —y(t—n) . (2.29)

(])(t,e): —y(f_l) g(t—r,@) 8(1_1,9)

Con esto podemos plantear el calculo del vector de pardmetros 8 como la
minimizacién del error para una forma tipo minimos cuadrados

$(110) =679 (t) = ¢ (1), (2.30)

la igualdad con la ecuacién 2.27 se puede verificar manualmente resolviendo
el producto polinomial.

Dado que la tira de datos entrada - salida es de tamafio N donde N >> n
tenemos que calcular N valores de £(r — r, 0) para tener las 3 tiras necesarias.
Los datos en el vector ¢(¢,0) dependen del tiempo por lo que va tomando
segmentos de la tira de datos. En realidad se tiene una matriz conformada por
todos los valores de ¢(¢) para cada ¢ por renglén. Se utiliza cualquier solver
para calcular los valores de los coeficientes de 6 que minimizan el error con
respecto a los datos.

Una vez calculado 6 con los coeficientes se forman los polinomios A(g, 0),
B(q,0) y C(q,0), finalmente G(q,0) y H(q,0) para tener el modelo completo
en formato estdndar, tipo ecuacién 2.23.

Estructura OE

Las estructuras ARX y ARMAX son lo mas utilizado para modelar pero ambas
comparten la caracteristica de que incluyen en la perturbacién la dindmica de
la planta y no siempre conviene esta asociacién. Sin embargo, ARX y AR-
MAX fueron obtenidos a partir de la ecuacién de diferencias, ese camino ya



28 Capitulo 2. Modelos en funcién de transferencia

estd agotado necesitamos poder desasociar las dindmicas de la planta y la de la
perturbacion. Forcemos esta desasociacion partamos al revés primero plantemos
el diagrama a bloques.

e(t)
e i 1ht r
u(t) Bla0) | wi(t) "
e ~ ——» + ) — V(1)
F(a,n) AN

Figura 2.4: Diagrama a bloques de la estructura OE.

Comenzamos con la inclusién de perturbacién mds simple donde H(g,0) =
1 es decir directa sin funcién de transferencia. Dada esa caracteristica a esta
estructura se le conoce como error de salida, OE por sus siglas en inglés.

La perturbacién y la planta no comparten dindmica y de ese hecho no
podemos nombrar A(q,0) al denominador de la planta ya que no se refleja
directamente en la salida, nombramos un nuevo polinomio F(g,0), ménico
igual que los otros denominadores, sin perdida de generalidad.

F(g.0)=q"'+find "+ fiod >+ +fig "+ /o] (@231
La ecuacidn de este sistema es

30) = 299 10 1 et) = Glg.Ou(r) + H(g.0)el). @3
F(q,0)
expresa claramente la independencia buscada del sistema. Para poder plan-
tearlo en ecuaciones de diferencia hacemos uso de una variable auxiliar w(r)
que corresponde a la salida del bloque deterministico antes de incorporar la
perturbacion.

W) =2 EZ z%pt(t) $(t) = w(t) + e(2) (2.33)

La ecuacion de diferencias para la variable auxiliar es

wt—0~+ fiogwit—(1—=1))+ fiow(it—(1—-2))+---
+fiw(l = 1)+ fow(t) = byuu(t —m) +by—_1u(t — (m—1))
by ou(t — (m—2)) + -+ byu(r —1). (2.34)
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Creamos el vector que contiene a todos los parametros desconocidos

0=1[fo fi - fia for b1 by .. buy bu] . (239

Planteamos la ecuacién polinomial que involucra la entrada con la salida

F(q,0)y(t) =B(q,0)u(t)+F(q,0)e(t), (2.36)

trasladable facilmente a una ecuacion de diferencias

Yo =D+ fioy(t = =1))+ fioy(t = (1 =2)) +--

+fiy(l — 1)+ foy(t) = bpu(t —m) + by u(t — (m—1))
+bpou(t—(m—=2))+--+bult—1)+et—1)+ fi_1e(t—(I—1))
el (1= 2)) -+ frell— 1)+ foelt). 2.37)

Pero hay algo muy importante a considerar w() no es observable, tenemos
que estimarlo paramétricamente por lo que la ecuacién 2.34 en realidad debemos
escribirla como

wit—1,0)+ fioiw(t—(1—1),0)+---+ fiw(l—1,0)
+fow(t,0) = byu(t —m) + by _ju(t — (m—1))
bpsu(t — (m—2)) + -+ byu(t — 1). (2.38)

Para el predictor de un paso, ecuacién 2.15, sustituyendo H(q,0) = 1 llega-
mos a

B(q,0)

sule) = s

u(t) = G(q,0)u(r) = w(r,0), (2.39)
de manera natural w(z, 0) es el predictor natural de §(¢|6), eso implica que los
valores pasados de y(¢|0) pueden ser tomados como w(z, 6) para la construccién

de un regresor.

De la ecuacion 2.38 se puede construir el vector renglén de datos
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| ou(@-m) .. u(t—=2) u(t—1) !
0000 =1 _—10) ... —w(t-2.0) —w(t—1,0) @ 30
o lo que es lo mismo
9(t16) = 9" (z,6)6, (2:41)

teniendo una vez mas un problema de minimos cuadrados a resolver. Pero no
medimos w(t, 0) sustituimos sus datos por el estimado de la salida por lo que es
dependiente de 8 y una vez mds no tenemos una regresion lineal.

Para resolver igual que en los otros casos se forma un vector de datos para
cada tiempo, un vector de datos por cada renglén conforman la matriz de datos
de N renglones, minimizando para obtener los pardmetros de 6 con el menor
error conforme a la ecuacién 2.41.

Una vez calculado 6 con los coeficientes se forman los polinomios F (g, )
y B(g,0), finalmente G(q,0) ya que H(q,0) = 1. Con esto se construye el
modelo completo en formato estandar, tipo ecuacién 2.32.

Estructura BJ

Para esta estructura, la idea de partida es la misma que para la estructura OE, es
decir, independencia de la planta deterministica con la diferencia de que ahora
vamos a utilizar un modelo completo para la perturbacion. Procediendo de la
misma manera empezamos por el diagrama a bloques.

J e(t)

Cla,0)
D(g.®)

J‘»’{t]

ult) Blg,0) | wit)
o - - — + |}
F(a,0) N/

—» }."I:T:_:I

Figura 2.5: Diagrama a bloques de la estructura BJ.

Se destaca la funcién de transferencia completa en la perturbacién y su
no conexién con la planta. Este es el esquema mas completo y complejo a
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utilizar para sistemas lineales SISO en este texto, se le conoce como Modelo
Box-Jenkins (BJ) ya que fue propuesto desde 1970.

Igual que en el caso de OE, al no compartir dindmica la planta y la pertur-
bacién no podemos nombrar A(g, 0) al denominador de la planta ya que no se
refleja directamente en la salida, usamos igual a F (g, 0). El dnico polinomio
nuevo es D(q, 0), ménico igual que los otros denominadores, sin perdida de
generalidad.

D(q, 9) = [qik + dkflqkil + dkfzqkiz + -+ dqul —l—d()] (2.42)

La ecuacidn para este sistema

y(t) = ﬁig:g; u(t)+ gig: z; e(t) =G(q,0)u(t)+H(q,0)e(t), (2.43)
donde
G(q,0) = ﬁgi]”z; H(q,0) = gi‘q]’z)), (2.44)

muestra lo completo para representar sistemas pero también la complejidad,
ahora son 4 polinomios a estimar. Creamos el vector renglén que contiene a
todos los pardmetros desconocidos

T
0 — fo i o fiex ficr bt by ... bu_1 by . (2.45)

co €1 ... Cr—2 Cr d() d] dku dkfl

Es claro que el numero de pardmetros a calcular ha doblado y los datos
siguen iguales solo la entrada y la salida. Sustituyendo G(¢q,0)y H(q,0) enel
predictor de un paso, ecuacion 2.15

C(¢,6)—D(q,6)
C(g,0)

D(q,0)B(q,0)
C(q,0)F(q,0)

3(t16) = u(t) + y(1)- (2.46)

Para formar el vector de datos utilizamos el registro de entradas y salidas,
pero también lo visto en las estructuras anteriores: el error de prediccién y los
estimados pasados de salida. En total se necesitan 4 tiras de datos para los
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coeficientes de 4 polinomios. Para el nuevo polinomio D(g, 0) lo mas tipico es
utilizar una variable relacionada con el error por tratarse de la dindmica de la
perturbacidn.

Esta vez estamos lejos de una regresion lineal y los algoritmos tipicos de mi-
nimos cuadrados con inversa frecuentemente fallan, se necesita un algoritmo de
minimos cuadrados robusto. Los programas como el Toolbox de Identificacién
de Sistemas de Matlab vienen preparados para esto y calculan frecuentemente
bien los polinomios de BJ. Pero no es exclusivo un buen algoritmo de mini-
mizacién que vienen en los libros de métodos numéricos es suficiente, ver por
ejemplo [21].

Pero lo que no cambia es que hay que formar la matriz de datos de N renglo-
nes, el tamafio del renglén es igual a la suma de los coeficientes a calcular que
corresponden al tamafio de 6.

Una vez calculado 6 con los coeficientes se forman los polinomios F(q, 6),
B(q,6),C(q,0) y D(q,0), finalmente G(q,0) y H(gq,0). Con esto se construye
el modelo completo en formato estandar, tipo ecuacién 2.43.

Oftras Estructuras

Las 4 estructuras presentadas en este capitulo, ARX, ARMAX, OE y BJ son
las dnicas que son explicadas y explotadas en este libro. Son las méds comunes
por exitosas pero no son las tnicas existen muchas mds, sirva esta seccion para
mencionar algunas de ellas que aunque menos usadas tienen su nicho, es decir
son muy buenas para algunas aplicaciones o bien representan retos tecnoldgicos
interesantes.

Modelo ARIMAX. Es como la estructura ARMAX pero con una parte
de integracién mejorada. Es itil para representar sistemas con perturbaciones
lentas, explicado en [15]. El modelo e obtenido remplazando la entrada y la
salida por sus diferencias, ejemplo: Ay(t) = y(1) —y(r —1).

Modelos ARARX y ARARMAX. Son de la misma familia que ARX y
ARMAX la diferencia es la eleccién de modelos para la perturbacion, para
ARX y ARMAX se elijé un modelo auto regresivo mientras que para ARARX
y ARARMAX se usa un promedio mévil. Con el diagrama a bloques se ve
claramente como esta compuesta la estructura ARARMAX, ARARX es igual
solo que el polinomio C = 1. Es una alternativa al modelado de perturbacién
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util cuando tenemos problemas de ajuste. Ver por ejemplo [3].

I

C
]

ult] e 1

Figura 2.6: Diagrama a bloques de la estructura ARARMAX.

Modelo General. Siguiendo la 16gica de representacion por diagramas de
bloques hemos visto que hay 5 polinomios en total del A al F, si hacemos las
combinaciones serian 32 en total. El modelo que tiene todos los polinomios se
le conoce como Modelo General, su ecuacion queda as{

A(q)y(t) ) e(t). (2.47)

Esta expresion es demasiado general para tener aplicacion practica, el mode-
lo resultante es poco Util y eso sin contar en la gran complejidad para obtenerlo.
Lo mas comun es usar casos especiales o simplificados para situaciones particu-
lares.

Modelo FIR. Es un tipo de modelo muy utilizado en andlisis de sefiales
como Acustica, finanzas, econometria, etc. Es muy simple ya que solo tiene un
polinomio: B. Su ecuacién es

y(t) = B(q)u(t). (2.48)

Tiene dos ventajas importantes, es un regresor lineal por ser un caso especial
de ARX y el error se refleja directamente en la salida, es un caso especial de OE.
Esto significa que puede ser estimado eficientemente y es robusto contra el ruido.

Su desventaja principal es el numero de pardmetros, no es raro decenas o
hasta cientos de pardmetros.






3. Modelos para sistemas en lazo
cerrado

La identificacion de sistemas en lazo cerrado es conveniente cuando la planta
cuenta ya con un controlador y estd operando o bien en el caso de una planta
que en lazo abierto es inestable. De otra manera no es aconsejable utilizarla por
la contaminacidn del error con el filtro del controlador, lo que numéricamente
perturba la estimacion de parametros.

La ventaja de la identificacién en lazo cerrado es que se pueden reajustar el
controlador o el modelo con una segunda identificacién.

Durante todo el capitulo los polinomios estdn dados en potencias negativas
de g, a veces para facilitar la lectura en abuso de notacién se omite en el nombre
del polinomio expresar la potencia negativa, asi se escribe A(g) en vez de A(g~")
pero todos son polinomios a potencias negativas.

3.1 Identificacion en lazo Cerrado

Para poder identificar en lazo cerrado necesitamos conocer el controlador que
estd en operacion. Sin perdida de generalidad supongamos un controlador tipo
RST, donde R, S y T son polinomios definidos asf:

S(q) =g ™ +Sn—1q" " +5n2g™ 4+ +51¢"" +50]
R(q) = [rl’qu_nr + rnrflan_l + rnrfzan_z —|— e _|_ ’"lq_l + r()]
T(q) = tng ™™ +tn-1q" " +ty2¢" 2+ 4ng "+ (BD)
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Un esquema general para identificacién en lazo cerrado se muestra en la
figura 3.1. La planta a ser identificada se indica como G(t), notar que se incluye
el controlador, estd operando en lazo cerrado. En la misma figura se replica abajo
en paralelo un sistema con el mismo controlador y con un modelo estimado
de la planta G(t). La diferencia entre ambas salidas, llamado error en lazo
cerrado ¢, sirve para ajustar el modelo mediante un Algoritmo de Adaptacion
Paramétrica (AAP).

v(t)

T ult (t)
LN -y CX B X

PR ECNErE y(t)
B)—>| s un,l a4

R — |

AAP

Figura 3.1: Diagrama a bloques de la estructura CLOE.

Las sefiales que vemos son: la entrada de control u(7), la salida de la planta
¥(t), la entrada al modelo estimado i, la salida del modelo estimado J(¢), la
referencia para control r(¢) y la perturbacién v(z).

Estructura CLOE

La primera estructura por construccién obvia es la del Error de Salida en Lazo
Cerrado, CLOE por sus siglas en inglés. Comenzamos por definir el error y el
error de prediccion a la salida como:

erc(t) = y(t) = 9(1)
ec(t+1)=y(t+1)—3(+1). (3.2)
La prediccion de la salida a priori, basada en 6 (t) y la prediccion de la salida

a posteriori o sea basada en 6(¢ 4 1) se definen en la ecuacién 3.3. También se
representan en su forma de minimos cuadrados, ver ecuacién 1.48.
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F+1)=9(+16()) =6 ()9 (r)
Fe+1)=9(t+116(+1)) =06 (t+1)¢(r) (3.3)

De la misma manera se definen los errores de prediccién en lazo cerrado, a
priori 'y a posteriori.

ec(t+1) =y +1) =9 +1)
ec(t+1)=y(t+1)—y(r+1) (3.4)
Con estas definiciones y aplicando el algoritmo de ajuste paramétrico de

minimos cuadrados presentado en las ecuaciones 1.50-1.52, la estimacidén para-
métrica queda como sigue:

gct+1)

el ) = TS T R (060 G
O(t+1)=0(t)+F(1)p(t)erc(t+1) (3.5a)

1 _ _F090eT(F (1)
F(t—i—l):ll(t) F(t) B0 o7 ()F 900 (3.5b)

El error a posteriori se calcula con el error a priori, ecuacién 3.5, con este se
actualiza el vector de pardmetros 3.5a y finalmente se calcula la nueva ganancia
de adaptacion 3.5b, quedando todo listo para la nueva iteracion.

Para el modelo de la planta usamos nuestro modelo de base, ecuacion 2.1,
en forma polinomial queda:

g “Blg")

AT u(t), (3.6)

y(t) = G(t)u(t) =
donde
d = retardo

A(Q) = [1 +alq_1 —|—Clzq_2 + +anA*1q_nA_l +anAq_nA]
B(q)=[big " +bag *++ by 1q "+ buyg ™). (3.7)
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En esta representacion el retardo puro del sistema se hace explicito para
evitar un vector con ceros lo que numéricamente no es deseable. Ademas el
polinomio A(q) es ménico y el polinomio B(q) tiene un retardo unitario que es
el tiempo minimo de respuesta ante una excitacién. Por esta razén es comiin
encontrar una version factorizada de los polinomios A(g) y B(g) que no tienen
coeficientes constantes al inicio, ni ceros ni uno.

Alq)=14q"'A*(q")
B(q)=q 'B*(q”") (3.8)

De esta manera se tienen los polinomios alternativos que facilitan el calculo
al no tener renglones o columnas que se anulen o sean constantes.

A(q)=[a1+aq "+ +an,—1g ™ +ang "]
B'(q) =[b1+bq "+ +buy1g7" +bnyg ). (3.9)

Los polinomios A* y B* contienen todos los pardmetros del modelo por lo
que es posible construir con ellos el vector de pardmetros 6.

0" =[ay---an, b1 by (3.10)

Dada las potencias de g que acompaiian a los coeficientes y con la experien-
cia del capitulo anterior es féacil deducir el vector de datos de acompafiamiento.

07 (1) = [—3(t) - —y(t—ma+1) ult—d)---ult—ng+1—d)] 3.11)

Del modelo de la planta 3.6, pero considerando la perturbacién como en el
caso de ARX, la salida de la planta se calcula como:

A(g)y(t) = g “Blq)u(t) +A(g)v(1). (3.12)
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Sustituyendo A* y B* en los dos primeros términos:

(1+q 'A%(q))y(t) = g 'B*(q)u(t) + A(q)v(r).

Despejando la salida y avanzando un paso, es decir multiplicar por g toda la
ecuacion, llegamos a la expresion de la salida siguiente:

y(e+1) = -A(q)y(1) + B (qJu(t —d) +A(g)v(t+1),  (3.13)

como esperado tiene la misma forma que el vector de datos. Asi, es posible
escribir la misma ecuacién como:

yit+1)=0T¢(t) +A(q)v(t+1). (3.14)

De manera similar se pude proceder con el estimado de la planta pero en
este caso no hay perturbacion, la salida del modelo estimado queda:

§(+1) = —A*(@)5(0) + B* (@)t —d) = 679 1), (3.15)
Con sus vectores de pardmetros y de datos construidos de la misma manera.

07 =[a1---a,, by---by, (3.16)
o7 (1) = [-9(0)--- =t —na+1) a(t—d)---a(t —np+1-d)]

La entrada de control u(¢) dado el controlador RST es

R T

u(t) = —gy(t) + Er(t). (3.17)

Y la entrada de control para el modelo queda

R T
a(t) = —gyA(t) + Er(t). (3.18)
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Algoritmo CLOE
Para desarrollar un algoritmo de estimacién de los parametros del modelo la
idea es expresar la salida en funcién del vector de datos y mediante minimos
cuadrados hacer la estimacién.

La entrada de la planta u(z) de la ecuacién 3.17 la sustituimos en la ecuacién
de salida 3.13.

—d px* —d p*
BT B
yit+1)= 1 S r(t) — (A*+ 1 3 >y(t)+Av(t+1)
Remplazamos y(¢) utilizando la ecuacién 3.2.
—d p* —d px —d p*
BT B*R B*R

ye+1) = qTr(t)— (A*Jrq S )y(z)— < w4 4 S >£Lc(t)—|—Av(t+1)

Sustituyendo la referencia de la ecuacién 3.18 y cancelando un término de
().

g ‘B*R

y(t+1) = —A"5(t) +q B*a(t) — <A* - > erc(t) +Av(t+1)

La primera parte de la ecuacién puede ser producida por el producto del
vector de pardmetros 0 y el vector de datos ¢ como se hizo para las estructuras
en lazo abierto.

070 (1) = —A*9(t) +q 9B a(t) = —A*9(t) + B i(t — d)

Finalmente la expresion para la salida queda:

de*

S

yir+1)=0T¢(t) - (A* +4 > ec(t) +Av(r+1). (3.19)
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Con esto podemos calcular el error a posteriori de la ecuacién 3.2 sustitu-
yendo 3.19 y 3.15.

ec(t+1)=(0-8) o(t) - (A* + quB* ) ec(t) + Av(t + 1)

Factorizando &¢ (1 +1).
AS+q “BR A
gc(t+1) (g) = (60— G)T O (1) +Av(t +1)

Los polos en lazo cerrado son:

P=AS+q “BR.

Remplazando el error a posteriori queda de la siguiente manera:

AS

(9—@)T¢(t)+?v(t+l). (3.20)

ol

ELc(t+ 1) =

La ecuacidén 3.20 es vélida en un ambiente estocdstico, para el caso determi-
nistico (sin perturbacidn) tenemos:

ec(t+1)=2(0-6)" o(r). (3.21)

Con esto queda completo el algoritmo CLOE, para encontrar los coeficientes
del modelo utilizando minimos cuadrados con las ecuaciones 3.5, el vector de
datos y el estimado de pardmetros no sufren modificacién, finalmente el error a
priori queda:
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gic(t+1)=y(t+1)—67(1)9(r).

CLOE + Perturbacion extendida

Igual que se hizo para el caso de identificacién en lazo abierto se procede para
el lazo cerrado. Primero se establecié una estructura basica CLOE, ARX en el
caso de lazo abierto y luego se mejoré la representacion de las perturbaciones
en el modelo. Esto di6 origen a ARMAX en el lazo abierto y en el caso de lazo
cerrado se presenta la estructura XCLOE.

Para el caso de la estructura XCLOE se considera un modelo de perturbacién
del tipo:

Donde e(t) es un ruido blanco gaussiano de media cero y varianza A y C(gq)
es un polinomio asintéticamente estable. Siguiedo el mismo procedimiento que
para CLOE planteamos la ecuacién de salida estimada como en 3.15.

S0+ 1) = ~A(q)300) + B ()it —a) +-7 L
_ AT A ELc(t)
=0"¢9(t)+H S
=0, ¢.(t) (3.22)
Donde:
H* = q(CS— P)

)
o (qil) =c14cq7 ! +C3q72 4+ 4 C,,qunﬁl
H (g Y =h+hqg ' +hag 2+ + Ry qg !
=C*'S—A*S—q B'R. (3.23)
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Retomamos la expresion de la salida 3.19 y remplazamos los estimados que
acabamos de presentar en las ecuaciones 3.22.

y(it+1)= GTqb(t)—i-Ifl*eLg(t)—C*SLC(Z)—i-Ce(H—l). (3.24)

Teniendo expresiones para la salida y salida estimada, ecuaciones 3.24 y
3.22, es posible establecer el error a posteriori para la estructura XCLOE.

erc(i+1) = é (6.~ 8)7 9ult) +et + 1) (3.25)
Donde:
ol =[6" m I Py |
0f =[6" h Iy Ty |
y = [‘PT(t) rc,(t) -+ ELCf(t_nH+1):|
1
erc,(t) = ESLC(I)- (3.26)

Para usar los minimos cuadrados como algoritmo de ajuste paramétrico
(AAP) en XCLOE queda de la siguiente manera: el vector de pardmetros es
6,(t), el vector de datos es @ (¢) y el error a priori esta dado en la ecuacién 3.27.

grc(t+1)=y(t+1)— 0] (1)9.(1) (3.27)
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4.1

4. Modelos usando redes
neuronales

Igual que en otras 4reas de la Ingenieria la inspiracion para nuevas ideas viene de
la observacion de la naturaleza. Las redes neuronales artificiales son un caso de
éxito, han mostrado su utilidad en modelado y clasificacién de la informacién en
diferentes campos de aplicaciéon: medicina, economia e ingenieria, entre otros.

Arquitectura de redes neuronales

Una neurona artificial, simil de una bioldgica puede ser representada como en la
figura 4.1. Las entradas (&;) reciben informacién externa o de otras neuronas,
equivalente de las dendritas en las neuronas bioldgicas. La informacidn recibida
es ponderada por los pesos sindpticos (w;), equivalente a la sinapsis. La suma
de las entradas ponderadas y un nivel de sesgo, conocido como bias (6) por
su nombre en inglés, es procesada por una funcién dicha de activacién (@),
tipicamente lineal, sigmoidal o gaussiana. finalmente la salida (y), ax6n en una
bioldgica, conduce la informacién a otras neuronas o al exterior.

Uy

Funcién
de
Us activaciéon
: \ z y
: ¥
Un Salida

Entradas

6

bias
Figura 4.1: Neurona Acrtificial.

Siguiendo este esquema la representacion matematica de la neurona artificial
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presentada es la siguiente:

y=0 (Y wiu+6|. @.1)
i=1

Una neurona artificial es la unidad de base, igual que en el caso bioldgico,
es el agrupamiento de mucas neuronas lo que le confiere esa capacidad de pro-
cesamiento. Es posible agruparlas de muy diferentes maneras conocidas como
arquitecturas de redes neuronales.

Ejemplos de arquitecturas simples son: red en adelanto, red con retorno y
red celular. La red en adelanto consiste en colocar una neurona después de otra
en cascada, es un tipo de red estatica muy rapida. La red realimentada tiene la
ventaja de la correccion que otorga el regreso de informacién. Una red celular
consiste en una agrupacion local de varias neuronas que se encuentran todas
interconectada entre ellas.

En nuestro caso la producciéon de modelos con agrupamientos de redes neu-
ronales artificiales presenta la ventaja de poder aproximar funciones no lineales
con la eleccién de la funcién de activacién mientras que los pesos sindpticos
son ajustados por algin algoritmo de aprendizaje durante la fase de entrena-
miento. La arquitectura mds utilizada es una mezcla de redes de adelanto y
realimentacion que permite tener ambas propiedades. Tipicamente se arreglan
en capas, donde la 0 seria la capa de entrada, sucesivamente las capas posteriores
1,2,...,n—1 serian las capas ocultas y la dltima la capa n — 1 es la capa de salida.

Tenemos dos pardmetros: el numero de neuronas en cada capa y el numero
de capas, entre mas grandes sean mayor capacidad de aproximacién pero tam-
bién se incrementa la complejidad y el costo computacional. Ha sido mostrado
que una gran variedad de sistemas pueden ser representados con poco error con
solamente dos o tres capas de neuronas por lo que son los valores de inicio mds
usados [7] y [9]. En cuanto al numero de neuronas hay una gran variedad de
enfoques para determinar el mejor compromiso entre precision y complejidad
[20].

La eleccion de las funciones de activacién le otorga a la red neuronal las
capacidades para modelar sistemas complejos, la combinacién de varios tipos
es ampliamente utilizado al combinar sus ventajas, asi por ejemplo es comun
que en las capas de entrada y la de salida se utilicen funciones de activacién
lineales mientras que en las capas ocultas se utilizan funciones de activacién no
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lineales [6]. En cuanto a las funciones de activacién no lineales es tipico usar
funciones de saturacién para evitar un crecimiento desbordado, un ejemplo muy
usado es la funcién tanh por la ventaja de su derivada simple que se aprovecha
para optimizar los valores de los pesos sindpticos con cualquier método de
optimizacién basado en el gradiente.

Para ajustar los pesos sindpticos la red neuronal es sometida a un proceso
llamado de entrenamiento. La red neuronal recibe como entrada un vector
(regresor) de entradas pasadas de dimension [u(r —1),...,u(t —np)] y con la
salida se hace lo mismo, un regresor de salidas pasadas aplicado a las neuronas
de entrada [y(t — 1),...,y(t —n,)] , de tal manera que n, + n, = al numero total
de pesos sindpticos en la capa de entrada. La red estima el valor actual de la
salida J(¢) para el instante de tiempo 7 y comparado con el valor actual de la
salida y(#) podemos calcular el error de prediccion e(r).

Para ajustar los pesos sindpticos de la red ya definida se usa una algoritmo
de aprendizaje que de una manera iterativa va ajustando los pesos minimizando
una funcién objetivo muchas veces en funcién del error de prediccién. La
elecciodn del algoritmo depende de factores deseados como la robustez, rdpida
convergencia, costo, insensibilidad al cambio de pardmetros o tolerancia a
errores de medicidn, entre otros. Para muchos casos el algoritmo mas simple,
minimos cuadrados es suficiente. Asi para una tira de datos de tamafio N y un
vector de pesos sindpticos w con error de prediccion de e(r,w) = y(t) — (z, W)
el criterio cuadratico queda:

Eni. ) = Y 30.0). “2)

t=1

En una forma mas general un algoritmo para ajustar los pesos sindpticos w
tiene la forma:

_,0E
ow’
R es para ajustar la direccion de busqueda, 1) es el paso del aprendizaje,
% es el gradiente de la funcién objetivo y w(t) es el estimado de los pesos

sindpticos en el instante t.

(4 1) = () ~ 7[R

4.3)

Eligiendo convenientemente R obtenemos algunos algoritmos conocidos
como Gauss-Newton o Levenberg-Marquardt, en el caso mas simple cuando
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R =1 recuperamos el algoritmo mds sencillo utilizado en las redes neuronales,
el algoritmo del gradiente descendente.

JE
~ow

Dado un conjunto de datos de tamafio N, el estimado de los pesos sindpticos
se calcula para cada ¢ de 1 hasta N, cuando se llega a N se agotan los datos y se
dice que se completd una época (). Los mismos datos se vuelven a utilizar para
un nuevo entrenamiento (época) pero tomando como valores iniciales de los
pesos sindpticos estimados los dltimos de la época anterior. Asi sucesivamente
durante varias épocas, a cada pasada normalmente el error va disminuyendo de
forma exponencial decreciente y solo queda decidir cuando parar, normalmente
cuando ya no haya una disminucién importante del error, a criterio del entrena-
dor de la red. El pardmetro 1 estd relacionado con la velocidad de convergencia
de la estimacidn, para valores pequefios es lenta y para valores grandes puede
llegar més rdpido pero también puede oscilar. Por esta razén hay diferentes
propuestas para modificar 1 al pasar las etapas, en un principio un valor inicial
que disminuye con el numero de épocas [16].

W(r+1) =w(r) (4.4)

Red Neuronal - Ejemplo simple

En esta seccién se presenta una red neuronal bdsica pero funcional para muchos
sistemas sencillos, la idea es mostrar el modelo matematico sin generalidades
para que sea facil de leer y darle seguimiento. La red en cuestién tiene dos capas,
en la entrada ny = 2 neuronas y una sola neurona en la capa de salida puesto
que se tiene una sola salida (n; = 1). El tamafio del regresor en la entrada es
eleccion del usuario, buscando el balance entre simpleza y precision. La figura
4.2 muestra esté red.

Para construir el modelo matemético partimos de la salida, de derecha a
izquierda. Primero la funcién de activacién de la segunda capa, luego la suma
ponderada por los pesos sindpticos de la segunda capa y por dltimo las dos
sumas ponderadas de los regresores de entradas y salidas pasadas.

3(1) = @3(T) 4.5)

7= 501r) (4.6)

p=1
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)

FPZZ(WP,M( +Z Wpt+1y( ])) 4.7)
i=1 j=1
Donde u(t —i) y y(t — j) son la entrada y salida respectivamente para una
tira de N datos, por tanto 1 <t < N, dependiendo de cuantas entradas y salidas
pasadas se quieran tomar, eso define el tamafio del regresor, 1 < i < ny, las
entradas pasadas y 1 < j < n, las salidas pasadas y, el numero de neuronas en
la capa de entrada 1 < p < ny.

y(t — 2)%1n

\/JWQ;
wy it

/ W, Tt |

It —nay—

Figura 4.2: Red Neuronal de 2 capas.

Lo siguiente es elegir las funciones de activacidn, dependiendo de esta
eleccion serd el tipo y caracteristicas del modelo obtenido. En este ejemplo
vamos a mostrar 3 modelos diferentes. Para el primer modelo elegimos lo mas
sencillo, ambas funciones de activacién lineales ¢;(x) = @(x) = x, modelo
4.5-4.7 queda:

y)=T (4.8)
T= Z (2prp)
p=1

rp =Y, (wpu(t =)+ Y (Wpisjy(t = J).

i=1 J=1
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Para el caso de una funcién de activacién lineal en la capa de entrada
(¢1(x) = x) y una no lineal para la salida @, (x) = nolineal, el modelo 4.5-4.7
toma la forma:

() = @(T) (4.9)
T = Z (zp7p)
p=1

rp= Z (WpJ'l/t(l — l)) + Z(Wp,i-‘rjy(t _.]))

i=1 j=1

La tercer forma es con una funcién de activacion no lineal en la capa de
entrada (@) (x) = nolineal) y lineal en la capa de salida (@3(x) = x).

$(t) =T (4.10)
T= Z(Zp‘Pl(rp))
p=1

rp= Z (WpJM(I — l)) + Z(Wp,i-‘rjy(t _.]))

i=1 Jj=1

Seamos especificos para mostrar el detalle, por ejemplo el tercer modelo
ecuacion 4.10 con ¢ (x) = tanh(x), dos neuronas en la primera capa (nop =2) y
un regresor con dos entradas pasadas (n, = 2) y una salida pasada (n, = 1). El
modelo es el siguiente:

$t)=T 4.11)
T = z; tanh(r;) + z2 tanh(r2)
ri=wiu(t—1)+wiu(t—2)+wisy(t—1)
ry=—4wyu(t —1) +woou(t —2)+wyzy(t—1).

También es posible escribir el modelo con el regresor en este caso J =
[u—1) u(@—2) y@-—1)].

y)=T (4.12)
2
T =) zptanh(r,)
p=1
ng+np
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Ya tenemos completamente definido el modelo, la siguiente etapa es el
entrenamiento de la red para calcular los pesos sindpticos. Necesitamos definir
una funcién objetivo, lo mds sencillo es optimizar el error cuadrético e(t) =

(1) =3().

EWpg:2p) = l Wp.grZp) (4.13)

\\Mz

Para el ajuste de los pesos sindpticos w), , y z, empleamos el algoritmo de
gradiente descendente.

JoE
WP»q(t + 1) = W.mq(’) - oW (4.14)
Pq
JE
Lp(t+1)=2,(t) —n+;
P P azp

Para n se elige un valor inicial (1) por el usuario y se hace diminuir
exponencialmente después de cada época de entrenamiento. Las derivades
parmales a0 Y a— se calculan con la regla de la cadena.

OE__ 9 de 05 9T dr,
Mpg 06 09T dry Iy
JE _ OE de 99 T

92, 9é 93T dz,

(4.15)

En este caso el calculo de las derivadas arroja:
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Remplazando el calculo de las derivadas en la ecuacién 4.14 la expresion
para los pesos sindpticos es:

Wpg(t+1) =y g(1) + 1 e(t) zp sech?(rp) J(q) (4.16)
Zp(t+1)=2,(t)+n e(t) tanh(r,)

El costo computacional final depende del algoritmo de aprendizaje, en este
caso gradiente descendente, la funcién objetivo elegida, en este caso el error
cuadrético y de la arquitectura de la red, en este caso dos capas con dos neuronas
en la entrada y una en la salida y, un regresor de dimensién 3.

Red Neuronal - Especial SYSID

En este seccién se muestra una arquitectura de red neuronal especial para
modelado tipo identificacién de sistemas, fue presentada en [11, 12, 13]. Es una
red de tres capas, la primera capa tiene 2n neuronas, la segunda capa, la oculta,
tiene dos neuronas y la tercer capa tiene solo una neurona para la salida, por lo
que la llamamos red neuronal 2n-2-1, se muestra en la figura 4.3. Esta estructura
en apariencia sencilla puede producir diferentes tipos de modelos para sistemas
lineales y no lineales, cubriendo un largo espectro de aplicaciones, ademads
de que permite la reduccién del costo computacional con una simplificacion.
El tamafio del regresor y la cantidad de neuronas en la primer capa son los
pardmetros de ajuste del usuario, en cuanto a la arquitectura, porque también
es posible modificar la funcién objetivo y el algoritmo de ajuste de los pesos
sindpticos.

De acuerdo con la figura 4.3 y siguiendo los mismos pasos que en la seccién
anterior el modelo es el siguiente:

() =X3(T) (4.17)
T = Zp@a(rp) + Za@a(ra) + Z

n
rp = Z Vbi(pl (JMWbi)
i—1
l}’l
Vai 1 (JﬁWai)
=1

Ty =

1

El regresor para las entradas J, = [u(t — 1) u(r —2)...u(t —ny)], el regresor
para las salida J; = [§(t — 1) $(r —2)...9(t — ny)], el vector de pesos sindpticos

para la entrada Wy, = [Wp,,, W, ... wa]T y el vector de pesos sindpticos para
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la salida W, = W, W, ... Wa,, ]". Lalista de todos los pesos sindpticos: X,
Zpy Zas Vs Vi, Wi, Wy, Zp, para 1 < i < n neuronas.

u(k—1) b1]
W ,
by,
u(k-2) L2 &) %
bl
ulk—n,) Wb
1,n,
ulk—1) W bll V
r
b b b
R et
u(k—n,) Wb
2 v, 7
° Y b
u(k—1) o
= W bnn.l [ ]
b
ulk—2) nn.2 e
ul(k—n,) T X
by &

Zh
v(k—n,)
W, < V.
. '
P(k=1) a
nn, 1
S(k-2) W”nnz
: ® 1
ylk=n,) W
a

Figura 4.3: Red Neuronal Artificial 2n-2-1.
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Eligiendo diferentes combinaciones de funciones de activacién podemos
tener diferentes tipos de modelos. Enseguida se muestran 4 familias de modelos
que se pueden producir.

Primer modelo con funciones de activacion no lineales en la capa de entrada
y lineales en las otras dos @3(z) = ¢2(z) = z.

YE)=XT (4.18)
T=Zyry+Zsv,+72
n
=) Vo, 01(JuWp,)
i=1
ln
Ta = Vai(pl (JfWai>

i=1

Al tener la capa de entrada funcién de activacién no lineal este tipo de
modelo es apropiado para problemas de control no lineal.

El segundo tipo de modelo es el clasico con capa oculta no lineal, entonces
las capas uno y tres son lineales @3(z) = ¢;(z) = z.

)7(1‘) =XT 4.19)
T = Zb(pz(rb) +Zaq)2(ra) + 7
=3 Vo, (JuWp,)
i=1
ra= ) Va,(JsWa,)

i=1

Es la estructura cldsica que se usa de manera general ya que la capa oculta
no lineal le da una capacidad de ajuste de amplio espectro.

El tercer tipo de modelo se obtiene al considerar todas las funciones de
activacion lineales @;(z) = ¢,(z) = ¢3(z) = z lo que viene a ser un modelo
lineal tipo ARX.
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y(t)=XT (4.20)
T = Zb ry +Za ra +Zh
n
rp =) Vi,(1.Wy,)
i=1
n
ra= ) Va,(JsWa,)

i=1

De esta manera es posible de tener modelos lineales en redes neuronales.

El cuarto tipo de modelos tiene una funcién de activacién no lineal solo en
la neurona de salida, es representativo de varios sistemas que presentan esta
caracteristica, electromecdnicos y procesos por ejemplo, entonces la primera y
segunda capa son lineales @ (z) = ¢2(z) = z.

() =Xos(T) 4.21)
T=Zyry+Z,v,+27
n
rp = Vbi (‘Iqui)
i=1
n
rq = Va, (Jﬁwdi)

i=1

Tomando como base la red neuronal propuesta 2n-2-1 es posible definir
una version simplificada cuyo costo computacional es significativamente menor
conservando buenas caracteristicas de ajuste. Presentamos la red neuronal 2-2-1
como se muestra en la figura 4.4, el numero de neuronas en la capa de entrada
queda fijo en 2.

El modelo matematico es el siguiente:

() =X3(T) (4.22)
T = Zb(pz(rb) +Zaq)2(ra) + 7
ry =n X Vy, @1 (J,Wp,)
ra =n X Vg @1 (5Wy,).
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Figura 4.4: Red Neuronal Artificial 2-2-1.

Figura 4.5: Red Neuronal Artificial 2-1.
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Los pesos sindpticos son: X, Zy,, Zy, Vp,, Va,, Zp con Wy, = [Wp,, W, ... anb]T
Yy Way = [Wa, Wo, .. W, 17

Eligiendo apropiadamente las funciones de activacion del modelo 4.17 es
posible transformar el computo a esta red 2-2-1 guardando sus capacidades de

representacion pero con bajo costo computacional [11, 12, 13].

Finalmente es posible todavia reducir la complejidad y por tanto el costo
computacional, en algunos casos una red sencilla es suficiente, la red 2-1 aqui
representada en la figura x.

Esta red, compuesta unicamente de dos capas y tres neuronas, una para la
salida otra se ocupa del regresor de las entradas pasadas y la dltima para el
regresor de las salidas pasadas. Su modelos es como sigue:

() = o3(T) (4.23)
T = Vg1 (JuWg) +Va@ (JsWa) + H

Donde Wp = [WBLI WBlAz WBl,nb]T yWa= [WALI A1,2 WALnu]T'
La velocidad de respuesta, la simplicidad de calculo hacen una buena opcién
de esta red para aplicaciones en linea.

En resumen la red neuronal propuesta en la ecuacién 4.17 tiene una capa-
cidad de aproximacién buena para la mayoria de las aplicaciones, una versién
que mejora considerablemente el costo computacional y en algunos casos sin
perdida de poder de aproximacion es la red 4.22 y por tltimo una pequefia red
muy simplificada pero util por sus bajos requerimientos y aptitud para trabajar
en tiempo real es la representada en 4.23.
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5. Modelos a bloques:
Hammerstein-Wiener

Una manera muy exitosa de tratar los sistemas no lineales es a través de los
diagramas a bloques. Por un lado deja la parte no lineal como un componente
estatico y por otro lado facilita la estimacién y uso del modelo. Construir un
modelo puramente no lineal y variante en el tiempo puede ser un reto que de-
mande una enorme cantidad de recursos para que al final tengamos un producto
inexplotable.

Modelos a Bloques

Un modelo Hammerstein es un sistema de dos bloques que representa una
familia de sistemas no lineales, aquellos representables por un bloque no lineal
estatico y un bloque lineal dindmico, como se muestra en la figura 5.1.

u(t) . x(t) . w(t)
Mo lineal Lineal EEE—

Figura 5.1: Modelo Hammerstein.

Existe también la estructura opuesta, es decir primero un bloque dindmico
lineal y después un bloque estético no lineal, es conocido como Modelo Wiener,
se muestra en la figura 5.2.

lut) . x(t) . w(t)
Lineal MNo Lineal ——

Figura 5.2: Modelo Wiener.
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La combinacion de ambos modelos se conoce como Hammerstein-Wiener,
combina las capacidades de modelado pero se vuelve un modelo mas complejo,
més dificil de manipular, representado en la figura 5.3.

u() K(t) rt) y(t)

Mo lineal Lineal No lineal

Figura 5.3: Modelo Hammerstein-Wiener.

Para identificar un modelo Hammerstein-Wiener se necesita en realidad
construir tres partes o bloques por lo que no hay una manera tnica de hacerlo.
Entre los métodos utilizados podemos listar: el enfoque iterativo, el enfoque por
sobreparametrizacion, los métodos en el dominio de la frecuencia, los métodos
por subespacios y los algoritmos estocasticos.

Construyendo el modelo bloque a bloque, el primero y el tercero son funcio-
nes de sus entradas tnicamente, por lo que solo cuenta el valor presente en la
entrada, no hay memoria, no hay dindmica temporal. En cambio el bloque de en
medio es un sistema dindmico lineal tipicamente representado por una funcién
de transferencia o una descripcién en espacio de estados, ver figura 5.4.

u(t) Kt rt) y(t)
fu) Ha™) a(

Figura 5.4: Modelo Hammerstein-Wiener con funciones.

El primer bloque es una funcién de la entrada x(z) = f(u(t)) y estd funcion
puede ser representada como una adicidn de funciones bésicas:

x(0) = Y erfilult)). 5.1)
=1

donde:

e m es el nimero de funciones basicas usadas.

e u(t) es la sefial de entrada en el tiempo 7.

e ¢; son los coeficientes de las funciones basicas.

e f; son las funciones bésicas con respecto a la entrada.

Para el bloque de salida hay que hacer 1o mismo y(¢) = g(r(¢)) pero dado
que los datos que tenemos son de la salida la funcién g debe ser invertible
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r(t) = g7 '(y(t)) y es sobre esta que se hace la descomposicién en funciones
bésicas.

1) = ¥ digi(y(0)) 52)
=1

Donde:

e p es el nimero de funciones bésicas usadas.

y(t) es la sefial de salida en el tiempo 7.

d; son los coeficientes de las funciones basicas.

g1 son las funciones bdsicas con respecto a la salida.

Para el bloque de en medio, un sistema lineal invariante en el tiempo, usamos
la representacion de base que planteamos en el capitulo de sistemas lineales
ecuacién 2.1, en este caso la funcién de transferencia en operador ¢! es H(g™!)
y queda representado asi:

Hi) < lethd bt by ™ BlaT) o
ao—arg ' —arqg?—...—aynq " Alg')’ '

donde:
e 1, es el orden del denominador.
e 1y es el orden del numerador.

5.2 Modelo Hammerstein-Wiener

Para un modelo Hammerstein-Wiener no hay una manera tnica de identificar los
tres bloques y es posible describirlo de muchas maneras es por eso que se tienen
varios métodos de estimacion para los parametros, algunos ya citados arriba, la
realizacién mostrada aqui es la presentada en [4, 5], separando el bloque lineal
y considerando una fuente de ruido aditivo v(z).

f(t)
_ S _
u(t) be(t) wit) s() ® y()
f(u) Ba) o 1A@") om  —

Figura 5.5: Realizacién del Modelo Hammerstein-Wiener.

El modelo para esta realizacién considerando las descomposicién en funcio-
nes bésicas como descrito arriba queda:
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¥(1) = 21 { Y digily - i>]} + "Zbobj {iczmu@ —m} v(t), (5.4
i= =1 Jj= I=1

donde el primero de los dos bloques de sumatoria corresponde a las funcio-
nes de representacion de la salida pero filtrada por el denominador de la funcién
de transferencia y el segundo bloque sumador corresponde al bloque no lineal
de la entrada que pasa a ser filtrado por numerador de la funcién de transferencia.

EIl modelo para esta estuctura es:

y(t) = g(H(q)f(u(t))), (5.5)

claramente estamos ante un problema de optimizacién no lineal. De acuerdo
con la figura 5.5 podemos partir en dos sistemas teniendo como sefial intermedia
s(t), primero en funcién de la sefial de entrada:

s(1) = ibj{iqﬁ[u(t—j)]}ﬂ(t), (5.6)
j=0 =1

luego en funcién de la salida:

s(t) = i aodigi[y(t)] + i‘, aj {i digily(t —i)] } : (5.7
=1 i=1 =1

Igualando las ecuaciones 5.6 y 5.7, dejando todos los miembros de un solo lado
y metiendo todos los términos a las sumatorias tenemos:

1y

)3 { y bjcifilu(t —j)]} - iaodzgz ()]
0 U=t =1

=0 i=
- i {Xp: aidigi[y(t — i)]} +v(t) =0. (5.8)
i=1 (/=1

Asi vemos que se trata de una expresion bilineal para los parametros a, b, c y d.

Hammerstein-Wiener: Sobreparametrizacion

Un primer método que permite atacar la bilinealidad es conocido como sobrepa-
rametrizacion, aplicado a modelos Hammerstein-Wiener lo podemos ver en [5].
La ecuacioén 5.8 puede ser expresada en una forma sobreparametrizada, es decir
en una forma matricial y lineal en los pardmetros.
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i{i jcifilu } iaodzgl
nZ{Zadlgl l—l)]}+v(t)

i=1

0=®(1)0+v(t) (5.9)

Donde ®(¢) y 6 quedan de la siguiente manera:

D(1) = [®1(t) DPo(r) D3(t) DPa(r)]

y
0= [boci bocz -+ bocm bici bica -+ bicy
bnbcl banQ cee bnbcm aod1 aod2 cee aodp
aidy aydy -+ ayd, apd; apd, - anadp]T.

Desarrollando ®(7) tenemos:

®i(1) = [fi(u)) fo(u@) - fulu@))], (5.10)

1 cee
By(1) = fl(u('fn—z)) fz(u(f'—z)) fm(”.(’n_z)) (5.11)

D3(t) = [—g1(0(1)) —&0) - —gp((1))] (5.12)
y
Qu(t) = [~a10(—1)) —gO-1)) - —gb—1))
“06-2) —e0t-2) g2 5y
-1t —ny)) —g0(t—nd)) - —g((t—na))].

Los parametros 0 se estiman con la descomposicién en valores singulares
(SVD):

L
o=U0sv"' =Y ouy/
=1
L= (np+1)m+(ns+1)p

X =diag[oy o, - of]. (5.14)
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La matriz X contiene los valores singulares, siendo o, el mas pequefio. u;, es
el L-ésimo vector singular izquierdo y v, es el L-ésimo vector singular derecho.
Los pardmetros buscados estdn en 8 = v;, con norma euclidiana igual a 1 lo que
nos indica que es una solucién unica. Ya con los parametros estimados 6 se
forman las siguientes matrices re-acomodando los pardmetros.

b()C] b]C] tee bnbcl
boca  bicy -+ by

O = | . .. : (5.15)
bocm bicm - bnbcm_
a0d1 a1d1 ce anadl_
a0d2 a1d2 cee anadz

O = | . . ) (5.16)
aod, ard, --- ap,dp|

A estas matrices 6. y 6,4 se les aplica nuevamente la descomposicién SVD
para calcular @, b, Cy d.

min(n,m)

Ope = B (5.17)
=1

Donde 3 contiene los vectores singulares izquierdos, ¥ los vectores singulares
derechos y los valores propios en J.

min(ng,p)

6= Y, QAo (5.18)
=1

Donde A contiene los vectores singulares izquierdos, @ los vectores singulares
derechos y los valores propios en ¢.

Finalmente los pardmetros 4, b, ¢, d se obtienen con el siguiente calculo:

a= @0,
b=admn,
¢= P,
d’\:ll.

Enseguida hay que normalizar esos pardmetros mediante la norma euclidia-
na.
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_,a [ldl
— vYa A
eV lle]
b [lel
b=5.8:8—— =
I CTRATE
¢
C=Seyan
“Jlell
d
d:SdiA
]|

N

Donde s, s., s; denotan el signo del primer elemento no cero de 4, ¢, d, respec-
tivamente.

Es posible realizar una comprobacién de los pardmetros aprovechando su
norma unitaria.

||| =1, c=lc1 ¢ - el
ldl=1, d=la d - 4

a
Hb] =L a=lw a o a)
b=1[b, b1 - by

5.4 Hammerstein-Wiener: Iterativo

Tomando como base la representacion del modelo Hammerstein-Wiener de la
figura 5.4, las ecuaciones estaticas de los bloque no lineales son:

x(t) = f(u(r)),
y(t) =g(r(t)). (5.19)

Las funciones no lineales son representadas mediante polinomios:

x(1) = f(u(t)) = ,Zl fud (),

¥0) = 5(r0) = Y g1P (1), (5.20)
=1
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El bloque dindmico lineal se modela por una funcién de transferencia H (g~ ")
en operador en atraso, r(z) es la salida y x(¢) es la entrada.

A(q’l) =1 +a1q*1 —i—azq*z +---+ayqg "
Blg Y =bo+biqg  +byg >+ +bpqg "

B(q ")
A(g™)

Para el bloque lineal, la estimacidn de la salida se hace mediante el predictor
de un paso, ecuacién 1.45.

H(g ") =

(5.21)

P(t) = B(g ")x(1) +[1 —A(g~")]r(r) (5.22)

La idea es producir una ecuacién recursiva con el predictor de un paso para
estimar los pardmetros de manera recursiva, la idea original fue presentada en
[14]. Un paso clave es representar la ecuacion de salida polinomial 5.20 en una
forma alternativa sacando el primer termino de la sumatoria:

Y(t) = gir(t) +¢'(r(1))- (5.23)
Sustituimos H(g~!) por sus polinomios en el predictor:
F(t) = box(t) + [B(g™") = bolx(1) + [1 = A(g ")]r(1). (5.24)
Sustituyendo el predictor 5.24 en la ecuacion de salida 5.23:

(1) = gi[bof (u(t)) + [B(g~") — boJx(t)
+[1—A(g Dr(n)]+¢'(r(2)). (5.25)

Sin perdida de generalidad se pueden elegir gy =1y b, = 1, tal que el
manejo de la ecuacién 5.25 sea mas sencillo y sustituyendo los equivalentes
polinomiales.

y(0)= Y ful(6) + [Blg ™) — 1x(0)
=1

Al + Y e 0) (5.26)
=2
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El predictor en forma vectorial queda:
() = @(1), (5.27)
el vector de parametros es

0 = [fl f2 fm

by b by,

a a An,

g & gpl"

y el vector de datos:

(1) = [ut) @) o u"(1)
x(t—=1)  x(t=2) - x(t—np)
—r(t—1) —r(t—=2) - —r(t—ng,)
r(t) ) e PPl

Hay dos variables internas, no medibles, x(¢) y r(z) aqui es donde se hace
necesario un enfoque iterativo, donde las variables internas serdn actualiza-
das luego de cada iteracién. Sustituyendo los polinomio A(¢~') B(¢~') en el
predictor nos queda:

P(t) =x(t)+ ibix(t —i)— iair(t —1). (5.28)

=

Es con esta ecuacién que se hace la actualizacion de las variables internas
para cada instante de tiempo ¢ minimiando el error de prediccidn:

e(t) =y(t) =9(1). (5.29)
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