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El Control Automético es una disciplina que tiene como base una estructura matematica sélida; in-
troduce precision, seguridad, estabilidad e interconectividad en los sistemas, reduciendo en ellos
la intervencién humana y corrigiendo desviaciones en su funcionamiento. El Control Automético
surgié con la ingenieria electrénica y los sistemas computacionales como elementos principales. Sin
embargo, actualmente, el Ingeniero de Control conoce el lenguaje de una amplia gama de disciplinas.
Por otro lado, la Ingenieria de Procesos es una disciplina que se encarga del disefo, optimizacién y
operacidn de procesos que basan su funcionamiento en los principios de las operaciones unitarias y
de las reacciones quimicas para obtener productos. Es uno de los campos de aplicacién en donde se
reconocen ganancias significativas cuando se implementan acciones de control en los sistemas que
estudia. El libro "Modelado, Simulacién y Control de Procesos" revisa la teorfa de Control Automético
que subyace a una serie de aplicaciones de la Ingenieria de Procesos Quimicos. El objetivo central
del libro es proporcionar conceptos, teoria, ejemplos y problemas que permitan guiar el aprendizaje
de métodos de modelado matematico, control, y simulacién numérica de manera balanceada. Sin
embargo, versiones posteriores del libro permitirdn encontrar este balance de manera mds completa.
La informacién técnica proporcionada en este libro serd util para estudiantes a nivel licenciatura y
posgrado del Tecnolégico Nacional de México, nuevos ingenieros, o cualquier profesional que quiera
adquirir nociones y habilidades de resolucién de problemas en el contexto del disefio y operacién y
control de procesos. En particular, el libro estd dirigido a los Programas de Maestria y Doctorado en
Ingenieria Electronica del Centro Nacional de Investigacion y Desarrollo Tecnoldgico (cenidet). Dentro
de estos programas, una de las Lineas de Generacién y Aplicacién del Conocimiento (LGAC) es la de
Control Automatico. En la LGAC de Control Automdtico se dirigen Tesis de posgrado y proyectos de
investigacién enmarcados en la disciplina de Control de Procesos. En la practica docente se imparte
el curso de Control de Procesos como materia optativa y se proponen proyectos relacionados con la
temadtica para estancias y residencias de estudiantes de Licenciatura del Tecnnolégico Nacional de
México.

El libro no es una exposicién completa de la teoria de control. En cambio, el enfoque esta en su
combinacion con el conocimiento de la ingenieria de procesos como una aplicacion a un tipo particular



de sistemas. En lugar de considerar la simple suma de sus partes, los sistemas de control son estudiados
integrando el conocimiento del comportamiento del sistema. El modelado y la simulacién numérica o
digital de los procesos quimicos son elementos clave para desarrollar los ejemplos y problemas que se
presentan. La simulacién hace posible tratar el problema de control y provee una buena conexién entre
los aspectos tedricos y practicos de los procesos en estudio. El contenido del libro se presenta en seis
capitulos que se dividen en cuatro partes:

PARTE 1. MODELADO DE PROCESOS (Capitulo 1) El Capitulo I introduce el tema de mode-
lado de procesos. Inicialmente se establece la terminologia de la ingenieria de procesos y se
proveen conceptos de base. El capitulo continda con una inmersién en las leyes fundamentales
de conservacion, y teoria elemental de termodindmica y conceptos de equilibrio. La informacion
que se presenta es Util para comprender y abordar la formulacién de las ecuaciones que rigen el
comportamiento de los procesos quimicos. Para completar el tema de modelado, se presentan las
estructuras matemaéticas que se emplean regularmente en el disefio de control. En lo sucesivo,
los modelos de procesos en estudio se presentan con la estructura matematica que conviene al
problema planteado.

PARTE II. HERRAMIENTAS NUMERICAS PARA LA SIMULACION DE PROCESOS Con
(Capitulo 2 y Capitulo 3). En el Capitulo 2 se ensefia el uso de herramientas numéricas para
simular procesos. El primer objetivo del capitulo es documentar y aplicar la técnicas y métodos
de Matlab para resolver y simular sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales y
no lineales. El Capitulo 3 esta dedicado a aprender herramientas para resolver sistemas de
ecuaciones diferenciales parciales.

PARTE III. TEORIA CLASICA DE CONTROL DE PROCESOS (Capitulo 4 y Capitulo 5) En
el Capitulo 5 se abordan estructuras de control que resultan ttiles en el disefio de control clasico
y moderno. En el Capitulo 5 se definen conceptos bésicos de la teoria de control. Después se
introduce alguna técnica de control clasico.

PARTE IV. SIMULACION DE PROCESOS (Capitulo 6 y Capitulo 7) En el Capitulo 6 se propo-
ne una serie de problemas de modelado para diferentes aplicaciones. En el Capitulo 7, el objetivo
principal es desarrollar casos de estudio que combinen el modelado y los métodos numéricos o
la simulacién de procesos quimicos para diferentes aplicaciones.

PARTE V. TECNICAS DE CONTROL MODERNO (Capitulo 8 y Capitulo 9) Se desarrollan dos
pequeiios capitulos con describiendo técnicas de control moderno.

PARTE VI. PROBLEMAS DE CONTROL DE PROCESOS (Capitulo 10) Finalmente, en el Ca-
pitulo 10 se desarrollan un médulo de problemas de control de procesos.
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1.1

1. Conceptos y terminologia de procesos

Ingenieria de Procesos: definiciones y principios

La Ingenieria de Procesos es una disciplina que se encarga del disefio, optimizacion y operacion de
procesos que basan su funcionamiento en los principios de las operaciones unitarias y de las reacciones
quimicas para obtener productos. Detallando, un proceso es un sistema formado por etapas en las cuales
se lleva a cabo la conversion o transformacién de materiales en productos mediante operaciones fisicas
y quimicas. La transformacidn de la materia mediante mecanismos fisicos no produce cambios en la
naturaleza y composicién de la materia, por lo tanto sus propiedades esenciales no se ven modificadas;
mientras que aquellas transformaciones producidas a través de mecanismos quimicos modifican la
composicién de la materia y producen sustancias con propiedades diferentes de las que presentaban
las sustancias iniciales. Las operaciones unitarias son mecanismos para transportar, adecuar y/o
transformar la materia implicada en un proceso. Sus funciones principales son almacenamiento y
transporte de fluidos y sé6lidos, separacién de mezclas, intercambio de calor, y transformaciones fisicas
de sdlidos o liquidos. Los procesos unitarios son aquellos en los que ocurren transformaciones
quimicas, y se clasifican segtin el tipo de reaccién quimica que se lleva a cabo. Ejemplos de ambos
tipos de transformaciones se presentan en la Tabla 1.1. Una combinacién de operaciones unitarias y de
procesos unitarios forma un sistema tipo proceso.

Tabla 1.1: Ejemplos de operaciones unitarias y procesos unitarios

Operaciones Unitarias Procesos Unitarios
Secado Destilacion ~ Molienda Combustion  Hidrdlisis Polimerizacién
Filtracién Extraccién Trituracién Oxidacién Nitracién Fermentacion
Centrifugacion Absorcién Tamizado Reduccién Hidrogenacién Saponificacion
Decantacién ~ Adsorcién Dilucién Electrdlisis ~ Neutralizacién Esterificacién
Mezclado y Evaporaciéon Calentamiento | Craqueo Precipitacién  Transesterificacién
agitacion y enfriamiento




4 Capitulo 1. Conceptos y terminologia de procesos

Para su anélisis desde el punto de vista de sistemas fisicos, un proceso se considera formado por
entradas, salidas, elementos, frontera, y ambiente o alrededores. Las partes de un sistema tipo proceso
estdn dispuestas y se relacionan como se muestra en el esquema de la Figura 1.1. Las entradas son
materias primas y energia en forma de calor o trabajo; las salidas son productos, y los elementos son un
conjunto de etapas que forman una planta quimica, en las cuales se llevan a cabo las transformaciones
de la materia y energia. Especificamente, los elementos del sistema son las operaciones unitarias y los
procesos unitarios. Las entradas y salidas de materia y energia hacen posible la interaccién entre el
sistema y el ambiente. Este intercambio se establece por la circulacion de fluidos y energia entre los
elementos o etapas del sistema, y hacia los alrededores, o viceversa. En ambos sentidos se atraviesa la
frontera.

Salidas
Productas Ambiente

PLANTA QUIMICA

Frontera
Entradas
Materias »| Operaciones :
primas : Unitarias i
Procesos !
Unitarios H

Subsistemas | Elementos

Figura 1.1: Diagrama de un sistema de ingenieria de procesos.

Una planta quimica completa necesita ademads los subsistemas de red de recuperacion de calor y de
planta de servicios auxiliares. La Figura 1.2 presenta un sistema de planta quimica completa.

Salidas Ambiente
Productos
&
v Subsistemas | Elementos !
H PLANTA QUIMICA
Entradas ! Frontera
] H RED DE H
Materias »| Operaciones RECUPERACION ia
primas Unitarias L, o| DE CALOR >
. ] ' +
Procesos Intercambiadores
Unitarios de calor
) /'y 7y A
Electricidad Patencia Servicios calientes
h 4 h A
Entradas PLANTA DE SERVICIOS AUXILIARES
Alre i o Servicios
a P Calderas frios
gua p| Turbinas <
Combustible Maotores electricos
¥l Generadores de elactricidad
Otras unidades auxiliares

i
1
[

Figura 1.2: Diagrama de un sistema de planta quimica completa con subsistemas de red de recuperacion
de calor y de planta de servvicios auxiliares.
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1.1 Ingenieria de Procesos: definiciones y principios 5

Tipos de procesos y modos de operacion

Una clasificacién general de los sistemas de procesos los divide en dos categorfas: Los sistemas
abiertos son aquellos limitados por una frontera que la materia atraviesa. Para analizar las transforma-
ciones de la materia en estos sistemas se define un volumen de control. Por el contrario, los sistemas
cerrados son aquellos en los que no hay transferencia de materia a través de las fronteras, entonces, las
transformaciones de la materia se dan para una masa constante. En ambos tipos de sistema puede haber
un intercambio de energia con el ambiente en cualquiera de sus formas. Cuando existen entre el sistema
y el ambiente condiciones tales que no hay transferencia de energia en forma de calor o trabajo, se dice
que es un sistema aislado. Después, con relacién a las estructuras de flujo en un proceso, se distinguen
dos modos: En una operaciéon continua se establece una circulacion del fluido de trabajo, es decir, una
corriente proveniente de los alrededores entra al sistema, y después de pasar por una transformacion,
sale del sistema hacia el ambiente. Por otro lado, en una operacion en lotes, conocida también como
operacion “batch” no se establece una circulacion del fluido de trabajo, en su lugar, la materia prima
es suministrada antes de iniciar la operacién y los productos se descargan después de concluida la
transformacion o conversién. Los procesos también pueden combinar estos modos de operacién. En
un proceso semicontinuo o semi-batch, el fluido de trabajo entra ininterrumpidamente, pero no hay
corrientes de salida, o viceversa, sale ininterrumpidamente pero no tiene corrientes de entrada. La
carga o descarga de material se hace antes de iniciar la operacién o al concluir la transformacidn,
respectivamente. En la industria quimica, la mayoria de los procesos son continuos.

Otra forma de clasificar los procesos se hace reconociendo cémo ocurren en ellos las transformacio-
nes. Si durante el proceso no hay intercambio de energia térmica entre el sistema y el ambiente, se dice
que este es un proceso adiabatico (con calor nulo: Q = 0). El sistema de la Figura 1.3 ejemplifica de
manera simple un proceso adiabético. Considere un piston aislado térmicamente (Q = 0), inicialmente,
el gas contenido en el volumen que encierra el piston se encuentra en el estado 1 (a 71, Py, V1). Las
transformaciones que ocurren son las siguientes: el gas se expande y como consecuencia se enfria aun
cuando no puede haber transferencia de calor hacia el ambiente porque el cilindro estd rodeado de un
material térmicamente aislante. Después de un tiempo ¢, el gas ha experimentado una transformacién
hacia el estado 2 (a T», P>, V). Como se observa en los graficos, durante el proceso el volumen del
gas aumenta de V| a V, y su temperatura baja de 71 a 7>. Es importante notar que la expansion del gas
produce un trabajo mecdanico (Q = 0, pero W = 0).

Estado 1 Estado 2 P 4 T &
IJ_',J T T = 7 P‘: ]_] 1
Sistema con [ ¢ A
aislamiento [ /Y /]
térmico 1 Kl b g
Q=0 # 4
% ‘ g
. % T,
Sistema g / el 5
cerrado ¢ : 2 [
’ T1 P1 V1 A V2 P PZ TZ “““““““““““ .
Py rrrEs - s A t

Figura 1.3: Proceso de enfriamiento Adiabatico.

Si las transformaciones se llevan a cabo sin cambios de temperatura, se trata de un proceso iso-
térmico (a temperatura constante: AT = 0). El sistema de la Figura 1.4 es un ejemplo de proceso
isotérmico. Considere un pistén al que se le inyecta calor (Q # 0), entonces, el gas contenido en
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el volumen dentro del pistén en el estado 1 (a 71, P;, V1) se expande y se enfria, sin embargo, el
enfriamiento se compensa por el calentamiento del gas producido por la fuente térmica. Siempre que la
cantidad de calor que el sistema pierde iguale al calor que la fuente térmica proporciona, la temperatura
permanece constante en el tiempo. Después de un tiempo ¢, el gas se encuentra en el estado 2 (a 73,
P, V). Como se observa en los gréificos, durante el proceso, el volumen del gas aumenta de V; a V,
mientras que su temperatura permanece constante (77 = 7). En este sistema, la expansién del gas
también produce un trabajo mecénico por lo tanto es un sistema no aislado (Q # 0y W #0). En la
seccion 1.1.4 se describen otras transformaciones que ocurren en sistemas cerrados conteniendo gases
ideales como el de los dos ejemplos anteriores.

Estado 1 Estado 2

Sistema
no adiabatico
Q=0
Ty

Sistema P,
cerrado -|-1 P.‘ V1 V2

0 (
L gL

Figura 1.4: Proceso de Expansién Isotérmica.

v

—

1.1.2 Variables y funciones de sistemas de procesos.

El flujo de materia que atraviesa las fronteras de un proceso continuo o la materia contenida dentro
de un sistema cerrado tiene propiedades que se pueden observar o medir y que dan informacién de
las caracteristicas o estado fisico de la materia. Las propiedades intensivas son aquellas que no
dependen de la cantidad de materia en el sistema; es decir, la masa puede variar en el sistema, pero sus
valores no se alteran. Algunas de ellas pueden ser usadas para identificar una sustancia debido a que
son propias de esa sustancia. Este tipo de propiedades intensivas son constantes fisicas de la materia
(propiedades especificas), algunos ejemplos son: la densidad, el volumen especifico, la viscosidad, el
calor especifico, la conductividad y la resistividad térmicas, los puntos de ebullicién, de fusién, y critico,
el calor latente, o la presién de vapor. En un modelo matematico que represente el comportamiento
del sistema, estas propiedades se pueden contar entre los pardmetros o constantes del modelo. Otras
propiedades intensivas no pueden ser usadas para identificar una sustancia porque no son exclusivas de
la sustancia, en cambio, dan informacién del estado y evolucién de la materia (propiedades generales).
Algunos ejemplos de este tipo de propiedades intensivas son la temperatura y la presion, la fracciéon
molar. En un modelo matematico del sistema, estas propiedades se pueden contar entre las variables
(de entrada y salida) del modelo. La materia tiene también propiedades intensivas que dan informacién
sobre caracteristicas no cuantificables de la materia y por lo tanto no se usan directamente en un modelo
matemaético. Como ejemplo se menciona el color, el sabor, y la textura. Las propiedades extensivas
son aquellas que estan determinadas por la cantidad de materia en el sistema. Algunos ejemplos son el
peso, el nimero de moles, el nimero de moléculas, la longitud, la superficie, y el volumen. Algunas
magnitudes termodindmicas también son propiedades extensivas tales como la energia cinética, la
energia potencial, la energia libre de Gibbs y la entropia. Estas propiedades extensivas pueden ser
consideradas como paradmetros o variables del modelo; no definen una caracteristica especifica de la
materia, pero pueden dar informacién del estado actual o de su evolucién temporal.
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Desde el punto de vista termodindmico, una funcién de estado es un concepto que hace referencia
a una magnitud con diferencial exacta, que representa variables de un sistema termodindmico en
equilibrio, a escala macroscépica. Un estado termodindmico estd definido por una ecuacién de la
forma F(P,V,T,...) =0, es decir, se escriben en términos de las variables termodinamicas medibles
del sistema, como la temperatura 7', la presién P, el volumen V o el nimero de moles n. El estado
que se observa tiene la propiedad de depender de las condiciones de equilibrio actuales, sin importar
coémo el sistema evoluciono al valor actual. Dicho de otra manera, durante la transformacién entre dos
estados de equilibrio de un sistema, la variacién de una funcién de estado no depende de la trayectoria
seguida para llevar a cabo la transformacion, sino tinicamente de los estados de equilibrio inicial y final.
Otras otras variables de estado que se calculan en funcién de las variables de estado medibles son por
ejemplo: la energia interna U (T, P,V ), la entalpia H(T,P,V ), y la entropia S(T,P,V). A diferencia de
una funcién de estado, una funcién de trayectoria representa un proceso durante el cual las funciones
de estado evolucionan, y por lo tanto, durante la transformacion entre dos estados de equilibrio depende
de la trayectoria seguida para llevar a cabo el cambio. Ejemplos de funciones de trayectoria son el calor
QO yeltrabajo W.

En cuanto al modelo de un proceso, cuando se considera la evolucién de las variables dependientes
o de interés en el sistema a través del tiempo, se dice que el proceso opera en régimen dindmico o
transitorio. Cuando estas variables permanecen sin cambio en el tiempo, en un punto de equilibrio del
sistema, se dice que el proceso opera en régimen permanente o estacionario. Un modelo matemadtico
en régimen permanente se usa en tareas de disefio, un modelo dindmico ademds sirve para optimizar
y analizar la respuesta del sistema ante cambios en las entradas o parametros del sistema, y tiene un
interés particular para el disefio de control automadtico. En capitulos siguientes el interés se centra en el
modelado dindmico de procesos para apoyar la tarea de sintesis de controladores. Un proceso dindmico
estd representado por ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) con derivadas temporales, o ecuaciones
diferenciales parciales (EDP) con derivadas espacio-temporales. En cualquier caso, las ecuaciones
se establecen partiendo de los principios de conservacién y de las relaciones de equilibrio. Para un
proceso quimico las variables de entrada y salida son aquellas que determinan el estado termodindmico
de la materia, es decir, para sistemas cerrados o procesos en lotes: temperatura, presion, volumen
y cantidad de materia (masa o nimero de moles). Para un sistema abierto o un proceso continuo
se considera: temperatura, presién y flujo de materia. En ambos casos, si en el proceso intervienen
sistemas multicomponentes (dos 0 mds componentes quimicos en las corrientes de entrada y salida de
materia o en la masa contenida en un sistema cerrado), entonces, ademas se considera la composicién de
la mezcla. Todas las demds variables que definen propiedades de las corrientes pueden ser determinadas
a partir de las variables de estado termodindmico.

Ejemplos de procesos:

Con los siguientes ejemplos de procesos se van a revisar, identificar y aplicar los conceptos presentados
antes en esta Seccién 1.1.

m Ejemplo 1.1 — Intercambiadores de calor. Son operaciones unitarias que implican la transfe-
rencia de energia térmica entre dos fluidos, o entre un fluido y un sélido. Una clasificacién general
los agrupa en dos tipos: los intercambiadores de calor de contacto indirecto son aquellos en donde
los medios caliente y frio estdn separados por una pared. Los intercambiadores de calor de contacto
directo son aquellos en donde los medios caliente y frio estdn en contacto entre si.
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Normalmente los intercambiadores de calor se modelan bajo la consideracién de que estdn aislados
del medio ambiente o que la disipacién de calor al ambiente es pequefia comparada con el transporte
de calor entre los medios caliente y frio. Algunos tipos comunes de intercambiadores de calor y sus
caracteristicas se presentan en las Tabla 1.2 (contacto indirecto) y en la Tabla 1.3 (contacto directo).

Tabla 1.2: Sistemas: Intercambiadores de calor de contacto indirecto

Tipo de intercambiador de calor y subsistemas. Descripcion y tipos de sistema.
Sistema de intercambio de calor entre dos
Entrada A::.:,u-:-.-:-r mecanica fluidos separados por una pared, uno pa-
Fluida . ., L, .
ranque | sa por un tanque con agitacién mecanica

y otro por una chaqueta de enfriamiento o
calentamiento. La agitacién mantiene ho-
mogéneas las propiedades del fluido del
tanque. El objetivo operacional es aumen-
tar o disminuir la temperatura del fluido en
el tanque, manteniendo fijo el nivel.

-
[ a1

TANQUE

Intercambiador de calor de tanque agitado

Subsistema Tanque Abierto, no aislado, continuo, no adiabati-
co, isotérmico

Subsistema Chaqueta de enfriamiento o calentamiento | Abierto, no aislado, continuo, no adiabati-
€0, NO isotérmico

Sistema de intercambio de calor indirecto
entre dos fluidos, uno circula por un haz de
tubos de didmetro pequefio contenido en
una coraza por la que circula un segundo
fluido. La variable de interés es la tempe-
=) ratura del fluido que se desee calentar o
enfriar. Para ambos lados, la temperatura
en la salida depende de la distribucién y
valores que toma a lo largo de los tubos y
coraza. Comtinmente se considera un pro-
medio logaritmico de esta variacion para re-
ducir el modelo de pardmetros distribuidos
a uno de pardmetros concentrados, dejan-
do explicita en el modelo solo la variacién

temporal.

Intercambiador de calor de haz de tubos y coraza

Subsistema Haz de tubos interiores Abierto, no aislado, continuo, no adiabati-
co, isotérmico

Subsistema Coraza Abierto, no aislado, continuo, no adiabati-

€0, Nno isotérmico
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Tabla 1.3: Sistemas: Intercambiadores de calor de contacto directo

Tipo de intercambiador de calor y subsitemas.

Descripcion y clasificacion.

Salida Entrada
de fluide de fluido
frio frio

O Valvula abierta
@ Valvula cerrada

Enfriamiento
de la fase solida

Entrada Salida
de fluido de fluido
caliente caliente

Regenerador de calor

Son IC compactos, trabajan de forma conti-
nua en una operacion ciclica. La transferen-
cia de calor se produce entre un gas y una
matriz s6lida como elemento de almacena-
miento. La matriz suele ser un apilamiento
de esferas, mallas metdlicas, fibras o bloques
de monolitos de diferente tipo de material.
Estos sistemas funcionan con al menos dos
lechos de manera intermitente en ciclos de
recuperacién-entrega de energia. Mientras
la matriz s6lida M1 es calentada por un flui-
do que entra caliente, M2 es enfriada por un
fluido que entra frio. Cuando M1 ha alma-
cenado suficiente calor y M2 ya perdi6 una
cantidad equivalente de energia térmica, las
vélvulas cambian la direccion de entrada de
los fluidos, lo cual hace posible las operacio-
nes inversas, entonces M1 se enfria y M2 se
calienta.

Subsistema matriz sélida

Subsistema Gas

Abierto, no aislado, cerrado, no adiabatico,
no isotérmico.
Abierto, no aislado, continuo, no adiabético,
no isotérmico.

Aire humedo

. |_ Trabajo mecanico
Agua callentl'i Ventilado i

AAAAAANAA

Sistema de distribucion

k.

Relleno

—— Aire atmosférico
‘—

Tanque de agua |

Torre de enfriamiento

Es un equipo donde se lleva a cabo una ope-
racion de contacto gas-liquido, cominmente
aire-agua. La transferencia de calor se pro-
duce cuando el agua a mayor temperatura
y el aire se ponen en contacto a través de
material de relleno de la torre. Este material
, proporciona una superficie de contacto y
permite el intercambio de calor entre el aire
y el agua. Al evaporarse, el agua toma el ca-
lor que necesita del resto del agua circulante,
enfridndola.

Subsistema Gas

Subsistema Liquido

Abierto, no aislado, continuo, no adiabatico,
isotérmico.

Abierto, no aislado, semi-continuo, no adia-
batico, no isotérmico.
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= Ejemplo 1.2 — Reactores. Son procesos unitarios. Los reactores que procesan reactantes liquidos
son principalmente reactores continuos de tanque agitado (identificados cominmente como CSTR por
sus siglas en inglés), reactores de flujo pistdn, reactores por lotes alimentados (Fed-batch en inglés), y
reactores en lotes (Tablas 1.4y 1.5).

Tabla 1.4: Sistemas: Reactores continuos

Tipo de reactor e identificacion de subsistemas. Descripcion y clasificacion.

Sistema de intercambio de calor entre dos
fluidos separados por una pared, uno pa-
sa por un tanque con agitacién mecénica
y otro por una chaqueta de enfriamiento o
calentamiento. La agitacién mantiene ho-
—— mogéneas las propiedades del fluido del
tanque. El objetivo operacional es aumen-
_ tar o disminuir la temperatura del fluido en
raoueml CPVEN | el tanque, manteniendo fijo el nivel.

TAMOUE

Reactor continuo de Tanque agitado - CSTH

Subsistema Reactor (Tanque) Abierto, no aislado, continuo, no adiabati-
co, isotérmico

Subsistema Chaqueta de enfriamiento o calentamiento | Abierto, no aislado, continuo, no adiabati-
€0, NO isotérmico

Sistema de intercambio de calor indirecto
entre dos fluidos, uno circula por un con-
junto de tubos de didmetro pequefio conte-
nidos en una coraza por la que circula un

Entrada : ) salida | segundo fluido. La temperatura de los flui-

s | Reaccion dos varia a lo largo del IC. Comiinmente
se considera un promedio logaritmico de
esta variacién para reducir el modelo a uno

de parametros concentrados, solo con va-
riacién temporal.

addil]

Reactor de flujo piston

Subsistema Haz de tubos interiores Abierto, no aislado, continuo, no adiabati-
co, isotérmico
Subsistema Coraza Abierto, no aislado, continuo, no adiabati-

€0, NO isotérmico

El modo de operacién continuo es utilizado frecuentemente para el procesamiento en la industria
quimica, por ejemplo, en la produccién de polimeros. En comparacién con la operacion en lotes, el
modo continuo ofrece mejor manejo de la energia, mayor productividad, y mds consistencia en la
calidad de los productos. El modo de operacién por lotes es flexible porque permite producir diferentes
productos, o productos con diferentes grados de pureza, usando el mismo equipo. Las industrias
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alimentaria y farmacéutica usan cominmente este tipo de reactores. Los reactores por lotes son ttiles
también cuando se mezclan o manipulan sélidos, o cuando participan materiales altamente reactivos
con el oxigeno en las reacciones. Los reactores semicontinuos son frecuentemente usados como
fermentadores.

Tabla 1.5: Sistemas: Reactores discontinuos o semicontinuos

Tipo de reactor e identificacion de subsistemas. Descripcion y clasificacion.

Sistema de intercambio de calor entre dos
Il Agitacién mecanica fluidos separados por una p?l,red, unf) pa-
sa por un tanque con agitaciéon mecanica
y otro por una chaqueta de enfriamiento o
/ \ calentamiento. La agitacién mantiene ho-
mogéneas las propiedades del fluido del
tanque. El objetivo operacional es aumen-
tar o disminuir la temperatura del fluido en
e el tanque, manteniendo fijo el nivel.

Entrada

REACTOR
FERMENTADOR

Reactor por lote alimentado o Fed-batch

Subsistema Reactor (Tanque) Abierto, no aislado, continuo, no adiabati-
co, isotérmico

Subsistema Chaqueta de enfriamiento o calentamiento | Abierto, no aislado, continuo, no adiabati-
€0, No isotérmico

Entrada de agua ds enl

En un reactor en lotes o discontinuo, la ma-
teria prima es introducida antes de iniciar
la operacién del equipo. A medida que
avanza la reaccion no hay salida de mate-
Intercambio de calor ria. Después de un tiempo se detiene la
operacién y se recupera el producto. Los
procesos por lotes son intrinsecamente tran-
sitorios y se pueden distinguir varias regio-
nes de operacion para su funcionamiento.

REACTOR

CHAQUETA DE CALENTAMIEMNTO

Reactor en lotes o reactor batch

Subsistema Reactor (Tanque) Cerrado, no aislado, en lotes, no adiabatico,
isotérmico

Subsistema Chaqueta de calentamiento Abierto, no aislado, continuo, no adiabati-
€0, no isotérmico

Subsistema de enfriamiento Abierto, no aislado, continuo, no adiabati-

€0, Nno isotérmico
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Transformaciones en sistemas cerrados con gases ideales

Un gas ideal es un fluido con caracteristicas especificas que le proporcionan un comportamiento bien
definido en funcién de las valiables de estado:
¢ No presentan fuerzas de atraccion entre sus moléculas.
e Volumenes iguales de gases diferentes tienen el mismo nimero de moléculas.
e Las moléculas que componen los gases conservan sus momento y su energia cinética.
Su energia cinética varia proporcionalmente con la temperatura.
No experimentan cambios de fase gas-liquido o gas-sélido.

Un modelo de gas ideal describe el estado del fluido mediante una ecuacién de estado simple
F(P,V,T,...) =0. Esta ecuacién matematica (1.1) expresa la ley de comportamiento de los gases
ideales en funcién de variables medibles del sistema:

PV = nRT (1.1)

donde P (Pa) es la presion, V (m?) el volumen, 7 (K) la temperatura, n (mol) el nimero de moles, y R
la constante universal de los gases R = 8.3144 (Jmol~ K-,

Considere un gas ideal contenido en un sistema cerrado, se analizan las transformaciones desde el
Estado 1 (71, P;,Vi,n) al Estado 2 (75, P, Va,n,) considerando la ley de los gases ideales. El trabajo
producido por este sistema se calcula como el drea bajo la curva PV (1.2):

V.
Wiy =— deV (1.2)

Vi
La primera ley de la termodindmica para sistemas cerrados y mecdnicamente reversibles se obtiene
considerando n constante y dn = 0 (1.23), donde d se usa para indicar que las diferenciales son exactas
y & que las diferenciales no son exactas, por lo tanto, la energia interna U es una funcién de estado,
mientras que el calor Q es una funcion de trayectoria (ver en la Seccioén 1.2 la ecuacion general de la

Primera Ley de la Termodindmica).

8Q+8W =dU (1.32)
dW = —PdV (1.3b)
6Q =dU + Pdv (1.3¢)

En el caso de un compuesto puro, la energia interna es una funcién de estado U(T, P,V,n), por lo
tanto, la diferencial total es (1.4):

0 0 d
=22 ar+ (YY) av+ (YY) an (1.4)
oT Vin oV T on v
Para un sistema cerrado (n =constante y dn = 0) la ecuacién (1.4) se reduce a (1.5):
U U
dU = | == | dT — | dV 1.5
(57), 7+ (%), (-

Combinando (1.23) y (1.5), se obtiene §Q en (1.6):
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U U
50 = <8T)VdT+ [<W>T+P] dv (1.6)

En el caso de un compuesto puro, la entalpia es una funcién de estado que por convencion se define
como H(T,P,n). La definicién de la entalpia como una propiedad extensiva es (1.7) y la diferencial
total de la funcién de estado es (1.8):

AH = AU + PAV (1.7)
H H H
dH = &— dT + a— dP + a— dn (1.8)
oT Pn oP Tn on TP
Para un sistema cerrado (n =constante y dn = 0) la ecuacion (1.8) se reduce a (1.9):
oH oH
dH === dT — | dP 1.
(57),m+ (55), @

Para un proceso a P constante se combinan (1.23) y (1.9) y se obtiene 6Q en (1.10).

JoH

50p = (ar) dT (1.10)
P

A partir de (1.6) y (1.10) se definen el calor especifico a volumen constante o capacidad calorifica
especifica a volumen constante Cy (1.11 a) y el calor especifico a presion constante o capacidad
calorifica a volumen constante Cp (1.11 b).

aU

CV = <8T>v (1113)
JoH

Cp= (aT>,, (1.11b)

Para un gas ideal estas cantidades se relacionan en la forma en que se indica en (1.12 a). Como los
valores de Cy Y Cp dependen de la temperatura, al variar la temperatura, cambian sus valores, pero la
relacion (1.12 a) se sigue observando. A la relacién entre Cp y Cy se le denota como ¥ (1.12 b).

R=Cp—Cy (1.122)
Cp

= — 1.12b

Y C ( )

Después se definen el coeficiente de expansion térmica o (1.13 a) y el coeficiente de compresibi-
lidad isotérmica x (1.13 b).
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(1.13a)

(1.13b)

Tabla 1.6: Transformaciones en un sistema cerrado conteniendo un gas ideal, con 7', P o V constante.

Transformacion isotérmica El

Trabajo:

%)
W =PViln—=
1—2 1 1HV1

sitema evoluciona desde el esta- — PV In ﬁ
do 1 (T1,P;,V)) hasta el estado - P (1.14)
2 a (Ih,P,,V,) a temperatura B P
constante (77 = 15). = nRTyIn P,
Ley de Boyle:

Isot Calor:

soterma. PV = P,V

0152 =-Wi2 (1.15)

Transformacién isobara El Trabajo:

Isotermas

sistema evoluciona desde el
estado 1 (71,P1,V1) hasta el
estado 2 a (T2, P5,V,) a presion

Wi =P(V2—V;) (1.16)

|
Py=P i e Linea isobara .
I ! constante (P = P). Calor
| Z - Q15=Cp(Ih—T)
|. i 2l - Ley de Charles: :I’l(hz—hl) (117)
W Wy
Li I]b ! Vi W =H, - H,
in ra. — ==
ea Isobara D
Transformacion isocérica El Trabajo:
sitema evoluciona desde el
estado 1 (71,P,V;) hasta el Wi =0 (1.18)
estado 2 a (T, P»,V,) a volumen
Calor:
constante (V| = V).
Q152=C(1h—T)
\u"|=‘u"2 f - M
Linea isocorica ! Ley de Gay Lussac: =n (MQ — Ll]) (119)
P =U -V

Linea isocorica.

i T
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Tabla 1.7: Transformaciones adiabdticas y politrépicas.

PV =PV} (120a) Trabajo:
Wiy = PV, — PV,
ry—1
Trz.mst,'o.rmaciones T2V2771 —T VIY*I (1.20b) nR (T, —Tp)
adiabaticas. El y—1
sistema  evoluciona 71
desde el Estado 1 - Iy _bAn (P2> s 1] (1.21)
(T1,P1,V1) hasta el TP," =TiP,” (1.20c) y—1[\P
Estado 2 a (T, P>, Va) 71
sin intercambio de  Entonces, la ecuacion adia- - nRTy (P2> ! ]
energia térmica entre  bdtica para gases ideales y=1]1\A
el sistema y el ambien- se puede escribir de las
te (O =0). siguientes formas:
Calor:
PZVZY = constante
Tszyf1 = constante Q12=0 (1.22)
1-y
T2P2T = constante
Trabajo:
Para A # 1
A A Wi _P2V72L:1131V1
PVy =P V] (1.23a) nR(T>—T) (1.24)
. A—1
Transformaciones
polltroplcas. ES‘U{I LVA1 = TvA-1 (1.23b) Parad =1
sistema  termodind- 2 1 p
mico en donde el Wi_» =nRT;In -1 (1.25)

cambio de un Estado
1 (T1,P,Vi) a un Es-
tado 2 (T, P, V) estd
dado por la relacion:

PV* = constante

-2

1-2

T2P2}“ :TlPI)L (1230)
En donde A toma valores
que definen el tipo de
transformacion:

Proceso Isobdrico: A =0
Proceso Isotérmico: A = 1
Proceso Adiabadtico: A =y
Proceso Isocérico: A = oo

P

Calor:
Para A # 1
(A—y)nRTy |/ P \**Y
Orn="—""""+-I|| % —1
A=D(=1) |\ P
(1.26)

Para A =1

O152=-Wi» (1.27)
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En la Tabla 1.6 se muestran los cambios de 1 — 2 en diagramas PV . En cada caso, se mantiene
una de las variables constante. En la Tabla 1.7 se muestran los cambios de 1 — 2 en diagramas PV
para procesos adiabdticos y politrépicos con gases ideales.

Leyes de conservacion y equilibrio

En esta seccidn se estudian las leyes y ecuaciones fundamentales del modelado de procesos quimicos.
Las relaciones que se presentan son las formas mas simples para representar los fendmenos y mecanis-
mos bésicos que rigen el comportamiento de una gran variedad de equipos usados ampliamente en la
industria. La idea es ofrecer una introduccién al modelado dindmico de procesos, accesible a ingenieros
que no tienen conocimientos en esta drea, pero que en algin momento se enfrentan a problemas de
control de procesos o desarrollo de proyectos multidisciplinarios. Los principios de conservacion dan
lugar a las ecuaciones, que en combinacién con relaciones de equilibrio hacen posible formular los
modelos matemadticos para los procesos.

Principio de conservacion de la materia: Establece que la cantidad de materia contenida en un
sistema permanece constante en el tiempo, independientemente de las conversiones que ocurran en el
sistema. Esto implica que la materia no puede ser creada o destruida, solo puede ser transformada.

Principio de conservacion de la energia o primera ley de la termodinamica: Establece
que la energia contenida en un sistema permanece constante en el tiempo, independientemente de las
conversiones que ocurran en el sistema. Esto implica que la energia no puede ser creada o destruida,
solo puede ser transformada.

Principio de conservacion de momento o cantidad de movimiento: Establece que si resul-
tante de las fuerzas que actiian sobre un sistema es cero, este sistema estd en equilibrio y su momento
lineal permanece constante.

Seguna ley de la termodinamica: Fue establecida con base en la observacién de las condiciones
bajo las cuales ocurren los fendmenos y procesos termodindmicos. Por lo tanto determina que fend-
menos pueden ocurrir en la naturaleza y cudles no son posibles. La segunda ley de la termodinamica
tiene diferentes implicaciones. En primer lugar establece la direccidn de los procesos de conversion
o transmision de energia. Por ejemplo, el calor contenido en un cuerpo se transfiere de una zona
caliente a una zona fria, un componente en una mezcla se transporta de una region de alta a una de baja
concentracién, un fluido en movimiento circula desde una zona de alta energia potencial hacia una de
baja energia potencial, o desde una zona de alta presion hacia otra de baja presion. En los ejemplos
dados, no es posible que la transmisién de energia ocurra espontdneamente en sentido inverso. Con la
segunda ley de la termodindmica también introduce el concepto de irreversibilidad y reversibilidad,
e identifica las condiciones bajo las cuales es posible aproximar un proceso reversible. Los procesos
irreversibles son aquellos en los que su direccion no puede ser invertida para regresar al estado del cual
parti6 la transformacién, pasando por los mismos estados intermedios, e invirtiendo las interacciones
que se dieron con el medio ambiente. Los procesos reversibles son aquellos en los que es posible
invertir su direccion sin afectar el estado de los alrededores. Unicamente bajo ciertas circunstancias
es posible efectuar procesos reversibles. Un fenémeno puede aproximarse a ser reversible cuando se
conduce en procesos cuasi-estiticos o cuando se pueden evitar fenémenos disipativos. La conversién
de energia, ademds, no puede darse con la misma facilidad y efectividad en un sentido y en otro, por
ejemplo, la conversién de energia eléctrica en energia térmica puede darse en un solo paso y con una
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eficiencia relativamente alta. En cambio, las conversiones de energia mecdnica proporcionada por el
viento o de energia hidrdulica a energia eléctrica requieren de mas etapas y la eficiencia es menor, esto
se debe a que la entropia asociada a los ejemplos de generacién de energia eléctrica es mayor que en
el primer ejemplo para obtener energia térmica a partir de electricidad. La entropia es una medida de
la energia de un sistema que no se puede utilizar para producir un trabajo. En resumen, la segunda
ley de la termodindmica establece que la entropia de un sistema aislado termodindmicamente tiende a
aumentar en el tiempo y ha sido escrita en diferentes enunciados:

Clausius: En imposible que un proceso operando ciclicamente, tome calor de una fuente fria y lo
transfiera integramente a una fuente calida (direccionalidad de los procesos).

Carnot: El rendimiento de una méaquina térmica o mdquina de Carnot, que opera en ciclos entre dos
fuentes térmicas con temperatura fijas, no puede ser superado por el de otras maquinas reversibles
operando entre las mismas fuentes (irreversivilidad de los procesos).

Planck-Kelvin: Es imposible que una maquina operando ciclicamente convierta integramente el calor
de una fuente en trabajo mecédnico (imposibilidad de aprovechamiento al 100% de la energia).

Balances de Materia

Los balances de materia se establecen mediante la aplicacién del principio de conservacién de la
materia para sistemas dindmicos. La cantidad de materia es contabilizada por la masa M o los moles N.
Los términos convectivos son el flujo masico w y el flujo molar n.

Balance de materia global Un balance global de materia contabiliza la masa o los moles totales
contenidos en el sistema en cada instante del tiempo de operacion.

Velocidad de cambio

. ) Cantidad de materia Cantidad de materia
de la cantidad de materia p = ) — ) (1.28)
. que entra al sistema que sale del sistema
dentro del sistema
En términos de masa y flujo mésico:
dm
E == , - (OX (1 29)
En términos de molesy flujo molar:
dN
- — n, - g (1.30)

El nimero de moles N de un componente resulta de dividir la masa m entre su peso molecular PM,
y el flujo molar j resulta de dividir el flujo méasico @ entre su peso molecular PM :

N = (1.31a)

= (1.31b)
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Términos convectivos: El volumen no se conserva para fluidos compresibles, pero la ecuacién de
continuidad puede ser escrita en términos del volumen V y del flujo volumétrico ¢ si se considera
la densidad p (para un fluido incompresible).

m=p (1.32a)
w=pgq (1.32b)

De la misma forma, a menudo es conveniente expresar el volumen en funcién de pardmetros
geométricos, como la altura A y del drea transversal A. Esta consideracion permite establecer las
ecuaciones en términos del nivel /4 en un tanque, por ejemplo.

V =hA (1.33a)
= pgq (1.33b)

Balance de materia por componente Considere una proceso formado por S subsistemas, cada
subsistema conteniendo una mezcla de C; componentes (parai = 1,...,S5). En un balance de materia por
componente se hace la contabilizacion de la cantidad de materia de cada componente dentro del sistema
en cada instante de tiempo. Para que el sistema de ecuaciones tenga solucidn, se requieren plantear
):le C; balances por componente y en ese caso, la suma de todos ellos debe ser igual al balance global.
Equivalentemente, se pueden establecer un balance global méas C; — 1 balances por componente en cada
subsistema i (con i = 1,...,S). Para generar las ecuaciones de balance por componente, se aplica el
principio de conservacion de materia para contabilizar la cantidad de moles de cada componente i de
cada subsistema, y se escribe como en la ecuacién (1.41).

Velocidad de cambio

i Flujo de moles del Flujo de moles del
del nimero de moles Lo Lo
o = ¢ i - ésimo componente » — < i - ésimo componente
del i - ésimo componente . )
que entra al sistema. que sale del sistema.

dentro del sistema.

Velocidad de formacién de moles

del i - é&simo componente a partir de

+ ) L (1.34)
las reacciones quimicas que ocurren

en el sistema.

Velocidad de consumo de moles

del i - € simo componente, por las

reacciones quimicas que ocurren

en el sistema.

Cuando ocurre una reaccion dentro del sistema, los balances de materia se desarrollan en unidades de
moles, en lugar de ser expresados en unidades de masa. En presencia de una reaccion, los componentes
sufren una transformacién en su estructura quimica, entonces, un compuesto es generado como producto
de la reaccién o es consumido como reactante; consecuentemente, el balance de cada componente debe
incluir los términos de velocidad de reaccién que determinen la rapidez de produccién o consumo de
los compuestos quimicos que forman parte del sistema.
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Balances de Energia

Los balances de energia respetan la primera ley de la termodindmica, pero su aplicacion se extiende a
los procesos dindmicos. Las ecuaciones que resultan de aplicar esta ley rigen el comportamiento del
transporte, distribucidn y conversion de la energia en los sistemas. La resolucién de un modelo térmico
permite ademas estudiar la evolucién temporal de la temperatura. Antes de escribir la forma de un
balance de energia se detallan algunos aspectos sobre la primera ley de la termodindmica.

Para un sistema cerrado (de masa constante) la primera ley de la termodindmica establece que:

= entre el sistema y el ambiente

Energfa total
del sistema.

} Energia que se intercambia

a través de las frontera.

AU + AEx + AEp = +0 + W (1.35)

Por convencién se establece que los valores del calor Q y del trabajo W tienen signo positivo
cuando la transferencia ocurre del ambiente al sistema. La energia total contenida en un sistema es:
Er =U +Ey+E,, donde U es la energia interna, E es la energia cinética y E, es la energia potencial.
Para una gran parte de problemas de modelado de procesos es vdlido considerar que los cambios
de las energfas cinética y potencial son nulos o son pequefios en comparacién con los cambios de
energia interna, entonces AEy, y AE; frecuentemente se suponen nulos. Por lo tanto, la primera ley de la
termodindmica se reduce a la ecuacion (1.36), y para cambios diferenciales se aplica la ecuacion (1.23).

AU =Q+W (1.36)

Regresando a la ecuacién 1.35, esta es la forma basica de la primera ley de la termodindmica para
sistemas cerrados (con masa constante). Sin embargo, la mayoria de los procesos son abiertos y operan
de manera continua. Para que la primera ley de la termodindmica sea aplicable a sistemas abiertos se
introduce el concepto de entalpia. Esta se define como H = U + PV. El flujo de materia que entra tiene
asociada una energia Hy, y el flujo que sale, H,. El cambio en la entalpia del fluido que entra y sale del
sistema es:

AH = AU + APV (1.37)

Considerando la energia contenida del sistema igual a la energia interna U (AEg ~ 0, AEp =~ 0),
se reescribe la primera ley como se indica en la ecuacion (1.38). Se remarca que el trabajo es igual al
trabajo de flecha Wy, o trabajo que se ejerce sobre el sistema por los alrededores, més el trabajo debido
al movimiento del fluido que entra y sale del sistema (W = W+ PV, — P,V, = W, — A(PV)).

AU=0+W = Q + W, — A(PV)

Trabajo + Trabajo debido a (1.38)
de flecha la entrada y salida
del fluido.
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Reescribiendo,
AU + APV = Q0+ W (1.39)

Y en términos de la entalpia (1.37) se obtiene la primera ley de la termodindmica para sistemas
abiertos en régimen permanente (1.40).

AH =H,—H =Q0+W; (1.40)

En un sistema dindmico esta ley se traduce en un balance de la energia del sistema, el cual se
transforma en una ecuacion diferencial cuya solucién proporciona la evolucién de la temperatura con
tiempo. Entonces, en un balance de energia se afiade el término de velocidad de cambio de la energia
total del sistema. Un modelo térmico formulado a aprtir de un balance de energia tiene la forma de la
ecuacion (1.41).

Velocidad de cambio

o Flujo de energia interna, Flujo de energia interna,
de la energia interna, L ) L )
Lo . = ( cinética y potencial que » — < cinética y potencial que
cinética y potencial . .
. entra el sistema. sale del sistema.
dentro del sistema. (1.41)
Calor neto afiadido Trabajo neto realizado
+ ¢ al sistema de los — ¢ por el sistema hacia los
alrededores. alrededores.

Término de acumulacion:

{Velocidad de cambio } d(mU)

= (1.42)

de la energia interna total dt

La energia interna no es una variable medible, pero se calcula en a partir de otras que si lo son.
U es una funcién de estado que,, en general, para un compuesto puro depende de dos variables
U (T,V). El cdlculo de la energia interna depende ademads del tipo de compuesto o proceso que
se considere.

Gases ideales: Para gases ideales, U depende solo de la temperatura, como se encontrd en la
ecuacioén (1.11 .a), una funcién de la capacidad calorifica a volumen constante Cy. :

dU = CydT (1.43)

Fluido incompresible: Para un fluido incompresible se puede aproximar el comportamiento
real sin mucho error si se considera V constante. En este caso se admite que:

Cy=Cp=C (1.44)

donde Cp es la capacidad calorifica a presioén constante (1.11 .b). Por lo tanto:

dU =CdT (1.45)
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Independientemente del tipo de proceso La energia interna puede expresarse en términos de
C,, Cp, y del coeficiente de expansion térmica ¢ (1.13 .a).

Cp—C
dU = CydT + ( POCV v —P) dv (1.46)

Energia debida al flujo de materia en el sistema abierto:

Flujo de energia Trabajo por Flujo de energi a Trabajo por
interna que entra p + < el fluido que p — interna que sale » — < el fluido que =H —H,
al sistema entra del sistema sale

(1.47)

La entalpia tampoco es medible, pero se calcula en a partir de otras que si lo son. H es una funcién
de estado que, en general, para un compuesto puro depende de dos variables H (7, P). El célculo de la
entalpia depende ademds del tipo de compuesto o proceso que se trabaje.

Gases ideales: Para gases ideales, H depende solo de la temperatura, como indica la ecuacién (1.11 .b),

y es funcién de la capacidad calorifica a presion constante Cp. Esta dltima es la cantidad necesaria
para que una unidad de masa aumente su temperatura en 1°C. :

dH = CpdT (1.48)

Fluido incompresible: Para un fluido incompresible se puede aproximar el comportamiento real sin
mucho error si se considera V constante. En este caso se admite que:

Cy=Cp=C (1.49)

Por lo tanto:

dH =CdT (1.50)
Independientemente del tipo de proceso La energia interna puede expresarse en términos de
C,, Cp, del coeficiente de expansion térmica & (1.13 .a) y de la compresibilidad isotérmica

Kk (1.13 .b).

K
dH = CpdT + (Cv—Cp)a—i—V dpP (1.51)
Término de calor .
Calor neto afi adido

al sistema de los = Oy, (1.52)

alrededores
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O, es la cantidad neta de energia en forma de calor transferido al sistema o liberado por el siste-
ma, en ambos casos a través de las fronteras, mediante mecanismos de conduccion, conveccion
y/o radiacién (seccion 3.2.2). A este término debe también agregase el calor que es cedido al
sistema o tomado del mismo cuando se llevan a cabo reacciones y/o cambios de fase.

Término de trabajo

Trabajo neto realizado
por el sistema hacia los p = —W; (1.53)

alrededores

Balances de Momento

El momento es el producto de la masa y la velocidad (1.55), mientras que la fuerza es, de acuerdo con
la segunda ley del movimiento de Newton, el producto de la masa por la aceleracion Ec:BM. La fuerza
es también la velocidad de cambio del momento. Un balance de momento es la ecuacion resultante
de aplicar el principio de conservacion de momento para el estudio del flujo de fluidos. El balance de
cantidad de movimiento tiene la forma de la ecuacién (1.54).

Velocidad de Velocidad de Velocidad de Suma de las

cambiodela | | entradadela salida de la n fuerzas que (1.54)
cantidad de ) cantidad de cantidad de actd an sobre '
movimiento movimiento moovimiento el sistema

En funcion de la densidad:

p=pVv (1.56)
Una expresion més general, cuando la masa puede variar con el tiempo, es la forma mds simple de

la ecuacion de conservacion del momento es (??).

d (Mvi)
dt

N

= Z Fj; (1.57)
J

donde v; es la velocidad en la direccion i y Fj es la fuerza j actuando en la direccion i.

Relaciones de Equilibrio

El concepto de equilibrio denota el estado de un sistema en el cual no se experimentan cambios ni
existe una tendencia a experimentar cambios debido a que se establece un balance de fuerzas. La fuerza
motriz o fuerza impulsora es un gradiente en las variables que caracterizan el contenido en energia,
materia y movimiento en el sistema, y genera cambios en el sistema. El equilibrio puede ser:
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Termodinamico: es el estado de un sistema que contiene una energia interna, para el cual los procesos
y mecanismos a nivel microscopico no producen cambios de temperatura, presion o de otras
variables macroscépicas. Durante los cambios de fase de compuestos puros o mezclas se establece
un estado de equilibrio termodindmico.

Quimico: se instala cuando una reaccién quimica ocurre a la misma velocidad que la transformacion
inversa, es decir, no hay cambio neto en la cantidad de cada compuesto.

Mecanico: Segunda Ley de Newton.

Formas especiales

Fenomenos de transporte

El campo de la ingenieria de procesos que estudia los mecanismos por los cuales hay una transmisién
de masa que implica la transferencia de especies quimicas, energia en forma de calor, y movimiento en
un proceso se conoce como Fendmenos de transporte. El tema es tratado en profundidad en lecturas
clasicas como [27-29, 8, 40, 44]. En esta seccidén se introducen las ecuaciones basicas que describen el
transporte de masa, calor y momento. Los fendmenos de transporte derivan de la accién de fuerzas
motrices que rompen el equilibrio del sistema, y como consecuencia de la tendencia que tiene el sistema
a restablecer el equilibrio; ocurren entre fluidos o entre fluidos y sélidos.

Se distinguen esencialmente dos mecanismos de transporte de materia y energia: molecular o
difusivo, y el convectivo. El primero se debe al movimiento e interacciones entre las moléculas; el
segundo es un mecanismo macroscopico en el cual la transmisién ocurre por el movimiento de un
fluido en contacto con otro fluido o con un sélido, entonces implica una interfaz. Las ecuaciones que
caracterizan los dos tipos de transporte tienen la forma (1.58).

. Fuerza motriz
Velocidad de transporte = - - - (1.58)
Resistencia a la transferencia

Ecuaciéon de Fourier El mecanismo de transferencia de calor por conduccién se lleva a cabo
por interaccién molecular. La transferencia puede ser fluido-fluido, fluido-sélido o sélido-sélido. El
transporte de calor ocurre de la parte mas caliente hacia la parte mds fria. Fourier estudi6 el fendmeno
de transporte por conduccidn y establecié su primera ley de la conduccion de calor, que expresa el flux
de calor como una magnitud proporcional al gradiente de temperatura 7.

dT JT OJT
=—k|=—+——+— 1.59
U <8x + dy * 3z> (159)
donde Q4 es el vector de densidad de flujo de calor y k es la conductividad térmica. En forma
reducida la ecuacién vectorial es:

Q4 = —kVT (1.60)

Ley de enfriamiento de Newton La transferencia de calor por conveccion consiste en el intercam-
bio de energia entre una superficie y un fluido adyacente. Se distingue entre la conveccién forzada,
que la produce una fuente, como un compresor o una bomba, y la conveccion libre que se produce
por la diferencia de temperatura del fluido en contacto con la interfaz sélida. De manera directa, la
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circulacidn es provocada por la diferencia de densidad que resulta de la variacién de temperatura en
toda una region del fluido.

Y

= —hAT 1.61
- (1.61)

Oa
Ecuacidon de Fick o ecuacidn de difusiéon La transferencia de masa o el transporte de masa
es un fenémeno en el cual un componente en un sistema es transportado desde una regién de mayor
concentracion a otra de menor concentracién. Este transporte a nivel macroscépico es provocado por
el movimiento molecular aleatorio de 4tomos, iones, moléculas o particulas en un fluido formado por
una mezcla de componentes (transferencia de mas molecular), o desde una superficie a un fluido en
movimiento (transferencia de masa convectiva). El modelo matematico del transporte de la materia
se obtiene mediante la primera y la segunda ley de difusién de Fick. La primera ley de Fick trata la
difusion en estado estacionario, mientras que la segunda ley trata la difusién transitoria. El modelo de
difusién es una ecuacién diferencial parcial que representa la evolucién de la concentracién producida
por un flujo dado. Con unas condiciones iniciales y de frontera adecuadas, la solucién de esta ecuacién
es un perfil de concentracién dado como una funcién del tiempo y el espacio.

. 8xA 8xA 8xA
Js = —cDas <8x+8y+8z> (1.62)
0
Ja = —cDapVxp (1.63)

donde J4 es la densidad de flujo de difusion, x4 es es la concentracién molar de la especie i dividida
entre la densidad molar total de la solucion ¢ (x4 = %), y Dyp es la difusividad en un sistema binario.

Fluidos en movimiento

Ecuacion de Bernoulli La primera ley de la termodindmica aplicada a un volumen de control, bajo
ciertas restricciones da origen al Principio de Bernoulli para fluidos en movimiento, el cual establece
que en todo fluido ideal, incomprensible, en régimen laminar circulando por un conducto sin pérdidas
por friccién y sin transferencia de calor ni trabajo mecénico, la energia que posee el fluido permanece
constante a lo largo de todo su recorrido. El principio se traduce en lo que se conoce como la ecuacién
de Bernoulli que describe el comportamiento de un fluido en condiciones variantes. Los tres tipos de
energia que pueden cambiar de un punto a otro son:

1. La energia hidrodindmica debida a la velocidad del flujo.

2. La energia hidrostatica o energia de flujo debida a la presion del fluido.

3. Laenergia potencial gravitatoria debida a la altura de los puntos considerados en la circulacién
del fluido.

La ecuacién de Bernoulli se deriva de la termodindmica aplicada al flujo de fluidos en un volumen
de control. Considere dos puntos (1 y 2) en un conducto por el que circula un fluido. La primera ley de
la termodindmica establece que:
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P 1 P 1
PViA] <P +gv1+ 21/%) = pP1As (P +gy+ 2v%> (1.64)
donde P es la presidn, y es la posicién vertical, v es la velocidad de flujo, p es la densidad, g

es la aceleracion de la gravedad. y los subindices 1 y 2 se refieren a las dos posiciones en la linea de flujo.

Se considera un régimen permanente en el flujo del fluido, por lo tanto, la ecuacién de continuidad
se cumple:

P1viA1L = p12A2 (1.65)

Dividiendo cada lado de (1.64) entre el flujo mésico (1.65) se obtiene la ecuacién de Bernoulli para
el flujo de un fluido por un conducto.

1 1
Pitpgyi+5pvi = Patpgya+5pv3 (1.66)

Ecuaciones de Navier Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes forman un conjunto de ecuaciones que representan la segunda ley del
movimiento de Newton en forma diferencial [44]. El conjunto incluye las ecuaciones fundamentales
del flujo de fluidos:

1. La ecuacion de Continuidad (Conservacién de masa). Para un fluido incompresible:

Voy=0 (1.67)

2. Las ecuaciones de la cantidad de movimiento (Conservacién de la cantidad de movimiento)
Establecidas bajo las consideraciones de:

Fluido Newtoniano.

Flujo incompresible.

Viscosidad constante.

Densidad constante.

Flujo laminar.

Dv, . _ &j i azvx i ava 82"): (1.68a)

Ppr P& 5 TH 92 ay> 972 oo
Dv, dP %ty 9%, 9%,

Pm—"gy‘ay+“<axz o oz (1.680)
Dv, JdP %v, 9%v. 9%,

th_ng_az+u<8x2 + 0y? MEE (1.68¢)

Escrita de manera mds compacta y con su descripcion:
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D
pFZ — pg— VP +uV?v (1.69)

Aceleracién Aceleracié n Fuente Fuente o
+ . = -1 + {Difusién} (1.69b)
local convectiva externa interna

~
Derivada Total = cambio de velocidad contrlacién al tiempo

3. Laecuacioén de la energia (Conservacion de la Energia).

DT
y— = kV°T L.
pevp =k (1.70)

Los operadores diferenciales vectoriales y escalares se definen abajo en coordenadas rectangulares.
Los mismos operadores de definen en coordenadas cilindricas y esféricas en el Anexo B. Considere
entonces un escalar E, una funcién f (x,y,z) con derivadas parciales df/dx, df/dy, df/dz, y un
campo vectorial en R?, F(x,y,z) continuamente diferenciable, los operadores diferenciales son:

Derivada substancial:

Df af  _df a _ of

D ot ox Vo, T, (1.71)
Gradiente:
_df L df  df
Vf— gex—i‘aiyey‘i‘aizez (172)

Laplaciano de un escalar:

_0*E  0’E  J’E

2
\% 2 + 7y + 922 (1.73)
Divergencia:
JdF, OJF, JF,
V-F=-2= 2 : (1.74)

ox oy oz
El operador 1.74

1.3.4 Modelado en Ingenieria de Procesos

Tradicionalmente, la metodologia para abordar problemas en ingenieria de procesos tiene un enfoque
matematico y tedrico basado principalmente en el estudio de las operaciones unitarias, los fenémenos
de transporte y la termodindmica. Actualmente, la educacién en ingenieria estd centrada en formar
ingenieros con capacidades que les permitan abordar el disefio de procesos de una manera holistica; es
decir, el disefio de los sistemas de ingenieria debe hacerse con un enfoque global e integrado, en lugar
de considerar la simple suma de sus partes. Con el fin de introducir estas capacidades en el contexto del
aprendizaje del disefio y de la operacién de procesos industriales, en los tltimos afios se ha buscado un
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balance entre modelado matematico, control de sistemas y simulacién numérica. El modelado matem4-
tico de procesos quimicos ayuda a comprender los mecanismos y operaciones implicadas en este tipo
de sistemas y permite entender las relaciones entre sus variables. Los modelos matemadticos son ttiles
en diferentes etapas de la investigacion, desarrollo y puesta en operacién de plantas quimicas. Espe-
cificamente, tiene un impacto importante en las tareas de disefio, evaluacién y operacién de los procesos.

Disefio. El modelado matematico hace posible abordar el dimensionamiento y configuracion de los
equipos. Igualmente, apoya la evaluaciéon y comparacién de procesos alternativos. Permite
ademds tomar decisiones ante diferentes disefios de equipos, o configurar plantas en situaciones
complejas como el arranque, apagado, fallas y otros procedimientos o situaciones.

Evaluacién. El modelado facilita la determinacion de las condiciones nominales de operacién median-
te andlisis de sensibilidad y estudios generales del comportamiento dindmico de los procesos.
También hace posible la valoracién del rendimiento y capacidad de equipos instalados para
su puesta en marcha dirigida a la producciéon de nuevos productos o instalacion de procesos
mejorados.

Operacion de plantas. Las simulaciones partiendo de un modelo matematico son necesarias para
disefiar e implementar esquemas de control que eviten fallas de operacién y hagan mds eficiente
su desempefio ante perturbaciones. Estas simulaciones también hacen posible llevar a la prictica
optimizaciones periddicas de los procesos, reforzar la seguridad de operacién y minimizar costos
de funcionamiento.

Investigacion y desarrollo. El modelado de procesos es ttil en tareas de desarrollo de nuevos produc-
tos, procesos y tecnologias. También auxilia las tareas de escalamiento, de plantas.

Los modelos se obtienen estableciendo principios fundamentales de ingenieria para representar,
mediante sistemas de ecuaciones, los fendmenos y mecanismos presentes en el proceso. La primera
parte del libro constituye un resumen de los conceptos manejados en la ingenieria de procesos y aborda
el modelado con base en los principios de conservacion y leyes o relaciones constitutivas del equilibrio.

Vinculado con las tareas de disefio y evaluacion, el control representa una mejora significativa para
la operacién de procesos industriales. El problema de control puede ser implementado a diferentes
niveles, empezando con el amortiguamiento y la estabilizacidn; después, el control a alto nivel, implica
estrategias avanzadas mediante técnicas modernas. La supervision integra diagnéstico de fallas. Asi
mismo, algunas técnicas de control estdn orientadas a la optimizacién y manejo general del proceso que
combina los niveles anteriores. El libro aborda inicamente el problema de regulacion y estabilizacién
en los procesos quimicos mediante técnicas de control moderno. Por otro lado, la simulacién numérica
o digital sirve como planta piloto, auxilia las tareas de modelado dindmico, optimizacién y desarrollo
de estructuras de control. La simulacién numérica es una herramienta para resolver las ecuaciones que
representan un sistema, hace posible tratar el problema de control; ademads, provee una buena conexién
entre los aspectos tedricos y précticos de los procesos.
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Es muy comin que las ecuaciones diferenciales aparezcan en problemas de matematicas y en el
modelado matematico del comportamiento de sistemas o fendmenos de diversa indole. La clasificacion
maés general divide a las ecuaciones diferenciales en Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (ODE) Y
Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP). Las EDO son aquellas ecuaciones que se expresan en
términos de derivadas con respecto a una sola variable independiente y son el tema de este capitulo.
Las EDP ecuaciones que se expresan en términos de derivadas con respecto a mas de una variable
independiente y son tema del siguiente capitulo.

2.1 Tipos de EDO

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden tiene la forma general:

dy
E—f(h)’) (2.1

con su condicién inicial:

y (to) = yo (2.2)

se plantea un problema de valor inicial, donde y € R" es un vector columna de variables depen-
dientes, con dimensién n X 1, ¢ es la variable independiente, fy es el tiempo inicial, yg es el valor de
la variable dependiente en el tiempo inicial, y f(z,y) : R” — R” es una funcién de valor vectorial o
funcién vectorial de dimensién n x 1. Un punto critico del sistema es un punto (z.,y.) tal que:
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dy

ftca c :0,
(te,¥e) o

(1) =0,

La solucién de la EDO en este punto es punto de equilibrio.

Una forma particular de la ecuacién 2.1 es el problema de valor inicial 2.3:

dy _
==y (2.3a)
y(to) = yo- (2.3b)

La solucién de la ecuacién (2.3) es:

y (t) = y()e(“([_t())) (24)
Por lo tanto el comportamiento depende del valor de u.

e Si u <0, entonces y() decrece exponencialmente con .
e Si =0, permanece constante en y (fy) para todo z.
e Si u > 0, entonces y(¢) crece exponencialmente con ¢.

Considerando nuevamente la ecuacién 2.1 con condicién inicial yg, la solucién es una familia de
curvas o funciones, que evolucionan en funcién de la variable independiente ¢, dependiendo del valor
de la condicién inicial yg.

Para profundizar sobre diversos tipos y aplicaciones de ODE, y conocer diferentes métodos para
encontrar soluciones analiticas y numéricas de ODE existen una gran variedad de referencias, se
recomienda en particular la lectura de [34, 38, 41, 23].

% —a()y+b(1)y%, aeR\{0,1}

Herramientas de simulacidon en Matlab® | Simulink®.

Solucion numérica de EDO en Matlab®. Funciones ode.

Matlab® integra solucionadores de EDO para encontrar soluciones numéricas de diferentes tipos de
problemas de valor inicial. Diversas fuentes proponen guias de utilizacién con diferentes grados de
detalle e informacion de los métodos de base [30]. Los solucionadores para ecuaciones rigidas se
basan en el método explicito de Runge-Kutta y en el método implicito de Adams-Bashforth-Moulton,
mientras que los solucionadores para ecuaciones rigidas incluyen ademas las férmulas de Diferencia-
cién Numérica (FDN) y las férmulas de Newton Cotes. Los solucionadores de EDO se implementan
usando diferentes algoritmos. La Tabla 2.1 y la Tabla 2.2 presentan las funciones de Matlab® que
incorporan los diferentes métodos y algoritmos de soluciéon de EDO para ecuaciones no rigidas, y
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rigidas, respectivamente.

La sintaxis general de los solucionadores de ODE se muestra en el cuadro REF:

Sintaxis de las funciones ode

[T, Y] = solver(odefun,tspan,y0)

[T, Y] = solver(odefun,tspan,y0,options)
[TY,TE,YE.IE] = solver(odefun,tspan,y0,options)
sol = solver(odefun,[t0 tf],y0...)

donde T es el vector que contiene la variable de tiempo en las unidades convenientes para el
problema, Y es el vector solucién de la EDO. El resolvedor o solver genera la solucién de la EDO. En
la salida, TE es el tiempo de un evento en tiempo discreto, YE es la solucién en ese momento, IE es el
indice del mismo; sol es el vector de salida del solver o resolvedor ODE, seleccionado en funcién

de la informacion de las Tablas 2.1 y 2.2. Como entrada se requiere una funcién odefun, tspan

[t0 tf],donde tO eseltiempo inicial y t £ es el tiempo de simulacién; y0 es la condicién inicial, y
options define los ajustes de la integracién de la EDO.

Tabla 2.1: Solucionadores de EDOs en Matlab. Problemas con ecuaciones no rigidas.

Funcién ~ Método Numérico Férmulas | Algoritmo Aplicacion
ode45 Runge-Kutta Par de Dormand-Prince an.era opeton a
considerar.
Problemas media-
ode23 Runge-Kutta Par de Bogacki-Shampine namegte rgidos
con cierta toleran-
cia al error.
Adams-Bashforth-Moulton Problemas con poca
odel13 Adams-Bashforth-Moulton de paso variable y orden . P
. tolerancia al error.
variable entre 1y 13.
Problemas con
odeT8 Runge-Kutta 8(7) El algoritmo més eficiente de  ecuaciones suaves,
Verner. pero que requieren
buena exactitud.
Problemas con
ecuaciones  muy
0de89 Runge-Kutta 9(8) El algoritmo mds robusto de suaves, para inter-

Vener.

valos de tiempo
largos, o muy poca
tolerancia al error.
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Tabla 2.2: Solucionadores de EDOs en Matlab®. Problemas con ecuaciones rigidas o completamente
implicitas
Funcién . .. , . C
Método Numérico Férmulas | Algoritmo Aplicacién
(Solver)
Férmulas de diferenciacion
, . L numérica de 6rdenes 1 a 5, Primera opcién a
Férmulas de Diferenciacién . .
odel5s .. con paso variable y orden va- considerar para pro-
Numérica (FDN) . . ..
riable. Opcionalmente usa el  blemas rigidos.
método de Gear.
Problemas rigidos
con cierta toleran-
. . cia al error, o para
ode23s Runge-Kutta Par de Bogacki-Shampine p
problemas de ecua-
ciones diferenciales
algebraicas (EDA).
Problemas modera-
damente rigidos, en
los que se tolera
, Usa una regla trapezoidal im- |
ode23t Férmulas de Newton-Cotes . g P cierto error y ne-
plicita de un solo paso. . .,
cesita una solucion
sin amortiguacién
numérica.
Se implementa con una regla
. . Problemas con
trapezoidal (primera etapa) y ecuaciones rioidas
ode23tb Runge-Kutta implicito una férmula de diferenciacion gidas,
) . en los que se tolera
hacia atras de orden dos (se- .
cierto error.
gunda etapa).
Basado en las férmulas de di- Problemas de valor
odel5i Férmulas de diferenciaciéon ferenciacion hacia atrds de 6r- inicial con ecuacio-

hacia atras

denes 1 a 5, con paso y orden
variables.

nes totalmente im-
plicitas, y EDA.

Solucién numérica de EDO en Simulink®. Funciones-sistema (S-Function).

Una Funcién-Sistema o S-Function es una herramienta de simulacion de sistemas continuos, discretos
e hibridos que forma parte de las librerfas en el ambiente Simulink®. Este bloque llama a un algoritmo
programado en una funcién Matlab® con estructura especifica. Una vez escrita la S-Function, se coloca
su nombre en el bloque Simulink®, se configura el resolverdor, y se personaliza la interfaz de usuario
mediante una mascara.

De manera geneal, en el bloque de Funcién-S es posible realizar seis tareas diferentes, cada una de
estas se identifica con un nimero, como se describe en la Tabla 2.3:
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Tabla 2.3: Solucionadores de EDOs en Matlab. Problemas con ecuaciones no rigidas.

Flag Meétodo Descripciénn
Define las caracteristicas basicas del bloque de la S-
0 setu Function, incluyendo las muestras de tiempo, condiciones
p iniciales de los estados continuos y discretos, y los tamafios
de los vectores de entrada y salida.
1 mdlDerivatives Calcula las derivadas de las variables de estado continuas.
Actualiza los estados discretos, tiempo de muestreo y otros
2 mdlUpdate 17 ) P y
requerimientos de tiempo.
Calcula las salidas de la Function-S como una funcién de
3 mdlOutputs los elementos del vector de estados y en algunos casos de
los elementos del vector de entradas.
Calcula el tiempo de la siguiente ocurrencia. Esta rutina
4 mdlOutputs se usa solo cuando se especifica una variable discreta en la
rutina de setup.
. Realiza cualquier tarea necesaria para dar fin a la simula-
4 mdlTerminate

cion.

Caso 0 (Inicializacion) Se define un vector renglén que especifica el nimero de entradas, salidas

y otras caracteristicas del modelo matemadtico. Para ello se invoca el comando simsizes, el

cual regresa una estructura inicializada con nombre s. Al final, se define la salida sys usando
nuevamente el comando simsizes con una estructura variable como argumento (s en el ejemplo
que se muestra a continuacién). Esta tltima instruccion traduce los valores de la estructura s en
un vector renglén que es enviado a Simulink a través de la salida sys.

Se definen x0, stry ts

Caso 1 (Derivadas): Contiene el modelo matematico y como salida el vector de derivadas. (a) Se
definen las los parametros del modelo, las entradas y las escriben las ecuaciones diferenciales
como un vector o un conjunto de ecuaciones.

Se define el vector de salidas.

Caso 3 (Salidas) Elaboration

Casos 2,4y 9 Actualicacién de estados. | Proxima ocurrencia. | Finalizacién. Contiene la salida

asociada a los casos 2, 4 y 9, que para los tres casos es un arreglo vacio. Ademads contiene
cualquier instruccién para terminar el programa.

La sintaxis de una S-Functio para simular un sistema continuo modelado por una EDO o un grupo

de EDO es como sigue:

35
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Sintaxis de una S-Function para simular un sistema dinamico continuo | c6digo .m

function [sys,x0,str,ts] = SFunName(t,x,u,flag,x0)
switch flag

case 0 % inicializacion
S = simsizes;
s.NumContStates = Numero de estados continuos;
s.NumDiscStates = Nimero de estados discretos;
s.NumOutputs = Nimero de salidas;
s.NumlInputs = Nimero de entradas;
s.DirFeedthrough =1 si las salidas dependen algebraicamente de las entradas,
0 si no existe esta dependencia;
s.NumSampleTimes = 1; % Numero de muestras de tiempo
sys=simsizes(s);
str=[]; % vector vacio
ts = [0,0]; % para un muestreo continuo

case 1 % derivadas
[Parametros del modelo]
[Variables de entrada]
[Ecuaciones dindmicas del modelo]
sys = [vector de derivadas];

case 3 % salidas
[Ecuaciones de salida]
sys = [vector de variables de salida];

case {249} % ?2: discreto
% 4: calctimehit
% 9: término
sys=[1;
otherwise
error([ “unhandled flag = ~ ,num2str(flag)])

El bloque de las funciones-S se encuentra en la libreria - “User defined functions”. El programa con
la sintaxis presentada es llamado a partir de este bloque, escribiendo su nombre y dando los pardmetros
de entrada como se observa en la Figura 2.1. La configuracién del resolvedor se hace proporcionando el
tiempo inicial (“Start time”), el stiempo de simulacién ((“Stop time”)), resolucion por tiempo
de muestreo variable o fijo (“Variable step” o “Fixed step”), el método de integracién
(listado en Tablas 2.1 y 2.2), asi como detalles del resolvedor que se muestran en la Figura 2.2.
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Block Parameters: S-Function x|
— S-Function

User-definable block. Blocks may be written in M, C. Fortran or Ada and
must conform ta S-function standards. tx.u and flag are automatically
passed to the S-function by Simulink. “Extra" patameters may be
specified in the 'S-function parameters' field.

- Patameters
S-function name:

|nombre_funcion

S-function parameters:
]param'l patam2

Figura 2.1: Pardmetros de una S-Function | Bloque Simulink®.

J Simulation Parameters: prueba -iﬁlﬂ
Sobvr | Warkspace /0 | Disgrastics | Advanced | ReakTine Warkshop |
Shakdten e * Tiempo de simulacion. Simulaciones infinitas
Start tme: | 0.0 Stop time: [ 10.0 <1 ¥ ’ )
e e * Resolucion por paso fijo y paso variable.
Tmlvanabbs‘ep j Iude45 lnm%%f‘me] ﬂ * Métodos de integracion. Para qué usar diferentes métodos.
Max step size: | auto Relative tolesance| 123 - Paso Vatiable:
Minstep size: | auto Absolute tolerance: | suto ode45:  Es el algoritmo mids apto en primera instancia, (paso simple)
vitiol step e | acto L ode23: Es m::us cﬁcieme para toleranc@as amP]ias. {paso :fimple)
odel13: Esmds eficiente para tolerancias estrictas. (multi paso)
Output options odel5s:  Esel algoritmo mds apto en primera instancia, para sistemas
Refine ot = Refine factor l—1 mal condicionados. (multi paso)
L i / d acter ode23s:  Mas eficiente para sistemas mal condicionados, con
i i - - tolerancias amplias. (paso simple)
Ok I Cancel I Help I Appl | discrete: No es necesario resolver integracion numérica
- Paso Fijo: /
ode5: Version de paso fijo del ode45.
Los tiempos de muestreo pueden ser:
ded: Runge —Kutta de orden 4.
de3:  Version de paso fijo del ode23. - CONTINUO (periodo = 0,offset = 0)). Ejemplo ts=[0,0]
de2: Método de Jun, o Euler mejorado. - HEREDADO (periodo = -1,0ffset = 0). Ejemplo ts=[-1,0]
odel:  Mcétodo de Euler. - VARIABLE (periodo=-2,0ffset=0). Ejemplo ts=[-2,0]
discrete: Método cuando no es necesario utilizar un integrador - DISCRETO (perido=>0, 0 <= offset < periodo). Ejemplo ts=[1,0.1]
numétrico. '

1
Opciones de Salida: Refinar salida, Generar salidas adicionales, Generar
salidas especificas.

Figura 2.2: Pardmetros de simulacién de una S-Function | Bloque Simulink®.

2.2.3 Funcion trim

Encuentra un punto de equilibrio de un sistema dindmico, es decir, un punto en régimen permanente.
La sintaxis de la funcidén t rim se presenta en la Tabla 2.4.
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Tabla 2.4: Sintaxis de la funcién t rim.

Meétodo Descripcion

Encuentra el punto de equilibrio cerca del estado
inicial del sistema, xO0.

[x,u,y,dx] trim(’sys’)

x0, u0 y y0 son el vector de estados, el vector de
entradas y el vector de salidas que estardn fijos mien-
tras la funcién intenta encontrar el estado estable.

[x,u,y,dx]
trim(’sys’,x0,u0,vy0)

[x,u,y,dx] = ix, iu e iy indica cuales valores de x0, u0y y0
trim(’sys’,x0,u0,y0, ix, iu, iyse mantienen fijos.

2.2.4 Funcion linmod
Obtiene un modelo lineal a partir de sistemas de ecuaciones diferenciales descritas como modelos de
Simulink. Las entradas y salidas se definen en un diagrama de bloques de Simulink usando bloques de
puertos de entrada y salida.
La funcién es:
[A,B,C,D] = linmod(’sys’, x, u).
sys= nombre del bloque que contiene el modelo no lineal del sistema.
x= las variables de estado especificadas.

u= entradas.

Si se omiten x y u, estas tomardn el valor de cero.
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3.1 Definicion

Dada una funcién escalar u = u(xy,...x,,t) de clase € y sus derivadas parciales, una ecuacién
diferencial parcial u se define como una funcién escalar en el dominio R” de la forma:

F (X1, Xy Uy U Uy e ooy Uy Uy s - e ey Uy Uiy - - - 5 Uiy, Uge) = 0. (3.1

La notacién con subindices se plantea de la forma:

du
Uy = —
X ax I
du (du %u du [ du %u
u = — —_— = —_— u = — —_— = —_——
T 9x \ dx ox2’ Y ox \ dy 0xdy’
donde el orden de la diferenciacién no importa, por €jemplo: tyy;y = Upry; = Uzxey = Uyzex = =+-. El

orden de la EDP es el orden mds alto que aparece en los términos de la ecuacion. La solucién de
la EDP es la funcién u que satisface exactamente la EDP en todo el rango en el que son validas las
variables independientes x1,...x,,t. Para muchos sistemas en ingenieria se estudian las variaciones
temporales ¢ y/o espaciales como variables independientes). Las variables espaciales pueden definirse
en los diferentes sistemas de coordenadas: cartesianas, cilindricas y esféricas. Las EDP pueden ademads
ser formuladas en una, dos o o tres dimensiones, 1-D, 2-D y 3-D, respectivamente, en cualquiera de los
sistemas de coordenadas.
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Se llama problema al conjunto EDP-condiciones dadas en las variables independientes. Los distin-
tos problemas son:

Problema de Cauchy o de valores iniciales. Considere una EDP de orden # con respecto a la variable
independiente ¢ en 1D, es necesario que la solucién u (x,z) cumpla las condiciones dadas en 3.2 :

u(x,t = to) = fi ()C)
du

St =10) = (2

(3.2)

anfl
ST (1 =10) = fi ()

donde fi, f> hasta f;, son n — 1 funciones en el intervalo definido 0 < x < L. Normalmente zy = 0.

Problema de Dirichlet o de valores en las fronteras. Considere una EDP de orden n con respecto a
la variable independiente x en 1D, que se desea resolver en 0 < x < Ly 0 <1, es necesario que
la solucion u (x,¢) cumpla las n condiciones dadas en 3.3.

(3.3)

u(ang) = fu ().
donde f1, f» hasta f, son n funciones definidas en el intervalo 7y < ¢t. Normalmente ap =0y

a, = L.

Problema de Newman. Es un segundo tipo de problema de valores en la frontera. Considere una EDP
de orden n con respecto a la variable independiente x en 1D, que se desea resolver en 0 < x < L
y 0 < ¢, es necesario que la solucién u (x,¢) cumpla las n condiciones dadas en 3.4.

)

Selann=g1(0)

34
du

I (ang) = 8n(2).

donde g1, g» hasta g, son n funciones definidas en el intervalo #y < . Normalmente ag =0y
a, =L.

Problema de Robins. Es una generalizacién de los problemas de valores en la frontera. Considere
una EDP de orden n con respecto a la variable independiente x en 1D, que se desea resolver en
0 <x < LyO0<t,esnecesario que la solucién u (x,#) cumpla las n condiciones dadas en 3.5.
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d
A u(al,l‘)—l—Blu(ac;l’t) =w] (l‘)
0
Ay u(az,l‘)—l—Bzu(aaz’t) :Wz(l‘)
X 3.5)
du(ay,t)

An u(an,l)—i-BnT =Wy (Z),

donde donde w, w; hasta w,, son n funciones definidas en el intervalo #) <t¢; yA; y By, A2 y Ba,
hasta A, y B,, son constantes dadas. Normalmente ap =0y a, = L.

Problema mixto. Es una generalizacién de los problemas de valores en la frontera que combinan
condiciones de diferente tipo. Considere una EDP de orden n con respecto a la variable indepen-
diente x en 1D, que se desea resolver en 0 < x < L'y 0 < ¢, es necesario que la solucién u (x,1)
cumpla las n condiciones dadas en 3.6.

Anyu(aoi,t) +Biy u(agi,t) =vii (t)
8u(aL12,t)

Apu(apiz,t) +Bia P wiz (1)

Ao u(aoar,t) +Bay u(agar,t) = vy (1)
dul(apn,t

Axu(apa,t) +Bzz(al;22) = (1) (3.6)
Jul(apn,t

Al ”(a0n1>t) +Bn(aL;l) = Wni (t)
dul(apm,t

An ”(aOnth) _’_Bn(aI;:Z) = Wn2 (t)

donde donde wy, wy hasta w, son n funciones definidas en el intervalo fo <t; y A1 y By, Ay y Bo,
hasta A, y B,, son constantes dadas. Normalmente ap =0y a, = L.

Un problema esta bien planteado si satisface todos los criterios que de describen abajo en cuanto a
existencia, unicidad y estabilidad:

o El problema tiene solucién.

e Tiene una solucién unica.

e Un pequefio cambio en la ecuacioén o en las condiciones iniciales o de frontera produce un
pequeiio cambio en la solucién.

Si una o més condiciones anteriores no se cumplen, entonces el problema estd mal planteado. Para
mayor profundidad en los teoremas de existencia y unicidad de las EDP, asi como el estudio de métodos
para su solucién analitica y numérica, se recomienda la lectura de referencias como [7, 43, 26].
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EDP lineales de segundo orden.
La EDP de segundo orden [26]

De una manera general, considere una EDP de segundo orden en un sistema de coordenadas
rectangulares 3-D, cuya solucién es una funcién u (x,y,z,t), la EDP se escribe de la siguiente manera:

2 82 82 82 82 82
R SIS LA P ;-+%
e

Laf 0%u
dx2 T dyr 972 o2 ¢ dxdy dx

oxot

Loh 2%u o 2%u +2_82u ij8u+laujL 8u+ 8u+ (3.7
l - - m-— n— u=
aydz  “oyar  azar " Tox oy Moz Mor TPMTD
donde a,b, ..., g son funciones de (x,y,z,¢). En forma matricial, la EDP se escribe:
(0"QI+Lo+9¢)u=y, 3.8)
con
P P of P} T 9 T
ae g —nTh T a T atk o
o=| ¢ b ~g-dhog g :
fohoce g’ L=| 37 5 5 & I=179
g i j d T Ty oz o T %
dg Ji dj ad Fn

Segun los valores propios de Q, las EDP pueden ser de tres tipos:

EDP elipticas: Si todos los valores propios de Q son positivos.
EDP parabilicas: Si al menos uno de los valores propios de Q es igual a cero.
EDP hiperbdélicas: Si al menos uno de los valores propios de Q tiene signo opuesto a los otros.

Una EDP lineal de segundo orden con solucion u (x,y) y coeficientes constantes tiene la forma
reducida:

%u d%u d%u du  du

cona#0ya,b,c,d,e,y f constantes, g (x,y). Para u(x,t) e igualmente coeficientes constantes:
2%u 2%u 2%u du du

— +2b—— — +d— — = 3.10

Rt T Ty ey =8 (3.10)

cona#0ya,b,c d, e,y f constantes, g (x,t). Estas EDP se clasifican de acuerdo con el valor del
discriminante b — ac:
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EDP elipticas: Si b> —ac < 0.
EDP parabilicas: Si b> —ac =0.
EDP hiperbélicas: Si b* —ac > 0.

EDP elipticas

Una ecuacién diferencial parcial eliptica 3D es un problema con valores en la frontera, es decir, depende
Unicamente de variables independientes espaciales. Entonces, las EDP elipticas describen procesos
estacionarios o en estado de equilibrio (sin evolucién temporal). La EDP eliptica més conocida es la
ecuacion de Laplace, que tiene la forma:

Au=0, (3.11)

donde A es el operador llamado Laplaciano, el cual se define en las ecuaciones 3.12 a 3.14 en los
diferentes sistemas de coordenadas:

Coordenadas rectangulares

2 9% 9?

o2 T ot oz

3.12)

donde x, y y z son las variables independientes que indican la posicién espacial en coordenadas
rectangulares.

Coordenadas cilindricas
190 d 1 9> 92
A:pwa(P@)ﬂﬂaw*azz C

donde p, ¢ y z son las variables independientes que indican la posicién espacial en coordenadas
cilindricas.

Coordenadas esféricas

10 d 1 0 d 1 9?
A= (22 —_ 0—— —_— 3.14
r or (r 8r> T Z5enb 36 (sen 89) T Zen?o 29?2 (314
donde r, 6 y ¢ son las variables independientes que definen la posicion espacial en coordenadas
esféricas.

Escrita en la notacidn de subindices, la EDP eliptica es:
Uyx + Uyy + Uz, =0 (3.15)

Las soluciones de la ecuacién de Laplace de clase € en una regién 2 son funciones arménicas
en 7. Algunas EDP elipticas derivan del establecimiento de modelos que representan fenémenos,



44 Capitulo 3. Ecuaciones diferenciales parciales (EDP)

por ejemplo, de la transferencia de calor por conduccién sin fuentes de calor. Las ecuaciones de
conservacion en régimen permanente (de masa, calor y momento) también son de tipo eliptico, asi como
la ecuacién de Poisson, que determina el vector de velocidad en funcién de la distribucién de presién
en un flujo estacionario para nimeros de Reynolds pequefios, suponiendo un fluido incompresible.

3.2.2 EDP parabdlicas

Una ecuacioén diferencial parcial parabdlica es un problema con valores inicial y en la frontera, es decir,
las variables independientes son el tiempo y las variables espaciales. Las EDP parabdlicas describen
procesos de conduccién de calor o de difusién. Una EDP parabélica 1D no homogénea tiene la forma:

d*u  du du
ﬁ—E%»b(x,t)$+C(x,t)u:f(x,t), (316)
En 3D:
u f
2 )
aAu = s (3.17)

donde a* =k / (cp) es el coeficiente de difusion, k la conductividad térmica, c el calor especifico, y
p la densidad.

3.2.3 EDP hiperbdlicas

Una ecuacion diferencial parcial hiperbdlica es un problema con valores iniciales y en la frontera,
es decir, las variables independientes son el tiempo y las variables espaciales. Las EDP hiperbdlicas
describen procesos oscilatorios. Una EDP hiperbdlica conocida es la ecuacién de onda, en 1D, la EDP
homogénea tiene la forma:

Pu_

57 @55 =0, (3.18)

En 3D, la ecuacién de onda no homogénea es:

2
a*Au = 3;2’ _ (3.19)

donde a” representa la velocidad de propagacién de la onda.

3.2.4 Otras EDP de segundo orden que describen sistemas fisicos en Ciencia e
Ingenieria

En esta seccién se presentan algunas EDP que representan sistemas de diferentes disciplinas.
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3.2.4.1 Sistemas mecanicos

Ecuacion de Poisson para sistemas mecanicos: La ecuacion de Poisson es empleada para represen-
tar sistemas mecdanicos y de la fisica tedrica. La ecuacién en coordenadas cartesianas 3D es:

aAu = —F. (3.20)

El caso de F = 0 se transforma en la ecuacién de Laplace. En particular, un problema de
mecénica consiste en considerar la ecuacién de Poisson para representar el equilibrio en una
membrana. La EDP describe la deflexion de una membrana sometida a tensiones internas bajo la
accion de una carga F. Haciendo un cambio de variables se puede definir a = 1, entonces:

Au= —F. (3.21)

En un trabajo reportado por Lebedev y Grossi, 2003 [12] resolvieron numéricamente y analizaron
los problemas de contorno considerando las condiciones en la frontera de Dirichlet (3.22a),
Newman (3.22b), y mixtas (3.22¢) cuando una parte B1 del contorno se fija y se aplica una fuerza
¢, en otra parte B, = B\B; del contorno.

ulg =1, (3.22a)
gu _ o, (3.22b)
nip
Ju
M|B| = ¢, % R =@, (322C)
2

donde ¢; es continua en un dominio D; y proporciona los valores de deflexion transversal u a lo
largo del contorno B; ¢, es continua en un dominio D».

Ecuaciones de Navier Stokes: Modelan el flujo de fluidos. Se pueden establecer bajo diferentes
consideraciones. En la Seccion 1.3.3 se introducen las ecuaciones de Navier-Stokes para el caso
de fluidos Newtonianos, incompresibles, en régimen laminar y suponiendo densidad y viscosidad
constantes.

3.2.4.2 Sistemas electromagnéticos

Las ecuaciones de Maxwell integran la descripcién de los fendmenos eléctricos y magnéticos ([0, 36]):

JB
Ley de Maxwell-Faraday : VXE= 5 (3.23a)
2] ) I
Ley de Maxwell-Ampere : VxH= o +j (3.23b)
Ley de Gauss | Eléctrica: V-D=p (3.23¢)

Ley de Gauss | magnética: V-B=0. (3.234d)
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donde los vectores E y H denotan los campos vectoriales eléctrico con unidades de Vm~! y
magnético con unidades Am~!, respectivamente. Los operadores vectoriales V x E y V x H son los
rotacionales de E y H. El resultado del rotacional (3.24) también es un campo vectorial que se define
como el determinante del siguiente arreglo:

Rot(E) =V xE =

DYoo=
3o e

X
ad
ox
e (3.24)
J-E

d-E d-E, J-E Jd-E, J-E
_ z y x4+ z X Y+ y X .z
dy dz dx dz dx dy
Después, D y B denotan los vectores de induccién eléctrica y magnética con unidades de Cm~!y
Tesla, respectivamente. Los operadores vectoriales V-D y V- B denotan la divergencia de los vectores

de induccién. Las fuentes son la densidad de carga p (Cm~>) y la densidad de corriente j (Am~2). Para
un medio homogéneo e isétropo se cumplen las relaciones lineales siguientes:

D = ¢E = g¢,E, (3.25a)
B = uH = pop H, (3.25b)
= G.E, (3.25¢)

donde g es la permitividad, yg es la permeabilidad del vacio, &, es la permitividad relativa, L es la
permeabilidad relativa del medio y o, es la conductividad del medio. Para un medio lineal, homogéneo
e isétropo: &)~ 8.84 x 10712 Fm™!, 11y ~ 1.256 x 107 Hm™!, | /&flg = 1/c con ¢ ~ 3 x 103 ms™ !,
y Mr=1.

Sistemas financieros

La ecuacién de Black-Scholes es un modelo matematico que se usa para estimar el valor de una
opcién financiera. El modelo fue publicado por primera vez por Fischer Black y Myron Scholes en
[key]. La EDP conocida como ecuacién de Black-Scholes estima el valor de una opcion financiera
en el tiempo. M4s tarde, Robert C. Merton ofrecié una explicacién matemdatica mas amplia e impu-
so el término de "modelo de valoracién de opciones Black-Scholes”. Las suposiciones de modelado son:

El precio de la accién sigue un movimiento browniano geométrico.

No hay pago de dividendos.

La opcién se ejerce al vencimiento.

No se anticipan los movimientos del mercado.

No hay comisién en el canje.

Es posible comprar y vender la accién en cualquier momento, sin costo alguno;
El tipo de interés se conoce de antemano y se mantiene estable.

La volatilidad se conoce de antemano y es constante.

S A S e

La EDP Black-Scholes esta definida en 3.26.

22l g%t o (3.26)
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donde S(r) es una variable aleatoria que denota el precio de la accion, u(S(z),t) es el valor de una
opcidn, r es el tipo de interés sin riesgo, o es la volatilidad de la rentabilidad de la accién, y ¢ es el
tiempo que le queda a la accién antes de su vencimiento, medido en afos. La EDP es una variacién de
la ecuacién de calor de la cual es posible derivar soluciones analitica y numérica.

Para la llamada opcién de compra europea se requiere definir una condicién final y una de contorno.
Si al final el precio de las acciones es mayor que el precio de ejercicio S > K, la opcién de compra
tendrd un valor de S — K porque el comprador puede obtener beneficios. En cambio, si S < K, el
comprador no ejercerd la opcién y ésta no tendré valor. Entonces, t = T es el valor de la opcidn, y
condicion final se expresa como:

u(S,T) = max (S — K,0) (3.27)

donde K es el precio de ejercicio fijado por accion.

Después, las condiciones en la frontera se definen considerando que si S = 0, entonces el pago
también debe ser 0, mientras que mds tiempo transcurra, es mds probable que se la accidn se ejerza y
el valor serda S — K. En este caso, el precio de ejercicio no tiene ninguna incidencia en el valor de la
opcidn. Estas condiciones se escriben en 3.28:

u(0,1) =0, (3.28a)
(oo, T)=S—Ke " T, (3.28b)
(3.28¢)

Solucion de EDP en Matlab®

El resolvedor de EDP de Matlab® pdepd proporciona la solucién de una EDP o un sistema de N EDP.en
1-D, de tipo eliptico y parabdlico, pero se requiere al menos una EDP parabdlica. L herramienta de
Partial Diffetential Equations’" extiende su uso a la solucién de problemas en 2-D y 3.D, sin embargo,
este Capitulo se centra en las ecuaciones 1-D. En este caso,

ou\ou _, 9 | ., du du
c <x,t,u,8x> o =X > X (x,t,u,abc) +s <x,t,u,ax> . (3.29)

Término de Flujo Término Fuente

donde u es la variable dependiente, ¢ es la variable independiente de tiempo, x es la variable indepen-
diente que indica posicién en el espacio, du/dx es la derivada parcial de u con respecto at, y du/ox
es la derivada parcial de u con respecto a x. La geometria estd definida por m, la constante de simetria:

Rectangular: m=0.
Cilindrica: m=1.
Esférica: m=2.
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La férmula general para definir la condicién inicial es:

u(x,t0) = up (x) (3.30)

La férmula general para definir las condiciones frontera es:

p(x,t,u)+q(x,t) f <x,t,u,3’;> =0 (3.31)

La sintaxis de la funcién pdepd es como sigue:

Sintaxis de la funcién pdepd

m=...
xmexh = ...

tspan = ...

sol = pdepd(m,pdefun,icfun,bcfun,xmesh,tspan)

function [c,f,s] = pdefun(x,t,u,dudx)
c=..

f=..

S=...

end

function u0 = icfun(x)
ul=...
end

function [pL,qL.pR,qR] = bcfun(xL,uL,xR,uR,t)
pL=..

gL =...

pR=..

gqR=...

end

donde:

xmesh: es el vector de posiciones espaciales x; dentro del intervalo 0 < x < L en donde se obtiene la
solucién.

tspan: es el vector de valores en el tiempo en el intervalo 0 < ¢ para los cuales se resuelve la ecuacion.

pdefun: es la funcién en donde se describe la EDP o el sistema de EDP utilizando las funciones p, f,
y s de la ecuacién 3.29.

icfun: es la funcién donde se definen las condicién inicial de acuerdo con la ecuacién ??.

befun: es la funcién donde se definen las condiciones frontera, de acuerdo con la ecuacion 7.17 en
términos de p, g, los cuales definen el intervalo de validez para la variable espacial.
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3.3.1 Aproximacion de la solucion de una EDP mediante Diferencias finitas

El método numérico de diferencias finitas es empleado para resolver EDP en las que el espacio en donde
se lleva a cabo la discretizacién no es muy complejo o irregular, pero es ttil para varios problemas en
ingenieria, y es muy util particularmente para resolver EDP en problemas de ingenieria de procesos.

Dada u (x,t), la primera derivada u, puede ser aproximada tomando puntos en adelanto, en atraso,
o centrales:

e (x,1) = “(”h’t})l_”(x’t) +o(h) (3.32)

uy (1) = L) _Z(x_h’t) +0(h) (3.33)

u(x+h,t)—u(x—h,t)

2
5 +0(h*) (3.34)

uy (x,1) =

La segunda derivada u,, es aproximada por:

u(x+h,t)—2u(x,t)+u(x—h,t)
2

Uy (X,1) = +0 (n*) (3.35)

Por otro lado, la primera derivada con respecto al tiempo u, y la segunda derivada u,, son:

ur (x,1) = unt +h;l) —ulx) +O0(h) (3.36)

iy (1) = u(x,t) —Z(x,t—hz) +O(h) (3.37)

” ()C’t) _ M(xat‘i‘ht)z;llu (X,t —ht> +0 (htz) (338)

La segunda derivada u;, es aproximada por:

u(x,t+he) —2u(x,t) +u(x,t —h)
h

Uy (x,1) = +0(h}) (3.39)

Para un sistema en coordenadas rectangulares, la discretizacion en los intervalos con longitud Ax
en el espacio, y At en el tiempo, es decir 0 < x < Ly 0 < ¢, respectivamente, es:

x0=0,x1=Ax, ..., x;=IiAx, ..., x, =NAxy =L (3.40)
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dondei=1,...,N, N es el nimero de puntosen 0 <x < L,y
=011 =At ..., t;=jAt, ... (3.41)
donde j =1,...,N;, N es el nimero de pasos en el tiempo para O < ¢. Entonces:

u(x,-,tj) = Ujj

Diferenciacién hacia adelante: La aproximacion estindar es el esquema de diferenciacion de u (x;,¢;)
hacia adelante.

Primera derivada con dos puntos: La primera derivada se aproxima con dos puntos: u (xi1,?;)
y u(x;,t;). La segunda derivada se aproxima con tres puntos: u(x;;2,t;), u(Xit1,t;)
y u(x;,t;). La tercera derivada se aproxima con cuatro puntos: u(xi13,¢;), u(xi+2,t;),
u(xit1,t;) y u(x;,t;). La aproximacién de derivadas de orden superior se aproximan con
un nimero creciente de puntos.

Juij _ Uir1,j— Ui

_ ’ 3.42
dx Ax ( )

%u; ; Uit — 21, Ui (3.42b)
ox2 (Ax)? |

Pu; _ Uiv3j = Uiy j+ Uiy — Ui (3.42¢)
ox3 2(“)3 |

Primera derivada con tres puntos: La primera derivada se aproxima con tres puntos: u (xi42,1;),
u(xit1,t;) y u(xi,t;). La segunda derivada se aproxima con cuatro puntos: u (xiy3,?;),
u(xiy2,tj), u(xit1,t;) y u(x;,t;). La tercera derivada se aproxima con cinco puntos:
u(Xita,t;), u(xip3,tj), u(xiya,tj), u(xiy1,t;) y u(x;,t;). La aproximacion de derivadas
de orden superior se aproximan con un niimero creciente de puntos.

dujj  —upo j+4uipj—3u;;
J_ 7 , : 3.43
dx 2Ax (40
%u; ; _ i3 F Ui, —25ui+1,j +2u; ; (3.43b)
dx? (Ax)
Ouij  —Butiaj+14uiyz;— 24%‘;27/ + 18uip ) —Suij (3.43¢)
ox3 2 (Ax)

Diferenciacién hacia atras: La aproximacion de diferenciacién de u (x;,;) hacia atrds se hace me-
diante las siguientes férmulas:

Primera derivada con dos puntos: La primera derivada se aproxima con dos puntos: u (x;,?;)
y u(xi—1,tj). La segunda derivada se aproxima con tres puntos: u(x;,t;), u(xi—1,t;)
y u(xi—2,t;). La tercera derivada se aproxima con cuatro puntos: u(x;,t;), u(xi—1,t;),
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u(xi—2,tj) y u(xi—3,t;). La aproximacién de derivadas de orden superior se aproximan con
un ndmero creciente de puntos.

duij  upj— Uiy

3.44
ox Ax ( ’
azulj MZJ—2M171J+’/[172]
S 7 7 3.44b
ox? (Ax)z | |
Quij _ uij—3uio1,j+3ui2;— Ui, (3.44c)
ox3 2 (Ax)3 |

Primera derivada con tres puntos: La primera derivada se aproxima con tres puntos: u (x;,;),
u(xi—1,tj) y u(xi—2,t;). La segunda derivada se aproxima con cuatro puntos: u(x;,?;),
u(xi—1,tj), u(xi—2,t;) y u(x;—3,t;). La tercera derivada se aproxima con cinco puntos:
u(xi,tj), u(xiz1,j), u(xi—2,t;), u(x;—3,t;) y u(xi—s,t;). La aproximacién de derivadas de
orden superior se aproximan con un nimero creciente de puntos.

duij  3ujj—4ui—yj+uio;

3.45

ox 2Ax (3.45a)

O%uij _ 2ui;—Suioj+ 4;%72,./ — i3, (3.45b)
o0x2 (Ax)

8314;‘] _ 51/!1'_’]' — 18141'_17]' =+ 24u,-_2,j3— 14Mi_3_j + 31/!,'_4’]' (3450)
ox 2 (Ax)

Diferenciacién centrada: La aproximacion de diferenciacion de u (x;,¢;) centrada se hace mediante
las siguientes férmulas:

Primera derivada con dos puntos: La primera derivada se aproxima con dos puntos: u (xi1,?;)
y u(x;—1,t;). La segunda derivada se aproxima con tres puntos: u (xit1,t;), u(xi,t;) y
u(xi—1,tj). La tercera derivada se aproxima con cuatro puntos: u (xi;2,t;), u(Xit1,j),
u(xi—1,t;) y u(xi—2,t;). La aproximacion de derivadas de orden superior se aproximan con
un ndmero creciente de puntos.

Juij _ Uir1,j— Uil

= 3.46
Ix 2Ax (3.46a)
Puij i1 — 2 jFuiy
g Ml Sy TR 3.46b
ox2 (Ax)* ( )
Pu; _ Uipo,j— 21 j+2u 1) —Ui2 (3.46¢)

o’ 2(Ax)*
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Primera derivada con tres puntos: La primera derivada se aproxima con cuatro puntos: u (xi42,?;),
u(xiy1,tj), w(xi—1,t;), u(xi—2,t;). La segunda derivada se aproxima con cinco puntos:
u (xig2,j), w(Xip1,t;), u(xi,t), u(xi—1,tj), y u(xi—2,t;). La tercera derivada se aproxima
con seis puntos: u (xiy3,1;), u (Xiy2,;), u (Xiy1,2j), u(Xiz1,2;), w(xi—2,t;), y u(xi—3,t;). La
aproximacion de derivadas de orden superior se aproximan con un nimero creciente de
puntos.

Ol - i L8t i — St U o

au;] Ui uH—]l’éAx Ui-1,j +ui-2,j (3.47a)
ui;  —uinj+ 16w j—30u; j+ 16—y j—ui—a

i _ S (3.47b)
Quij _ —uiv3+8utiva;— 13uiyyj+ 131, j —8uig j+ui3

ax3

3.47
8 () (3.47¢)
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4.1

4. Estructuras de modelos orientados a
control

La estructura matemética del modelo de una planta tiene implicaciones directas en el contexto de la
sintesis de controladores. En las secciones que siguen, el objetivo es presentar modelos matematicos
que comunmente se requieren plantear para introducir y probar técnicas cldsicas y avanzadas de control.
Los modelos de procesos sirven para disefiar las leyes de control basadas en modelos, pero también
representan la dindmica del proceso para el cual se evalda el desempeiio de los controladores. Un
modelo orientado al disefio de control puede ser aproximado, reducido o simplificado. Las desviaciones
de modelado generadas por las no linealidades, interacciones y dindmicas desestimadas, limitaciones
por la validez del modelo en ciertas regiones de operacidn, asi como la incertidumbre de modelado,
son toleradas por el control en menor o mayor medida, dependiendo de los objetivos propuestos. El
tipo de modelado se define en funcidn de la técnica y objetivos de control. Por el contrario, repre-
sentar la planta durante una simulacién del lazo cerrado, requiere buena exactitud y fidelidad en la
reproduccién del desempefio y dindmicas del proceso. Un modelo de planta fiable permite pruebas efi-
caces del disefio de los compensadores, y hace factible la implementacién del control en un sistema real.

Muchos métodos de andlisis y control se aplican para sistemas lineales, por lo tanto, es de interés
estudiar formas lineales de representacion. Las principales son los modelos en espacio de estados y
funcién de transferencia. Su estructura matematica especifica depende de si son obtenidos para sistemas
SISO o multivariables, variantes o invariantes con el tiempo, subsistemas conectados en serie o con
distintas configuraciones, sistemas con disturbios o sistemas inciertos.

Representacion en el Espacio de Estados

Definicion 4.1 Variables de estado. Es un conjunto minimo de variables, que caracteriza comple-
tamente el comportamiento dindmico de un sistema, a partir de # = 0 y conociendo la entrada u (7).
Las variables de estado se representan como un vector de orden n.
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Definicion 4.2 Variables de entrada. Es el conjunto de m variables que definen el estado en la
entrada del sistema en ¢ > 1.

up (l‘)
us (Z)

problema de valor inicial con un sistema de ecuaciones diferenciales (o de diferencia) de primer
orden.

Xi = fn(X1,%2, ..., Xp, U1, ... Uy, pardmetros, 1), dondei=1,2,...,n

En general, para sistemas dindmicos, continuos y de pardmetros concentrados, el estado puede
expresarse mediante un sistema de ecuaciones diferenciales, que en forma matricial se representa
como sigue:

El vector de estados es de orden n.

X1 (l‘)
w=| &

5 (1)

Definicién 4.4 Ecuaciones de salida. Es el conjunto de r expresiones algebraicas que relacionan
las variables de salida (variables de interés) con las variables de estado y de entrada.

Vi =8m (X1,X2,..., Xy, U1, ..., Uy, pardmetros, t), donde j=1,2,...,r
En forma matricial tiene la forma:
y(0) =g(x(z), u, 1)
El vector de salidas es de orden r.
yi(t)
y(0) = 2 '(f)
Yr (t)

Definicion 4.5 Espacio de estados. Es el espacio matemaético cuyas coordenadas son las variables
de estado. Por lo tanto, en cualquier instante, el estado del sistema estd representado por un punto
en el espacio de estados.

‘ Definicion 4.3 Ecuaciones de estado. Es una representacion mediante el planteamiento de un

Un modelo genérico en el espacio de estados se representa en las ecuaciones (4.1) y (4.2).
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dx1 )
T = f1 (X1,X2, - -+, X, U1, U2 . . . Uy, pard metros del modelo)
dx; )
= = o (x1,x2, ..., Xpy 1, U3 . . . Uy, pard metros del modelo)
! 4.1
dx, )
I = fn (X1,X2, -+, X, U1, Up . . . Uy, pard metros del modelo)

yi = g1 (X1,%2, ..., Xp, U1, Uy . ..Uy, pard metros del modelo)

V2 = g2 (X1,X2, -+, Xp, U1, U3 - .. Uy, pard metros del modelo)
4.2)

Vr = &r(X1,X2, ..., Xn, U1, Up ... Up,pard metros del modelo)

Si f'y g dependen del tiempo ¢, el sistema es variante con el tiempo. La representacion matematica
del espacio de estados en su forma matricial para sistemas dindmicos, lineales, continuos, de pardmetros
concentrados y variante con el tiempo es (4.3):

x(1)=A@) x(tr) + B(t) u(r)
y(#)=C(t) x(t) + D(t) u(r)
Si f y g no dependen del tiempo explicitamente, el sistema es lineal, invariante con el tiempo. En

tal caso, las ecuaciones se escriben en forma matricial como sigue (4.4):

(4.3)

x(1)=Ax(r) + Bu(r)
y(t)=Cx(r) + Du()
donde A € R"*" es la matriz del sistema o de la planta, B € R™"™ es la matriz de entrada o

de control, C € R™", es la matriz de salida o medicion y D : P — R"™"™ es la matriz de transicion;
x (1) € R" es la variable de estado del sistema, u () € R, y(r) € R” es la salida del sistema.

(4.4)

ail app - dig byt by -+ bim

ay ax -+ axy by by -+ by
Anxn - . . . . Bn><m -

apl ap2 -+ App by by o by

Cl1 C12 -+ Cln din di - dim

€21 €0 -t Cop dy dyp - dop

Cr><n - . . . . Dr><m -

Crl G2 0 Cm di dpo - dmm



58 Capitulo 4. Estructuras de modelos orientados a control

A determina la estabilidad y la velocidad de respuesta. Si la entrada y « y la salida y son escalares,
el sistema es de una entrada y una salida (SISO en inglés). Sim > 1y r > 1, el sistema es de maltiples
entradas y multiples (MIMO en inglés). La Fig. 4.1 es un diagrama en bloques de un modelo en el
espacio de estados.

E—> vt

Figura 4.1: Representacion en diagrama de bloques de un modelo en el espacio de estados.

4.2 Funcion de Transferencia

Un sistema lineal de pardmetros constantes, continuo, de orden n con una entrada u y una salida y se
representa por la ecuacion diferencial de la forma:

d ! d d"u "y
) Vbt b agy = bp o by

du
an T g i " g oot b @)

drm—1 dt

La funcién de transferencia G(s) de este sistema es un modelo dindmico, lineal e invariante en el
tiempo que se obtiene como el cociente entre la transformada de Laplace de la salida del sistema Y (s)
y la transformada de Laplace de la entrada al sistema U (s), es decir G(s) = Y (s)/U(s), suponiendo
condiciones iniciales igual a cero, es decir, y (r = 0) = 0. Esta relacion se establece considerando el
estado inicial como cero. La Tabla 4.1 presenta diferentes formas de la funcién de transferencia [39,
42].
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Tabla 4.1: Diferentes formas de la Funcién de Transferencia

Forma Funcion de Transferencia Condiciones en el sistema

Un sistema representado por una fun-

| cién de transferencia G(s) tal que
b +by—15" + -+ b1s+ by

Polinomial G(s)= - n > m de dice estrictamente propia.
n n—
st ap-1 " A ais +ao Si n = m, la funcién no es estricta-
mente propia.
Polos v ceros bm(s—c1)(s—c2) -+ (s—cp) donde c son los ceros del sistema y
y G(s)= (s—p1)(s—p2)---(s—p,) P sonlospolos.
Descomposicion ) o oy Para una funcién de transferencia es-
en elementos Gls) =1~ A + gt (s—A)" trictamente propia
simples s (s—2) s prop

Dividiendo la forma polinomial en-
KB(s) tre ag y factorizando el denominador

(T1s+ 1) (Tos+1) -+ (o5 +1)  enun producto [](7:s+ 1) donde 7;
es la constante de tiempo.

Forma de
constante de G(s)=
tiempo

Teorema del valor final. Una propiedad de las funciones de transferencia es que el cambio en la
salida en el estado estacionario, para una entrada sostenida, se calcula directamente estableciendo s = 0
en G(s).

Procesos Multivariables.

Los procesos multivariables son aquellos que tienen multiples entradas y multiples salidas (MIMO en
inglés), o miiltiples entradas y una salida (MISO en inglés), o una entrada y multiples salidas (SIMO en
inglés). De manera general se van a considerar en primer lugar sistemas dindmicos no lineales de la
forma (4.6).

x=f(x,u) conx(fy)=xXo, (4.6a)
y=g(xu). (4.6b)

donde x (1) € R”" es la variable de estado del sistema, u () € R™, y(r) € R” es la salida del sistema,
xg es la condicién inicial, f: R"™ — R"” y g : R"* — R’ son funciones no lineales.
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4.3.1 Linealizacion de sistemas no lineales

A partir del sistema MIMO (4.6) se puede derivar un sistema de EDO lineales que se aproxima a la
ecuacion no lineal alrededor de un punto de equilibrio (x*,y*), mediante una serie de Taylor. El proceso
de linealizacién inicia definiendo las variables de desviacién de la siguiente forma:

u;=u—u cR", (4.7a)
u;=u—u" cR"”, (4.7b)
Ya=y-Yy €R’, (4.7¢)

Para un sistema SISO con n = m = r = 1, las funciones f y g se aproximan por la expansién de la
serie de Taylor truncada en el término lineal. Entonces, la ecuacién 4.8 es aproximada de la siguiente

forma:
fo(x,u)+a—xxw*(x—x)—l—wxw*(u—u) conx—x" =xyp—x", (4.8a)
e o, 08 o, 98 \
ng(x’u)+ax*,u*(x_X)+£x*,m(u_u)’ (4.8b)

Expresado el sistema en la forma de espacio de estados, el modelo multivariable lineal tiene la
forma de la ecuacién 4.9:

Xq = axq +bug, (4.9a)
Ya = cxg+dug, (4.9b)
x4 (t0) = Xa 0, (4.9¢)

donde a, b, ¢, d con constantes definidas por:

af
a= < (4.10a)
b= a—f , (4.10b)
du Xk, U*
dg
c=- (4.10¢)
g %8 , (4.10d)
u -

Realizando un procedimiento andlogo al que conduce a la linealizacién de un sistema SISO que
resulta en la ecuacion 4.8, la serie de Taylor es desarrollada hasta el término lineal para aproximar
las funciones f(x,u) y g(x,u) (4.6). La matriz Jacobiana (definicion 4.6) de una funcién de varias
variables es la matriz que contiene como elementos, las derivadas parciales de primer orden de esa
funcidn. La matriz Jacobiana permite escribir de manera general el modelo lineal que aproxima al
sistema no lineal multivariable: el modelo lineal multivariable derivado es el sistema (4.11) y (4.12).
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Definicién 4.6 Sea i : R? — R? cuyas derivadas parciales se denotan como hy, hy, ...

en R”, la matriz Jacobiana en un punto w € R? se define como:

oy Iy Ih
aor W) Gz (W)
dhy dhy dhy
awn W) 55 (w) Ty
Jh(w) = | ' '
o, o, o,
Iw, (w) I, (w) I,
If oIf 9fi Ifi If 9fi
3x| X, u axZ X*,u (?.Xn X u aMl X, u 8”2 X* o aum X*u
If If ofs If If 9f
X: axl X*,ll* axZ X*,ll* (9,\”,1 X*,l.l* X+ aMl X*,l.l* auZ X*.,ll* aMm X*,ll*
Ifu 9fa G 9fu an 9fm
aXI X*7u* axZ X*7u* axn X*,u* aMl X*Jl* auZ X*,ll* aum X*,u*
A B
981 981 981 981 981 981
8x1 X*,ll* (9,\”2 X*,I.l* axn X*,ll* aMl X*,ll* auZ X*.,ll* aMm X*,ll*
% % 3gz % % gﬁ
X —— X — Xn | g% gy u a— u — 2777 —
y= Ux*u 2 Ix*u X*,u pan Ulx*u 2 Ix*u xX*,u
agr agr agr agr agr agr
a)51 X, u* 9)62 X*,ll* a)Cn X*,u a’/ll X*7ll* a’42 X*,ll* aum X*,ll*
C D

Funcion de transferencia de un sistema multivariable.

,hyy existen

u 4.11)

u (4.12)

La funcién de transferencia G (s) de un sistema multivariable es una matriz cuyos elementos son las
funciones de transferencia que relacionan a cada una de las r variables de salida Y (s) con cada una de
las m variables de entrada U (s).

G(s)

=G(s)U(s)
G Gn2

_ Gy G»
Gnl Gn2

G] m
G2m

Gnm

(4.13)

(4.14)

Entonces, en un sistema multivariable, cada variable de salida puede ser funcién de todas las
variables de entrada:
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~
©

N—
I

G (S) U, (S) +Gia (S) U, (S) +---+Gip (S) U, (S)
Go (S) U; (S) +Gap (S) U, (S) +---+Gop (S) Un (S)

o
—~
<%}
~—
I

4.15)
Y, () = Got () Us (5) + Gra () Un (5) + - -+ Gom (5) Unn (5)

La Figura 4.2 muestra esta ecuacion en forma grafica:

Gy(s)

| S

v

u,(s)

G, (s) p———— Y,(s)

| S

v

u,(s)

u,(s) B G,(s)

G,(s)

\ 4

p G.s) ——» Y.(s)

—

G, (s)

—_—

v

Figura 4.2: Diagrama de bloques de un modelo multivariable en funcién de transferencia.

4.3.3 Transformacion de espacio de estados a funcion de transferencia.

Considere la forma general de una ecuacién de estado que representa un sistema dindmico, continuo,
lineal, de parametros concentrados e invariante en el tiempo (ecuaciones 4.11 y 4.12). El interés es
encontrar la relacién entre las salidas y entradas del sistema en el dominio de la frecuencia. Por lo tanto
se aplica la transformada de Laplace al sistema lineal:

ZL{X(1)} = Z{AX(1)} +Z{BU(1)} (4.16)

Desarrollando:

sX (s) —X(0) = AX (s) + BU(s)
sX (s) —AX (s) =X (0) +BU(s)
[sI—A]X(s) =X(0)+BU(s)

El comportamiento de la variable de estado estd dado en el dominio de la frecuencia por la ecuacién
(4.17), para una condicion inicial X (0).
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X (s) = [sI—A]"'X(0)+ [sI— A]'BU(s) (4.17)

Si se considera una condicién inicial x (0) = 0 y se sustituye X (s) en la ecuacion de salida (4.18).
La funcidn de transferencia tiene la estructura definida en la ecuacion (4.19).

Y (s) = CX (s) + DU (s), (4.182)
Y (s) :C((sI—A)’lBU(s)> +DU(s), (4.18b)
Gosm(s) = Egg = C[sI—A] 'B+D. (4.19)

4.4 Procesos en serie

Es un proceso formado por n unidades en las cuales los estados de una unidad influyen en el com-
portamiento de la unidad subsecuente, pero lo contrario no ocurre. Esta conexién entre unidades es
muy comiin en la industria. Se recomienda la lectura de los siguientes estudios sobre el modelado y
control de este tipo de sistemas: [5, 14, 21, 22], con énfasis en la estructura de modelado de Faanes y
Skogestad, 2005 [6]. La Figura 4.3 representa un proceso en serie.

™ d]J' u, d, l

Voo U.q, diy
—— Unidad i-1 Ve, :

h 4

Unidad i

Y

-
L

Unidad i+1 ——»

Figura 4.3: Representacion de un proceso en serie.

Considere un proceso no lineal representado por la ecuacién 4.20:

dx;

7; — fl (xi;xifl ) uivdi) ) (4203)

yi = 8&i(xi), (4.20b)
donde i =1,...,nu, nu es el nimero de unidades conectadas en serie, x; son los estados correspon-

dientes a la unidad i, x;_; son los estados correspondientes a la unidad i — 1, &; son las entradas en la
unidad i, y d; son los disturbios en las entradas. Linealizando el sistema y aplicando la transformada de
Laplace se obtiene la funcién de transferencia del sistema de procesos en serie (4.21).

Y(s)=G(s)U(s) +Gy(s)d(s) 4.21)
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donde:
[ G,y 0 0 0
OB
L Gnl Gn2 Gnn
Ci1M B, 0 0o
C2M2A2,1MIBI CZMZBZ O
_ . . 0
n—1 n—2
CnMn Hl [Anfrqtl,nernfr]Bl CnMn Hl [An7r+l,n7rMn7r]BZ ClMan
- r= r= iy
4.22)
[ G, 0 0 0
G G 0
Ga) = | P
: : 0
L Gnl Gn2 Gnn
[ CiM\E, 0 0
C2M2A271M1E1 C2M2E2 0
_ . . 0
n—1 n—2
CnMn Hl [Aan»l,nernfr]El CnMn Hl [AnfrJrl,nernfr]EZ ClMlEn
L r= r= N
4.23)
Ml' = (SI—A,’,’)il (424)
o f
Ajj = a)}:‘ g (4.252)
J
of
B; = l, (4.25b)
8u,-
Do
c =25 (4.25¢)
8x,-
of
E; = —f’ (4.254d)

ad;



5.1

Se inicia con el estudio de estabilidad de los estados de equilibrio de sistemas fisicos. Después se
abordan los conceptos de controlabilidad y observabilidad, como propiedades estructurales de los
sistemas que aseguran las especificaciones de disefio de los sistemas de control. Para profundizar en el
tema se recomienda la lectura de la referencia [31].

Estabilidad.

Definiciéon 5.1 Se llama punto de equilibrio o punto critico de un sistema dindmico a la solucién
constante para todo ¢ € R cuando la entrada u = 0.

Considere de manera general un sistema auténomo, es decir, para el cual u = 0:

x(t) = f(x(2)), x(0) = xo,

donde xp es la condicién inicial. Los puntos de equilibrio se obtienen cuando x = 0, es decir son la
solucion del sistema:

fx(1) =0.

Un sistema es estable si su trayectoria dindmica parte de un punto alrededor del origen, y esta
permanece proximo al origen. De manera més formal se definen los siguientes conceptos sobre la
estabilidad de puntos de equilibrios de un sistema.

Definicion 5.2 Un punto de equilibrio es estable en el sentido de Lyapunov si existe d = d (¢) > 0,
tal que para todo Vr > 0:

IxO)[ <= llx(1)] <&
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Definicion 5.3 Un punto de equilibrio es asintéticamente estable si se cumple que es estable en el
sentido de Lyapunov, y si existe 0 > 0 tal que:
Ilx(0)|]| < 6 = limx(r) =0
t—roo
Definicion 5.4 Un punto de equilibrio es exponencialmente estable si se cumple que es asintética-
mente estable, y si existen o, 3, J positivos, tal que , entonces:

e (@)l < e flx (0) e P,

Considere el sistema lineal autébnomo:

X = AXx

Definicién 5.5 Un punto de equilibrio es cuadraticamente estable si y solo si existe una funcién
cuadrdtica positiva V € R (funcién de Lyapunov), tal que:

V= xTPx,
y que se cumpla que V es negativa. L a matriz V estd determinada por P que es una matriz de
Lyapunov simétruca tal que:
p=p"
P>0

y que se cumpla que:

ATP+PA<O

Considere ahora el siguiente sistema lineal con incertidumbre:

x = (A+DFE)x+ Bu,

donde x € R" es el estado, u € R™ es la entrada, A € R™" B € R D € R™?, y E € R?*" son
matrices del modelo, y F € RP*7 es la matriz de pardmetros inciertos, normalizada por D y E.

Un sistema se dice que es estable si ante variaciones finitas en la entrada, su respuesta natural
también tiene variaciones finitas y su trayectoria permanece alrededor del origen.

Un sistema es inestable si para un tiempo infinito, su respuesta natural crece sin limite.

Un sistema de control es criticamente estable si para un tiempo infinito su respuesta natural no
decrece ni crece sin limite.
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Sistemas multivariables

En los sistemas multivariables MIMO, SIMO, o MISO, una entrada influye en varias salidas y una
salida es afectada por diferentes entradas, entonces, se dice que son sistemas con interaccién. Los
problemas de control de este tipo de sistemas generan, por lo tanto, retos diferentes a los problemas de
control de sistemas SISO.

La problematica de control de sistemas multivariables incluye:

1. Evaluacién de las interacciones entre los lazos de control.

2. Eleccién de la técnica de control.

3. Para control desacoplado, el emparejamiento de entradas y salidas de control.
4. Definicién de la estructura de control.

Control por retroalimentacion de estados e integracion en Adelan-
to, basado en colocacion de polos (CREIA)

Dado un sistema MIMO representado por:
El objetivo es encontrar una ley de control u, (¢) para un sistema MIMO que cumpla con los
siguientes requerimientos en lazo cerrado:

1. El sistema en lazo cerrado es asintéticamente estable.
2. El comportamiento del sistema en lazo cerrado tiene el desempeifio deseado.
3. Lasalida y, del sistema sigue la referencia con error de estado estable nulo.

Esquemas de control cldsico son la retroalimentacion de estados y la retroalimentacion de de salidas.
Ambos aseguran estabilidad en lazo cerrado y el desempefio dindmico. Por otro lado, el error de estado
estable se elimina integrando la diferencia entre la salida y la referencia, es decir, se aumentan los
estados del sistema. Un esquema que combine la retroalimentacion de estados y un integrador en
adelanto alcanza simultineamente ambos desempefios en lazo cerrado.

Estructura de control.
Objetivo de control Dado un sistema MIMO representado por:

Xd = Axd +Bextud (5 1)
ya = Cxy .

El objetivo es encontrar una ley de control u, (7) que cumpla con los siguientes requerimientos en
lazo cerrado:

1. Elsistema en lazo cerrado es asint6ticamente estable.
2. El comportamiento del sistema en lazo cerrado tiene el desempefio deseado.
3. Lasalida y, del sistema sigue la referencia con error de estado estable nulo.
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El control por retroalimentacién de estados e integracion en Adelanto, basado en colocacién de
polos (CREIA) tiene las siguientes ventajas:

e La colocacion de polos en lazo cerrado con retroalimentacion de estados garantiza estabilidad en
lazo cerrado y desempeiio dindmico deseado.

e Laintroduccién de integradores garantiza que el error de estado estable pueda ser eliminado o
reducido.

El sistema representado por el modelo (5.1) es aumentado en la forma:

Xg = AcuXq+Beyu (5.2)
MEEE
ya=|C Om][;ﬂ (5.4)
%4 (1) = /0 "e(7) dr 5.5)

Teorma 5.1 El sistema aumentado es controlable si y solo si:

1. El sistema original es controlable.

-C 0
Después de verificar la controlabilidad del sistema aumentado, se puede aplicar el método de
colocacién de polos para obtener la ley de control:

2. rank([ A B ]) =n+r,m>rrank(C) =r

Uy = _prd — Kiid (5-6)

La estructura de control estd representada en la Figura 5.1.
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/) vu (1)

Integracion en adelanto

Retroalimentacion de estados

Figura 5.1: Estructura de control por retroalimentacién de estados e integracién en adelanto.
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6.1

6. Problemas | Modelos de procesos

Sistemas de tanques

La aplicacidn industrial de los tanques es el almacenamiento de productos liquidos, por ejemplo, en
plantas quimicas, petroquimicas o de alimentos. El arreglo en serie es un proceso intensificado porque
tiene ventajas operacionales y de costo con respecto a la operacién de un solo tanque de mayor volumen.
Los ejercicios de modelado se hacen con dos configuraciones diferentes, manejando tanques con y sin
interaccion.

Ejercicio 6.1 — Tanques con interaccion. Considere un sistema industrial a escala de laboratorio
de tres tanques conectados en serie, y equipados con vdlvulas y dos bombas que alimentan el fluido
de trabajo [4]. El diagrama de flujo del proceso se muestra en la Figura 6.1. Los tanques 71, > y T3
estdn conectados en serie mediante tuberias circulares unidas por vélvulas de control para manipular
el flujo de liquido. El primer y tercer tanque son alimentados por una bomba que proporciona un
flujo g1 ¢ y 2., respectivamente. El sistema de ecuaciones que modelan el proceso se establece en
funcién de las variables de interés que son los niveles en los tanques /1, i y h3. Los volimenes
almacenados en los tanques son Vi, V;, y V3 respectivamente, y el area transversal de los mismos es
A. Los flujos a través de las valvulas g1, g2, g3 y g4 estan determinados por las constantes de las
valvulas ky, k2, k3 y ky.

=, Agitacion mecanica Agitacion mecanica Agitacion mecanica :
Entrada (A“‘“ﬂ-‘ e c gacio © 4 — anica .- Entrada
L) I I ||| = "
o Il Il Il
o | _ ‘ |
' ! '
A F 3
h hs | h
SR ] [——] (=T
W Vy Vs
kg T Kq T. Lo Il [K" ]

I

Flujo g,

A

Flujo Q4

— X

Flujo g,

Flujo q,

Figura 6.1: Representacion esquematica del sistema de tanques con interaccion.
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Objetivo. Obtener un modelo dindmico para predecir el nivel los tres tanques con interaccion,
representando el comportamiento del sistema no lineal y obtener después un modelo lineal en el
espacio de estados.

Suposiciones de modelado. En los tanques no ocurren reacciones, ni procesos de transferencia
de calor. El fluido de trabajo es un liquido puro, con propiedades uniformes y constantes. El
régimen de flujo a través de las valvulas es laminar, por lo tanto, el flujo a través de ellas se modela
asumiendo que se cumple la ley de Torricelli.

Balances de materia. Se establece un balance global de materia para cada tanque en funcién
del flujo volumétrico, entonces, para cada subsistema i:

Velocidad de cambio
de la cantidad de materia p = {

Cantidad de materia} {Cantidad de materia}

que entra al sistema que sale del sistema

dentro del sistema

dav; (h;)
dt

= Ge,i - qs,i (hl) (61)

Los balances de masa de los tanques en términos del volumen y del flujo volumétrico estin
dados por las ecuaciones (6.2):

av,

Tanque 1 (T7) : d—tl =q1.—(q1+qa) (6.2a)
av.

Tanque 2 (77) : d—; =q1—q (6.2b)
av-

Tanque3 (T3) 1 —2 = (q2e+42) 45 (6.2)

El flujo de liquido a través de las valvulas se aproxima aplicando la ley de Torricelli, dando como
resultado las ecuaciones (6.3a)-(6.3d). La sustitucion de estos flujos en (6.2) da como resultado el
modelo no lineal del sistema (6.4):

q1 = sign (hl —hz)kl (|h1 —hz‘) (6.38.)
q> = sign (hy — h3) ka(Jha — hs|)'/? (6.3b)
g3 = kshil? (6.3¢)

qa = ke (6.3d)



6.1 Sistemas de tanques

75

Modelo no lineal del sistema de tres tanques con interaccion. Es un sistema de tres
EDO no lineales, con pardmetros constantes. Las variables dindmicas son los niveles: k1, hy y h3;
las entradas son los flujos de las corrientes liquidas alimentadas por las bombas a los tanques 77 y
T>: g1y 92,05 los pardmetros son las constantes de las valvulas: ki, k> y k3, y el drea transversal de

los tanques A.

dhy 1
di A
dhy _ 1
d A
dhy 1
di A

ql.e —klsign (l’ll —hz) \ |h1 —/’Lz —k4\/ h1
k1sign (h] —hz) \ |h1 — hz‘ —kzsign (hz —h
q2.c — kasign (hy —h3) \/|ho — h3| —k3\/ I3

3) vhz—hﬂ

(6.4a)
(6.4b)

(6.4¢)

Modelo lineal en el espacio de estados. Es un sistema de orden 3 (n = 3), con dos entradas
(m = 2) y las salidas igual a los estados (r = 3). x € R" es el vector de estados, u € R”, yy € R" es
el vector de salidas. El subindice d indica que se trata de variables de desviacion y el subindice eq
se refiere al punto de equilibrio. Los pardmetros estdn contenidos en el vector 6.

Ifi Ifi it
heqvqeq 3h2 heqaqeq 8]13 heq?qeq
el hequcq ohy heqvqeq 2l heqﬂeq
afs afs afs
ahl heqaqeq 8h2 heqvqeq 8h3 heq»qeq
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X hi —hi.eq hia
X=| X | =| ha—hyey | = | hoa
| X3 | h3 —h3 ¢4 h3.q
T = Ur | _ | 9le —9leeq | _ | 9led
L ¥2 | L 92, — 42,e,eq q2.e.d
- hy —hieq hi.a
Yo [ »2 ] = | 2 hee h2.a
| 13 —h3 g h3q
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Ejercicio 6.2 — Tanques en serie, sin interaccion, y seccion transversal variable. Considere
un sistema de tres tanques dispuestos en serie de manera vertical, de forma que la salida de una
unidad es la entrada de la subsiguiente, cada una de estas unidades con una vélvula de drenaje a
la salida [18]. Un depdsito situado en la base del conjunto almacena el liquido que una bomba
hace circular continuamente por los tanques. La bomba llena el tanque superior, después, el liquido
sale por gravedad a la siguiente unidad, y asi sucesivamente. Las vdlvulas u orificios de salida
actian como resistencias al paso del flujo de liquido. La manipulacién del drea de salida en cada
valvula puede ser usada para cambiar los flujos de salida. El tanque superior del conjunto tiene
una seccidn transversal rectangular constante, mientras que los otros, con los volimenes de una
porcion de esfera y seccion de una pirdmide invertida, respectivamente, tienen un area transversal
variable. Las dreas no constantes generan las principales no linealidades en el modelo matemético
del sistema. La Figura 6.2 muestra el proceso descrito. Para i = 1,2,3, 7; denota a los tanques 1, 2 'y
3, respectivamente, C; son los coeficientes de las vdlvulas, i; son los niveles en los tanques, A; jqx
es el nivel mdximo que puede alcanzar el liquido contenido en el tanques i, g.; son los flujos de
entrada, ¢,; son los flujos de salida, V; son los voltimenes de los tanques y fB; sus dreas transversales.

h1 max T1 T

Deposito

Bomba

Figura 6.2: Representacidn esquemadtica del sistema de tanques en serie con seccion transversal
variable.
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Objetivo. Modelar la dindmica del nivel en los tres tanques sin interaccién y con pardmetros
variables, representando el comportamiento del sistema no lineal y obtener después un modelo lineal.

Suposiciones de modelado. El fluido que entra y sale del tanque es un liquido incompresible,
por lo tanto, la densidad es constante y uniforme en el tanque. Las propiedades del fluido no cambian
con la temperatura. No hay intercambio de calor. No hay reacciones en el taque. En un instante de
tiempo ¢, el area de la seccidn transversal de los tanques depende del nivel de liquido. Para @ = 0.5,
el flujo a través de las valvulas es laminar.

Balances de materia. Se establece un balance global de masa para cada tanque.

de la cantidad de materia » =

que entra al sistema

Velocidad de cambio
{ que sale del sistema

Cantidad de materia} {Cantidad de materia}

dentro del sistema

dav; (h;)
dt

= e - qs.i (i) (6.7)
donde i =1, 2, 3, V; es el volumen de cada tanque, g es el flujo volumétrico de entrada, y V; es

el volumen del tanque i, A; la altura del tanque i, g; . €l flujo de entrada en el tanque i, y g; ; el flujo
de salida. Desarrollando la ecuacién (6.7) y definiendo el drea transversal del tanque i como f;(h;):

dVi(hi) _ dVi(h;) dh;

dt dh; dt
dVi(hi) d(Bi(hi)-hi)dh;  [dB;(hi) dh;
d dh; dt | dh —an, B - dt
av; (h;) dﬁz( i) dhi
dt hit Bi(hi) 2 dt
av; (h;) dh

L2 = ()

Para el tanque 7, el balance de materia en funcién del nivel 4; es

Bi (h;) = Gl — Tl 1) (6.8)

dr
Se considera que el flujo volumétrico es directamente proporcional al nivel, con una constante
de proporcionalidad C;:

qis °< h;
Ty = CH

Para a = 1/2 el flujo es laminar, y turbulento para otro valor. Las férmulas para calcular
las dreas transversales de los tanques en funcién del nivel f;(h) son (6.9-6.11). Los pardmetros
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geométricos para el clculo se muestran en las Figuras 6.3 para 71, 6.4 para 15, y 6.5 para 73. Las
areas transversales de 77 y 7> dependen del nivel de liquido como se observa en las figuras.

N,

Figura 6.3: Geometria y pardmetros para calcular el drea transversal del Tanque 1.

Tanque 1 (T7) : Bi1 (hy) = aw = constante (6.9)
b o]
: S, S,

L/ S hz.max

Figura 6.4: Geometria y pardmetros para calcular el drea transversal del Tanque 2.

Tanque 2 (Tz) : Bz (hz) =51+5; (hz)
=cw+by (hy)w

Por tridngulos semejantes:

by(h) _
b h2,max
ho

by (hy) = b

2( 2) h2,max

h
ﬁz (hz) =cw—+ bw (6.10)
h2,max
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h3.max L : | |

Figura 6.5: Geometria y pardmetros para calcular el drea transversal del Tanque 3.

Tanque 3 (73) : B (h3) = wL(h3)

R*=L1*+(R—h3)*
L>=R>—(R—h3)*

L(h3) =\/R>— (R—h3)*

By (hs) = wy/R2 — (R— hs)?. 6.11)

Modelo no lineal del sistema de tres tanques con parametros en funciéon de la
variable independiente. Es un sistema de tres EDO no lineales, con pardmetros constantes. Las
variables dindmicas son los niveles: hj, iy y h3; las entradas son: el flujo de la corriente liquida
alimentada al tanque 77 por la bomba: g = g, 1; y las constantes de las valvulas: Cy, C; y C3, los
pardmetros del modelos son los pardmetros geométricos de los tanques w, a, b, y ¢ los coeficientes
que determinan el flujo a través de las valvulas o, o y 03.

dh 1 o

— = —Ch™ 6.12a

dt Bl (h[) [q 1 1 ] ( )

dhy “ u

—=_ C1h%" — Coh% 6.12b

dt ﬁz(hz)[ll 2hy’] (6.12b)

dh3 u a

—= = Ch%2 — C3h$ 6.12¢

dt [33(;13)[22 3h3' (6.12c)

Bi (hy) = aw (6.12d)
h

Ba (h2) = ew+ 1 2 bw (6.12¢)
,max

B3 (h3) = wm. (6.12f)
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Modelo lineal en el espacio de estados. Es un sistema de orden 3 (n = 3), con dos entradas
(m =4) y tres salidas (r = 3). x € R” es el vector de estados, u € R”, y y € R" es el vector de
salidas. El subindice d indica que se trata de variables de desviacidén y el subindice eq se refiere al
punto de equilibrio. Los pardmetros estan contenidos en el vector 0.

x; = Ax; +Buy (6.13a)
yi = Cx; +Duy (6.13b)
donde:

ap aix a3
Anxn =Azx3= | a1 axn ax
asy dasz ass

__ Cregouhity,”
apn = _Tm’
aip =aj3 =az =az =0,
_ Ciggauhft!
ax = *W,
s — a1y (haeq) +a222p2 (h27eq)7
(B2 (h2,eq))?
Creq2h52,!

a3 = —(———,
ﬁ?: (h3,eq)
_a331B'3 (h3,e9) + 3323 (h3,q)

asz =

(Bs (h3.eq))*
bw
con: ﬁ'z (h2,eq) = P
2,max
w(R— h3 e
B/3 (h3,eq) - ( 7 q)
mmw—@w

o
anp| = [Cl,ethfeq —a223} ;

ax = 4300,
o

a23 = Caeqhy’, s

azzy = az33 03,

(07
a333 = C3eqh35,,
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bi1 b1 b1z bis
Bixm =B3xa= | by by by by
b31 b3z b3z b

1
b1 = ,
11 I1eq
(09]
1
b12 = ﬁfq:
bi3 = b1a = by1 = bay = b31 = b3z =0,
(09]
1,eq
b = n /1 N\
> Bz (hZ,eq)
o
1,eq
by =——-"—,
» ﬁZ (hlyeq)
h32
byy = _i’
ﬁz (hZ,eq)
h$2
by = o1,
ﬁ3 (h3,eq)
h%
b3y = _i_
ﬁS (hS,eq)

Cr><n = C3><3 = I3><3a
Dy xm =D3x4 =0.

X1 hy —hi.eq hia
X=|x |=| h—hey | = | h2g
| X3 h3 — h3 ¢4 h3 4
i uy q—deq qd
N T Ci=Cieq | _ | Cra
u3 G —Copy Cou
| Uy G —C3 CGa
[ hi —hi.eq hi g
Y=| 2 |=| la—hreq | = | h2a
| 3 h3 —h3 ¢4 h3 4

GZ[W a b ¢ R hZ,max o 0O
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6.2 Reactores

Ejercicio 6.3 — CSTR. Considere un reactor continuo de tanque agitado (CSTR en inglés) en el
cual se lleva a cabo una reaccién exotérmica de primer orden A — B. El reactor estd rodeado por
una chaqueta de enfriamiento para eliminar el calor generado por la reaccién y asegurar que la
temperatura de operacién permanece en su valor nominal.

Objetivo. Generar un modelo dindmico para predecir la evolucién de la concentracion del compo-
nente A, la temperatura del reactor 7'y la temperatura de la chaqueta de enfriamiento 7}, represen-
tando el comportamiento del sistema no lineal y obtener después un modelo lineal.

Suposiciones de modelado. El fluido que entra y sale del tanque es un liquido con comporta-
miento incompresible, por lo tanto, la densidad es constante y uniforme en el tanque con agitacion
perfecta. Las propiedades del fluido no cambian con la temperatura. .

Balances de materia. Debido a que hay una conversion quimica de un componente A a otro B,
el modelo del reactor se obtiene a partir de un balance de materia por componente. Para un sistema
con reaccion el balance de materia se escribe de la siguiente forma:

Velocidad de cambio Velocidad de
de la cantidad de _ ] Flujo del reactante Flujo del reactante consumo del
reactante en el B que entra al reactor que sale del reactor reactante dentro

volumen del reactor del reactor

Se establece un balance de materia por componente para el reactor y un balance de materia
global para la chaqueta de enfriamiento que se coloca alrededor del reactor cuando la reaccion es
exotérmica.

También se establece un balance de energia para cada subsistema:

Velocidad de cambio

. Flujo del calor Flujo de calor Calor de reaccion
de la energia interna
= ¢ que entra al — < que sale del — < que el reactor cede
en el volumen del )
reactor reactor al ambiente

reactor

6.3 Equipos de intercambio de calor

Ejercicio 6.4 — Caldera para generacion de vapor . Este ejercicio esta dedicado a modelar
una caldera para la produccion de vapor. Se recomienda al lector revisar el libro de la referencia
[32] para obtener un conocimiento mas profundo sobre la clasificacién, funcionamiento, partes
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constituyentes y aplicaciones de este tipo de unidades. Estos equipos pueden ser de diferente tipo.
Una clase corresponde a las calderas de potencia, también llamadas de alta presion, estas generan
vapor teniendo como entrada un fluido en estado liquido, operan a presiones mayores de 1.03 bar
y a temperaturas superiores a los 120°C. Si el vapor producido es sobrecalentado (es decir, tiene
una temperatura mds alta que la de saturacidn), incluso a presién baja, la caldera se clasifica como
de potencia. En cambo, una caldera de calentamiento, llamada igualmente de baja presién, opera
a presiones no mayores de 1.03 bar y temperaturas inferiores a 120°C. Sin embargo, este tipo
de caldera puede usarse también para alimentar maquinas de vapor que generan electricidad. La
aplicacion no determina el tipo de caldera mas que los niveles de la presion de operacion. Por otro
lado, una caldera de agua caliente es un equipo que no supera los 120°C, pero puede funcionar con
presiones de hasta 11 bares. En el caso de calderas de tambor, el vapor saturado se genera en un
tanque, y después es sobrecalentado en una seccién en la que circula por tubos. La mayor parte de
las calderas obtienen la energia térmica de agua caliente o de vapor producido por la combustion
de un combustible. Para modelar una caldera, frecuentemente el enfoque consiste en dividir la
representacion en secciones de acuerdo con las condiciones térmicas. El modelo en cada seccion se
deriva de las ecuaciones de conservacion de materia y de energia [0].

Este ejercicio se aborda teniendo como base la descripcidn reportada por Jana, 2018 en [33], a
partir de la cual se plantea un modelo matematico sencillo de una caldera de vapor, que puede ser
aprovechado en tareas de disefio del control para el sistema. El modelo caracteriza la transferencia
de calor entre una fuente externa y un liquido puro contenido en un tanque. El sistema es mostrado
en la Figura 6.6, estd formado por un tanque enchaquetado, el cual es alimentado en la parte inferior
por una corriente de liquido con flujo F, y temperatura 7. El liquido contenido en el tanque se
encuentra a la temperatura 7 y presion P, y contiene una masa m que ocupa un volumen V. La
parte superior del tanque contiene vapor en equilibrio con el liquido a temperatura 7y y presion
Py . Dentro del domo, el vapor ocupa un volumen Vy, con masa my. El vapor que sale por la parte
superior del tanque pasa por una vélvula que entrega vapor a presion Fy, con flujo volumétrico Fy y
flujo masico wy. El fluido de calentamiento es vapor producido por una fuente externa que alcanza
la temperatura Ts y la presion Ps. Las propiedades del liquido son: la densidad py, y Cp, del gas: py
y Cp,

Fo
PB
Salida
— Ty \—
Vapor P,
- v, | —P<— vapor
Py iy
i o2
s P PL
T, \Y Liauid
Entrada —[>—»\M H'avde
Ts

Figura 6.6: Caldera para generacion de vapor.
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Se deja al estudiante que obtenga el modelo matemético de este sistema. Para ello se sugiere las
siguientes suposiciones:

1. El liquido que entra al equipo es puro, incompresible y se encuentra perfectamente mezclado
dentro del tanque.

2. las propiedades del liquido como la densidad y capacidad calorifica permanecen constantes y

homogéneas en el tanque.

La temperatura también es homogénea en el tanque y en la chaqueta de vapor.

La fase liquida y vapor estan en equilibrio dentro del vaporizador. Las pérdidas de calor se

suponen despreciables.

Las presiones de vapor del liquido y la presién en la fase de vapor son idénticas.

Se desprecian las pérdidas de enetgia térmica.

La fase vapor se comporta como gas iseal.

El nivel en el liquido no es constante.

g @

o0 =IOy

En cuanto a la formulacion del modelo, en resumen, se requiere:

Un balance de materia en la fase liquida.

Un balance de materia en la fase vapor.

Un balance de energia para el liquido.

La suposicion cuatro implica que no es necesario establecer un balance de energia para la

fase vapor.

Para las ecuaciones de conservacion mencionadas considerar incluir ecuacién para la vélvula

que considere la diferencia de presiones.

6. El uso de una ecuacién de estado y una ecuacion de presion de vapor para considerar el efecto
de la temperatura y la presiéon em el comportamiento del vapor.

7. El célculo del calor transferido entre el vapor y el liquido del tanque.

> B2 =

@

Para completar el ejercicio se pide establecer los grados de libertad del control. La consideracion
de que el nivel es variable implica que debe considerarse un lazo de control de nivel.

6.4 Equipos de separacion

Ejercicio 6.5 — Columnas de destilacion binaria . La destilacion es la operacién unitaria de
mayor aplicacién en la industria quimica. El objetivo operacional del proceso es separar mezclas
para obtener productos con una pureza deseada. La separacion se logra aprovechando la diferencia
que existe entre puntos de ebullicién de los componentes en la mezcla. Con el fin de simplificar la
descripcion, considere una columna de destilacidn continua, con una sola alimentacidn; la columna
puede contener un conjunto de platos dispuestos a lo largo de esta, o estar rellena de material
solido en el se definen etapas tedricas de equilibrio. En cualquier caso, cada etapa coexiste la
mezcla en fase vapor y liquida a misma temperatura y presion, pero composiciones diferentes.
Estas condiciones varian ademds de una etapa a la otra. Entonces, se pueden registrar perfiles
de temperatura, presion, y concentracién en las fases liquida y gas a lo largo de la columna. La
corriente de alimentacion entra por uno de los platos intermedios y puede ser liquida, estar en fase
vapor o ser una mezcla liquido-vapor. En el fondo de la columna, un rehervidor proporciona calor
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para evaporar parcialmente el liquido en esta zona. El vapor que se genera sube pasando por los
orificios o valvulas de los platos, hasta la parte superior de la columna, mientras que resto de la
mezcla que queda como liquido de fondo se retira como residuo, el cual es rico en el componente
més pesado o de mayor punto de ebullicién contenido en la mezcla. El vapor en la parte superior de
la columna es parcialmente o totalmente condensado. Parte del liquido formado en la zona superior
regresa a la columna en una corriente llamada reflujo, mientras que el resto es recuperado como
producto destilado, el cual es rico en el componente mas ligero o de menor punto de ebullicion.
Dentro de la columna, el liquido cae por gravedad de un plato al siguiente, manteniendo un volumen
de retencion en cada plato. El vapor sube de un plato al otro hasta el condensador. La Figura 6.7
muestra la planta descrita con sus diferentes partes.

Alimentacion — [=]—

- l

|
Liguida

Vapaor
f———

N S
/@’ Rehervidor

o —s Residuo

Figura 6.7: Representacion de una columna de destilacion con una sola alimentacién.

El modelo matematico de una columna de destilacion predice el comportamiento dindmico de
la planta. Frecuentemente se establecen suposiciones que permiten simplificar la teoria, pero estas
pueden ser poco realistas, especialmente cuando el comportamiento termodindmico de la mezcla a
separar es complejo. El modelo también se complica cuando la configuracién del proceso requiere
de més de una unidad de destilacion y las unidades se conectan entre ellas mediante corrientes de
recirculacion. Un modelo de columna de destilacién se obtiene estableciendo balances de materia
y energia, asociando los modelos de equilibrio termodindmico que predicen el cambio de fase
y correlaciones hidrdulicas para estimar la retencion de liquido en los platos. Ademds, puede
requerirse una correccidn para tomar en cuenta la eficiencia de la columna, asi como ecuaciones
adicionales por fenémenos de transferencia de masa o reacciones si estos estan presentes. Una
alternativa para tratar el problema de modelado matemaético de columnas de destilacién es mediante
técnicas de identificacion de sistemas que conducen a modelos en caja gris o caja negra, basados en
sefiales. Las variables de entrada y salida para un modelo reducido se eligen con base en anélisis
estaticos y dindmicos que apoyan la decisién de seleccion de las variables criticas que determinan y
caracterizan de manera adecuada el comportamiento dindmico del sistema.

Se reporta aqui como caso de estudio, el modelo de un proceso de destilacion que integra dos
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columnas acopladas con corrientes de recirculacién. La configuracién del proceso se muestra en
la Figura 6.8 y la obtencién del modelo se describe en la referencia [11]. El proceso fue disefiado
para separar una mezcla metanol-etanol-n-propanol en dos columnas acopladas A y B, la primera
con 40 platos y segunda con 10 platos. Los condensadores de ambas columnas y el rehervidor de la
columna A se cuentan como etapas, por lo tanto, es un proceso con un total de 53 etapas. El plato
22 es el plato de alimentacion.

El estudi6 citado reportd un andlisis fundamentado en un modelo dindmico no lineal. Como
resultado se encontré que hay una gran interaccion entre las variables y que las zonas mas sensibles
son aquellas en las que hay una mayor velocidad de transferencia de masa. El modelo no lineal
fue qtil para analizar el efecto de las entradas, la sensibilidad del proceso y para determinar que
variables determinan la calidad de los productos. Por otro lado, con el propdsito de contar con
un modelo apropiado para disefio de control se formulé mediante identificacién un modelo lineal
reducido usando datos temporales. La atencién se centra en un modelo orientado a la sintesis de
controladores con el fin de reconocer la conveniencia de formular una representacién reducida o
simplificada a partir de consideraciones y andlisis del comportamiento de la planta, que puede
resultar mds manejable para aplicar un gran nimero de técnicas de control y puede ser mds exacto
que un modelo no lineal basado en principios, al menos en una determinada regién de operacion.

Condensador mem P —l Condensador
N &
Cmm — X

P E:II][:')II::“IUS 10 Platas 1t
Destilado  Reflujo o Reflyjo  Destilado
Columna & R T.. R Columna B

B
! 1
— —
Etapa 22
Alimentacian —] = —w——— —
— —
1 LI |
Etapa 30 San Etapa 48
— T oo ——
Vapor Etapa 34 [#— Vapor
T

\Etapa 53 _
p
Q,

Rehervidor

Reflujo liquido

Residuo +— > {2 — Residuo

Figura 6.8: Representacion de una columna de destilacion .

Convencionalmente, un sistema de control de columna de destilacion consiste en manipular
el reflujo para regular la composicién del destilado, mientras que el aporte de calor se utiliza
para regular la composicion del residuo. Sin embargo, en la practica, los cambios en el reflujo
afectan también a la composicion del residuo y las variaciones de calor en el rehervidor tienen un
efecto en la composicion del destilado. Con el propdsito de contar con un modelo apropiado para
disefio de control se formulé mediante identificacién un modelo lineal reducido. Las variables de
control primario en una columna de destilacién son las composiciones de los productos. Un modelo
mads conveniente que el no lineal para disefiar el sistema de control para la planta es un modelo
reducido, en funcién de variables medibles que tienen un impacto importante en la concentracién
de los productos, y cuyo comportamiento es suficientemente sensible a las entradas del sistema.



6.4 Equipos de separacién

87

Mediante una serie de simulaciones del proceso y mediciones experimentales en una planta fue
posible determinar que la regulacion de las concentracion de los productos del sistema se puede
asegurar mediante un control indirecto, manteniendo reguladas las temperaturas de los platos 11, 30,
34 (en la columna A) y 48 (en la columna B), denotadas como 771, 139, T34, y T4, respectivamente.
La Figura 6.8 muestra el esquema de dos columnas acopladas.

La matriz de funciones de transferencia identificadas cuyos parimetros fueron estimados por
minimos cuadrados se muestra en la ecuacion 6.15:

Gax2 (s) =

con:

G (s) =
G12 (S) =
G13 (S) =

Gia(s) =

G21 (S) =
G22 (S) =
G23 (S) =

Gou(s5) =

G31 (S) =
G32 (S) =
G33 (S) =

Gau(s) =

Gll (S) G11 (S)
G21 (S) G22 (S)
G31(s) G3(s) Gsz(s
Ga1(s) Gaa(s)
2.6
1.69s+1’
—6.98
3.55+1°
—4.99(0.25+1)
(4.55+1)(0.06s+1)°
0.071
3.55+1°

7.32(1.055+1)

(10.45+1)(0.14s+ 1)’
—1.45

0.4s+1’

—1.57(0.23s+1)

(1.345+1)(0.2s+1)’
—0.14

1.92s+1°

4.6(0.53s+1)

(2.785+1) (0.09s+ 1)’
—2.37(0.235+1)

25+ 1)(03s+1)’
—2.7

1.755+ 1’

—0.36(0.025+ 1)

(2.475+1)(0.04s+1)’

0
o) (6.15)
(s)
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2.11
—2.11 (0.06.9 + 1)
G —
20) = 538511 (0.05 1+ 1)’
—1.75
—0.3(1.89s5+1)
G = .
40) = G351 1) (0.165+ 1)
Tll - Tll,eq Qe - Qe,eq
TSO - T30 eq SAB - SAB eq
X=V= ’ , u= ’
J T34 — T34.04 Ro — Ry eq
Tig — T48,eq Rp — RB,eq

donde Q, es el calor en el rehervidor, Syp es el flujo de vapor que sale de A a B, R4 es el reflujo
de la columna A, y Rp de la columna B.

6.5 Procesos de parametros distribuidos

Ejercicio 6.6 — Supercapacitor . Se estudia un supercapcitor electroquimico de doble capa y
geometria prismética. [16, 17]. Los supercapacitores son dispositivos que almacenan electricidad.
Su densidad de energia (o capacidad de almacenamiento) es inferior a la de las baterias y celdas de
combustible; en cambio, su densidad de potencia (rapidez de carga y descarga) es significativamente
superior (ver Figura 6.9). Los supercapacitores de doble capa se cuentan entre los de mayor
desarrollo, en comparacién con otros tipos. Un mddulo de supercapacitores es un arreglo en serie y
paralelo de varias celdas con una geometria dada.

1000
4 _—
= 100 Conventional
2 RoliEHieS 1 hour 1 second
> 10
2 10 hours -
44 1 =
=]
==
g 01 0.03 second
=
w

0.01

10 100 1000 10000
Power density (W/kg)

Figura 6.9: “Creative Commons. Diagrama de Ragone que muestra la densidad de energia frente
a la densidad de potencia para varios dispositivos". ©2021 por Grawiton utilizado bajo licencia
Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
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Una celda de supercapacitor estd formada por dos electrodos de carbono, entre los cuales
estd contenida una solucién electrolitica. Los electrodos estan separados entre si por una matriz
porosa aislante (separador) y estdn conectados a placas colectoras de corriente que se fabrican
en aluminio. La Figura 6.10 muestra la distribucién de iones en un supercapacitor descargado
y cargado. El ciclo de carga inicia cuando se aplica potencial a los electrodos, conectando sus
terminales positiva y negativa a una fuente de energfa. En el electrodo negativo, el carbono se carga
negativamente (es decir, los electrones se adsorben o adhieren en el carbono), como consecuencia,
se genera un campo eléctrico cerca del electrodo que predispone la atraccidn de iones positivos y la
repulsién de electrones. La acumulacion de iones forma una doble capa de carga. Lo opuesto ocurre
simultdneamente en el electrodo positivo, el electrodo adsorbe iones positivos que atraen electrones
formando igualmente una doble capa de carga. La pequena distancia entre las placas metalicas (del
orden de nm) es la causa de que se genere un campo eléctrico muy intenso en donde se almacena la
energia en forma de energia potencial y se trata de un almacenamiento de cargas electrostaticas. El
ciclo de descarga en la celda inicia al conectar una carga. Los electrones son transportados a través
de un circuito externo, provocando que en la interfase electrodo-electrolito exista un exceso de iones
positivos, de tal forma que estos se repelen, permitiendo que la interfase regrese a su estado neutro
cuando las cargas positivas y negativas se balancean.

Capacitor discharged Capacitorcharged

Collector

Electrolyte / Solvated

ohis Inner Helmholtz plane
Separator (polarized solvent molecules)

Mirror image of charge distribution

Random distribution of ions of ions in opposite polarity

Figura 6.10: “Creative Commons. Distribucion de iones en un supercapacitor descargado/cargado”.
©2013 por Elcap utilizado bajo licencia CCO 1.0 Universal Public Domain Dedication.

Objetivo. Generar un modelo dindmico de pardmetros distribuidos para predecir la evolucién
espacio-temporal de la diferencia de potencial interfacial en un supercapacitor electroquimico de
doble capa. En funcién de la evolucién temporal de este perfil, el modelo servira para predecir el
cambio temporal del voltaje en sus terminales ante variaciones de la demanda de corriente eléctrica
en la carga conectada al supercapacitor.

Suposiciones de modelado. Las propiedades del supercapacitor se consideran constantes y
distribuidas uniformemente, entre estas, la capacitancia especifica, la concentracién del electrolito,
las conductividades de los materiales, la porosidad del electrodo, y la temperatura a través de la celda
del supercapacitor. Por la geometria prismética del supercapacitor, la distribucién de las variables
solo se considera en la direccién axial x en coordenadas rectangulares, y se suponen uniformes en
las otras direcciones.



90 Capitulo 6. Problemas | Modelos de procesos

Ecuacion de difusion. El modelo electroquimico base combina la ley de Ohm, la ley de Faraday
para reacciones electroquimicas, la ecuacién de conservacion de carga y la de polarizacién para
obtener como salida el voltaje en las terminales del SCDC , V,.,;,. La salida depende de los potenciales
electroquimicos ® de la fase sélida y del sustrato liquido del electrolito. La densidad de corriente i
estd implicita en la definicién de @, y la densidad de flujo i6nico interfacial j, aparece de manera
explicita en la ecuacion de polarizacion. La sefal de entrada en el modelo es la corriente demandada
por la carga I.,;,. Uno de los objetivos en [17] fue reformular el modelo electroquimico base para
expresarlo en la forma comun de la ley de difusién o ley de Fick (ver Seccién 1.3.1). El modelo
replanteado representa el transporte de cargas o difusion eléctrica como un fenémeno andlogo al
transporte por difusién de masa. El modelo de difusion eléctrica que obtuvieron fue desarrollado
para uno de los electrodos, ya que se consideraron ciclos de carga y descarga simétricos. Esta
suposicién implica que el potencial interfacial de los electrodos tiene el mismo valor, pero de signo
opuesto, por lo tanto, la variable dindmica del modelo se definié como la diferencia de potencial
electrostatico interfacial para el electrodo positivo:

n,=® — D, (6.16)

La EDP (6.17) fue derivada en coordenadas rectangulares, tomando en cuenta la variacién de
7N, Unicamente en la direccién axial x. Este modelo se establece como un problema de Cauchy bien
condicionado con condiciones de frontera bien definidas. Su solucién da la evolucién en el tiempo
t, del perfil de la diferencia de potencial electrostatico 1, a lo largo de la direccién normalizada
entre [0, 1], X (x = 6X). La entrada del modelo es Icap, y la salida es el Voltaje en las terminales del
SCDC Vgp.

2
8871” = ?;aa;” (6.17a)
aagp o _f;iiap (6.17b)
881;” = _iﬁ"” (6.17¢)
Voo = sy (1= 0) ey (= 1)+ (s ) e 6.170)
con
o (6.18)

" aCu(k+0)

Los parametros del modelo son el espesor del electrodo &, la conductividad efectiva del electro-
lito K, la conductividad efectiva del separador K, la conductividad global de la fase sélida o, el drea
transversal del SCDC A, y la difusividad eléctrica del electrodo D, que se calcula en funcién de las
conductividades y de la capacitancia especifica Cy;.
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Ejercicio 6.7 — Regenerador de calor. Se estudia un ciclo de calentamiento de un regenerador de
energia de lecho empacado. Un regenerador de energia es un intercambiador de calor compacto
gas-sélido, en el que la energia térmica de un fluido caliente se acumula intermitentemente en un
medio de almacenamiento térmico antes de ser transferido al fluido frio. El fluido caliente transfiere
su calor a una matriz sélida, mientras que el fluido frio circula a través de una segunda matriz que
estd caliente y absorbe su calor. A continuacién, se invierten los sentidos de las corrientes frias
y calientes llevando a cabo los intercambios de calor opuestos en el s6lido. Estas operaciones se
repiten continuamente [2]. Sus principales aplicaciones son procesos en los que se encuentran gran-
des gradientes de temperatura, como ocurre en la industria criogénica o refrigeracion regenerativa;
grandes flujos de gas como en la industria metalirgica; gases sucios que obstruyen conductos o
tuberias como pasa en centrales térmicas; o gases extremadamente calientes o reactivos como en la
industria del vidrio [13]. Los regeneradores también son elementos clave en procesos como la sin-
tesis de Fisher-Trop, motores Stirling y otras plantas con almacenamiento de energia solar [3, 15, 25].

Objetivo. Obtener un modelo dindmico con parametros distribuidos para predecir la evolucion
espacio-temporal de la temperatura del gas que atraviesa el lecho empacado del regenerador de
calor, asi como la evolucidn temporal de la temperatura de la matriz sélida. El modelo en EDP que
se presenta corresponde a un periodo de calentamiento.

Suposiciones de modelado. Se deduce la evolucién temporal de la temperatura del gas y de
la matriz sélida. La velocidad del gas depende del progreso de temperatura en ambas fases. Para
el estudio del sistema se supone una geometria cilindrica del lecho. Se considera inicamente la
distribucién axial (en el eje x) de la temperatura del gas y de la velocidad del gas, y por lo tanto
se desprende que estas variables son uniformes en las otras direcciones. También se supone una
distribucién uniforme de la temperatura del sélido en todas las direcciones. La fase gas se presume
compresible y la capacitancia calorifica se calcula como una funcién de la temperatura del gas. Se
considera que el coeficiente de transferencia de calor por conveccion es elevado y constante. El gas
que circula por el regenerador se trata como un gas ideal a presion constante.

Modelo en EDP con propiedades constantes. El modelo matematico que rige el comporta-
miento térmico de un regenerador de calor se obtiene asentando los balances de energia para las
fases gas y s6lida, de manera que se observen las suposiciones establecidas antes y se tomen en
cuenta las propiedades del medio poroso.

Balance de energia en la fase gas. El balance de energia de la ecuacién 1.41 es aplicado a la
fase gas que circula a través de la matriz sélida del regenerador, pudiendo reescribirlo como sigue
en coordenadas cilindricas 1D:

Velocidad de cambio de Entalpia de entrada Entalpia de salida
energia total en el = { por conveccién y — { por conveccién y
sistema a P constante. y debida al flujo. y debida al flujo. (6.19)

Calor transferido por conveccion

del gas a la matriz sélida.
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Del enunciado 6.19 se deriva la forma matematica del balance de energia para el volumen de
control AAx, obteniendo la ecuacién 6.20.

d (epAH,Ax)

3 = puAH,|, — puAHy|, ,, —hapAAx. (6.20)

donde € es la porosidad del lecho empacado, a, = 3 (1 —¢) / R es la superficie externa por
unidad de volumen del lecho empacado con particulas esféricas, R es el radio de la particula esférica,
A es el area transversal del lecho, p es la densidad del gas, / es el coeficiente de transferencia de
calor, u es la velocidad con la que el gas circula por el regenerador, y H, es la entalpia del gas. El
calor transferido del gas a la matriz sélida en el volumen de control es Oy, = ha,AT = ha,, (T, — T).
Al dividir 6.20 entre Ax, considerando el limite cuando Ax — oo, y rearreglando se obtiene la EDP
(6.21) que representa el comportamiento de la temperatura del gas en funcién del tiempo y de la
posicion axial en el lecho empacado T, (¢,x), con sus respectivas condiciones inicial y de frontera:

W ~ ax pucy T Gy
T, (0,x) = Ty, (6.21b)
T, (t,0) = T, (6.21¢c)

Balance de energia en el sélido. Laecuacion 1.41 aplicada a la matriz s6lida puede reescribirse
como sigue:

. . Entrada de energia Salida de energia
Velocidad de cambio de ) . ) .
) N = < calorifica debido a » — < calorifica debido a (6.22)
energia en el solido. » »
la conduccién. la conduccién.

El balance de energia 6.22 aplicado al volumen de control en coordenadas esféricas 1D para una
particula que forma parte de la matriz sélida, se expresa en forma matematica mediante la ecuacién
6.23.

9 (psCp,ATAx)

1 = (qk’r - qk|r+Ar> (623)

donde g es el calor de conduccion en una particula esférica de la matriz sélida (definido por la
ley de Fourier, ecuacion (1.59) de la Seccion 1.3.1); k. r¢ / (psCps) es la difusividad térmica efectiva
del sélido, y r es el radio de la particula. Para una difusividad efectiva k. sy constante, dividiendo
(6.23) entre Ar, aplicando el limite cuando Ar — oo, y rearreglando se obtiene la EDP (6.24). La
ecuacion resultante dicta el comportamiento transitorio de la temperatura en el interior de una esfera
de radio R en la que el calor se distribuye a lo largo del radio r por conduccién. Las esferas de la
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matriz s6lida son no isotérmicas y el perfil de temperatura espacial resultante evoluciona con el
tiempo. Por lo tanto, la solucién de la EDP es una funcién 7 (¢,r).

19 (r2aTs> _ PpsCp;s 9T, (6.24)

ﬁg ar | keff ot

En la frontera cuando r = R, para todo tiempo ¢, el calor es transferido de entre la superficie
externa de la particula y el gas en circulacion; considerando que la transferencia es instantanea, el
término de acumulacion se anula y se cumple el balance de energia 6.25. Bajo estas condiciones, la
temperatura de la esfera depende de la difusividad térmica efectiva de las esferas apiladas:

Entrada de energia Salida de energia .
) i ) . Calor transferido por
calorifica por unidad calorifica por unidad ..
. — . = < conveccidn del gas a (6.25)
de volumen, debido de volumen, debido L
» L la matriz solida.
a la conduccién a la conduccién

La expresion matematica 1D para la temperatura de una particula esférica se obtiene de (6.25),
nuevamente suponiendo una conductividad efectiva del material sélido constante:

aT,
ke fapairs = hay (T, — T)

Rearreglando:
0T, ha,
=—2Ff (T,-T, 6.26
ar  kerrap (T ) (6.26)

En la frontera cuando r = 0, para todo tiempo ¢ se cumple que:

oty
ar

Modelo adimencional. Agrupando pardmetros, la ecuacion 6.28 define la EDP de la fase gas y
las ecuaciones en términos de nimeros adimensionales y variables adimensionales.

0. (6.27)
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0, (0,z) = 0,0,

Gs (Oaﬁ) - 9.3'07

0, (1,0) = 6O,

20,(1,0)

“op

00, (1,1 .
a(ﬁ)zm(eg—eh).

Los nimeros adimensionales son:

h
Numero de Stanton : St = dp ,
puCp
hR
Numero de Biot : Bi =
keyy
) : kesy
Numero de Fourier : Fo = -
psCpsR

Las variables adimensionales son:

Posicion adimensional : z =

el

Tiempo adimensional : 7= Fo =

Ademas:
u
=,
€
k
Ty = eff 5
PsCpsR

Las temperaturas adimensionales son:

Para periodo de calentamiento:

(6.28a)

(6.28b)

(6.28¢)
(6.28d)
(6.28e)

(6.28f)

(6.28g)

(6.29a)
(6.29b)

(6.29¢)

(6.30a)

(6.30b)

(6.30c)
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T, — T,
Gas: 6, =-S5 % (6.31a)
Tge - 7;0
T, — T,
Solido: 6, = 21— (6.31b)
ge — 150
(6.31c¢)
Para periodo de enfriamiento:
T, — Ty
Gas: 6, = g (6.32a)
TSO - Tge
7} — T e
Sélido: 6, = 6, = £ (6.32b)
TsO - Tge
(6.32¢)

Modelo en EDP con propiedades dependientes de la temperatura. El modelo [35]

T, 1 [ dT  hapL

- == g+ 5 (=T, 6.33
oy oL |“ 32 +puCp( ¢ —Ty) (6.33a)
0T, ha,
— =~ (LT 6.33b
o (1 —e)pscps( ¢=T) ( )
Ju Rha,L
ou_ _ T,—T, 6.33
32~ Pm,c, D) (6.33¢)
Teli—o,, = Te0 (6.33d)
Tsli—0. = Ts0 (6.33¢)
Tl o= Tge (6.33f)
uly —o = tte (6.33g)
(6.33h)

Propiedades del aire en funcion de la temperatura. El modelo [19]
Densidad.

La densidad del aire puede ser calculada mediante la ecuacioén de los gases ideales (6.34)
dependiendo de la presioén P, la temperatura 7' y la constante de los gases ideales R =
8.3145 [Jmol 'K™!] en unidades SI:

P
= 6.34
P =27 (6.34)
La correlacién empirica 6.35 permite calcular la densidad en funcién dnicamente de la
temperatura 7. En esta ecuacién, la densidad estd dada en unidades de kg m~3, el célculo

necesita la temperatura en K. La correlacion es valida en el rango [273 — 1300] K.
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351.99  344.84
= -

- i (6.35)

Una correlacién para calcular la densidad p de aire hiimedo (6.36) estd dada en funcién de la
temperatura 7 medida en K, la presién P en Pa, la fraccién molar de vapor de agua en el aire
Xy, y el factor de compresibilidad Z que se calcula mediante la correlacién (6.37) en términos
de la temperatura medida en °C. La densidad p que resulta del célculo tiene unidades de

kg m~3.
4 P
p = [3.48349+ 1.44(x. — 0.0004)] x 10— (1-0,378x,) (6.36)
P
Z=1— = [ao +a\T+arT? + (a3 + a4 T) x,, + (as +a6T)va] (6.37)

Calor especifico a presion constante.

La correlacion para calcular el calor especifico a presion constante Cp de aire seco (6.38) esta
dada en unidades de kJkg~! K~!, y requiere la entrada de temperatura en K. La correlacién
es valida en el rango [273 — 1100] K.

Cp=R(a1T; >+ axT, ' +as+asTy +asT; +aeT; +a7T,) (6.38)

Los parametros de la correlacion estan definidos en (6.39):

ar = 1.009950160 x 10*

a = —1.968275610 x 10°

a3 = 5.009155110

as = —5.761013730 x 103 (6.39)

as = 1.066859930 x 10>

ag = —7.940297970 x 10~°

a7 =2.185231910 x 10~ '
Una correlacion que permite calcular el coeficiente especifico a presion constante Cp de aire
himedo (6.40) estd dada en funcién de la temperatura (en K) y la fraccién molar de vapor

de agua en el aire. El Cp que resulta del cilculo tiene unidades de calg ' K~! (1 cal =
4.1868 J).

Cp=ap+aT+ayT* +a3T° + (as +615T+d6T2)xw

(6.40)
+ (617 +agT +619T2) x%v
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Los pardmetros de la correlacidn estdn definidos en (6.41):

ap = 0.251625

a; =—9.2525x 1073
ar=—2.1334x10"7
a3 =—1.0043 x 1071°
as = 0.12477

as =—2.283x107°
ag = 1.267 x 107’

a7 =0.011 16

ag =4.61 x 1076
ag=1.74%x1078

(6.41)

Viscosidad.

La correlacién para calcular la viscosidad dinamica u de aire (6.42) estd dada en unidades
de Nsm~2, y requiere la entrada de temperatura en K. La correlacién es vélida en el rango
[273 —1300] K. :

7'’ T\
“:“<c+r) 141.53x 10 (C—l) (6.42)

donde a =1.47x 1076y C = 113.

Una correlacién que permite calcular la viscosidad efectiva y de aire himedo (6.43) estd dada
en funcién de la temperatura (en K) y la fracciéon molar de vapor de agua en el aire. El valor
que resulta del cdlculo tiene unidades de Pa s.

U= (610 +a;T+ (ax+a3T)x, +asT? +a5va) x 108 (6.43)

Los parametros de la correlacion estan definidos en (6.44):

ap = 84.986

ar=17.0

ay = 113.157

az=—1 (6.44)
ag=113.157x 1073

as = —100.015

ag = 1.267 x 107’
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Conductividad térmica.

Una ecuacién tedrica para calcular la conductividad del aire k deriva de la teoria cinética de
los gases. Wm™!'K~!

1
k=3 (copvusy) (6.45)

donde ¢,, v es la velocidad molecular media, A,,r,, es la trayectoria libre media que se define
de la siguiente manera:

T

s =Ko A amd?p

donde k;, es la constante de Boltzmann, d es el didmetro de la molécula de gas y P es la presion.

Una correlacién que permite calcular la conductividad térmica u de aire himedo (6.46) esta

dada en funcidn de la temperatura (en K) y la fracciéon molar de vapor de agua en el aire. El

valor que resulta del célculo tiene unidades de calg™!.

k= (ap+a T +aT*+ (a3 +asT)x,) x 10° (6.46)

Los pardmetros de la correlacidn estdn definidos en (6.47):

ap = 60.054

a, = 1.846

a, =2,06x 107 (6.47)
az; =40

as=—1,775x 1074

Numero de Nusselt.

El coeficiente de transferencia de calor por conveccion i se puede calcular mediante la
correlacion semi-empirica propuesta por Kunii and Levenspiel, 1979.

Nu = 2 + 1.8Re!/2pr!/3 (6.48)

Los grupos adimensionales se definen en (6.49):
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hd
Numero de Nusselt:  Nu = Tp’ (6.49a)
Numero de Reynolds: Re = apUp , (6.49b)
u
C
Ntmero de Pranddl:  Pr= —2F (6.49¢)
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Procesos de parametros concentrados

Ejercicio 7.1 [Modelado y simulacién numérica de un sistema de tanques Inteco con drea transversal
variable] El objetivo general del Ejercicio es construir herramientas para la simulacion numérica
del comportamiento no lineal y lineal de un médulo experimental de un sistema multitanque que
estd formado por tres tanques en serie, dos de los cuales tienen areas transversales variables. El
prototipo didactico ha sido considerado como planta para probar una amplia variedad de esquemas
de control que se han reportado en la literatura. El modelo no lineal utilizado en diferentes fuentes
[1, 9, 18, 24] fue presentado con detalle en el Ejercicio 6.2. Los valores de los pardmetros del
modulo Inteco estan contenidos en el vector 6 (7.1).

w 0.035 I Profundidad de los tanques, m
a 0.250 Ancho de Ty, m
b 0.348 Sumado con ¢ es el ancho de T, m
c 0.100 Sumado con b es el ancho de T, m
R 0.364 Radio de T3, m
0= | himax | = 0.35 = Altura maxima de T, m (7.1)

h2 max 0.35 Altura maxima de T, m

h3 max 0.35 Altura maxima de T3, m
Qg 0.5 Pard metro para vdlvula en Ty, adim.
(073 0.5 Parad metro para valvula en Ty, adim.
o3 0.5 Para metro para vdlvula en T3, adim.

Modelado del sistema multitanques. Puntos de equilibrio y linealizacion del modelo
no lineal. Una entrada u,, al sistema 6.12 produce un estado X, y una salida y.,, que en conjunto
con los parametros fijos 6 y considerando la condicién dx / dt = (0 definen un punto de equilibrio
eq. Considere especificamente las entradas ue,; (7.2) y ey (7.3), ademds del flujo del liquido



102 Capitulo 7. Problemas | Simulacion de procesos

suministrado por la bomba, el conjunto de entrada incluye las constantes de los orificios de drenaje
de las vdlvulas, los cuales se determinan experimentalmente directamente a partir de mediciones en
el prototipo. Para eql, las constantes del orificio de drenaje fueron estimadas experimentalmente y
reportadas en el manual del prototipo didactico [37]. Para eq2 se consideran coeficientes de orificios
de drenaje obtenidos mediante experimentacién y reportados por Hosokawa y col. en [9].

[ Ui eq1 Geql 3.795 x 107
) P— Ueql | _ Cl,eql . 1.0053 x 10~
D= et | | Coet | T | 11959 x 1074
| U eq1 C.eq1 9.79865 x 107> a2
i Flujo volumé trico, m3s~! '
| Resistencia en orificio de salida 1, m3~%g~!
| Resistencia en orificio de salida 2, m3~%g~!
| Resistencia en orificio de salida 3, m>~%s~!
Ul eq2 9eq2 0.8 x 10_44
_ u2,eq2 . C] eq2 o 297 x 10~
Y2 = e | T | Coer | T | 277x 107 (0=9)
Us eq2 Cs.eq2 2.90 x 1074

Las variables de estado y de salida Xeq1, Yeq1, Xeq2, Y Yeq2 cOrrespondientes a Ueqq y Ueq, respec-
tivamente, son calculadas tomando dx / dt = 0. Bajo esta consideracion el modelo 6.12 se reduce a
un sistema de ecuaciones algebraicas, cuya solucion es el punto de equilibrio. Este procedimiento
se simplifica usando la funcion t rim (descrita en la Seccién 2.2.3). Después se obtiene el modelo
lineal alrededor del punto de equilibrio. Es posible linealizar el modelo 6.12 mediante los siguientes
procedimientos:

1. El modelo lineal explicito se obtiene usando la expansion de la serie de Taylor alrededor
de un punto de equilibrio. El modelo lineal en espacio de estados del sistema multitanques
fue desarrollado y presentado en el Ejercicio 6.2. La ecuacién resultante (6.13) escrita en
forma matricial es el modelo linealizado del sistema multitanques. Despues, el modelo lineal
numérico se obtiene sustituyendo los pardmetros en funcién de las constantes geométricas y
del punto de equilibrio.

2. El segundo procedimiento conduce al mismo resultado, este consiste en implementar las
funcién 11inmod (Seccién 2.2.4) como se describe a continuacion.

Determinacion de los puntos de equilibrio con la funcién trim. Se construye el modelo
no lineal, por ejemplo, mediante una S-Function. La Figura 7.1 muestra el modelo no lineal del
sistema multitanques implementado en la plataforma Simulink®. Se usan puertos de entrada y
salida para ser llamados desde las funciones t rim y 1inmod. El cédigo de la S-Function llamada
Multitanks_SFun se presenta al final del ejercicio.



7.1 Procesos de parametros concentrados 103

Entradas

Salidas

Multitanks_SFun

Sistema Multitanques

Figura 7.1: Modelo no lineal del sistema multitanques Inteco implementado en Simulink®.

La funcién t rim calcula el punto de equilibrio llamando el modelo no lineal. El c6digo también
se muestra al final del ejercicio para el punto de equilibrio egl, para el segundo punto solo se
cambian las entradas de u.,1 a u.y . Los resultados del programa estan dados en (7.4) y (7.5):

[ X1,eql | [ hieq1 i [ 0.1425 Nivel en el tanque 1, m

Xegl = Yeql = | X291 | = | h2eqn | = | 0.1007 | = |Nivelenel tanque 2, m| (7.4)
[ %eqt | [ M3eqr | | 01500 Nivel en el tanque 3, m
[ Xiep | [ e ] [ 0.07256

Xeg2 =Yeq2 = | X2eq2 | = | M2eqr | = | 0.08341 (7.5)
| X3,eq2 | RE | 0.07610

La funcién 1inmod también necesita como informacion el modelo no lineal y el punto de
equilibrio. La salida puede ser un modelo en espacio de estados o una funcién de transferencia. El
cddigo del programa MultitanksLin estd disponible igualmente al final del ejercicio. Como
salida se obtienen los siguientes modelos:

El modelo en espacio de estados de la planta es la ecuacién (7.6):

X; = Ax; +Buy (7.6a)
ya = Cx4+Duy (7.6b)

Las matrices de los modelos obtenidos alrededor de los puntos de equilibrio egl y eql se
escriben a continuacion:

—0.015217 0 0
Aeqr = | 0.019010  —0.026902 0
0 0.018284 —0.012275
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[ 114.290 —43.143 0 0
Beq1 = 0 53.895 —45.305 0

i 0 0 30.792 —-37.581

[ —0.063006 0 0
Aegz2 = | 0.086105 —0.074899 0

0 0.061516 —0.067426

[ 114.290 —30.784 0 0
Beqz = 0 42.07 —45.107 0

i 0 0 37.048 —35.387

En ambos casos:

C=Iix3, D=034

y las condiciones iniciales son x (0) = xo.

La funcién de transferencia de la planta MIMO es la ecuacién (7.7) que tiene la estructura de un
proceso en serie, donde la salida de una unidad afecta la entrada de la siguiente, pero lo contrario no
ocurre:

G (S) Gia (S) 0 0
G (S) = G21 (S) G22 (S) G24 (S) 0 (7.7)
G3 (S) G3o (S) Gs3 (S) G3y (s)

El modelo aplicable alrededor del punto de equilibrio egl tiene los siguientes componentes:

114.3
_ 7,
Gu(s) = 001522 (7.82)
_43.14
G (5) = ——" 7.8b
2(5) = 01522 (7.85)
2.173
_ 7,
G21 () = 3170.042125 1 0.004094" (7.92)
53.89s
_ 7,
022 (5) = 3170,042125 1 0.0004094” (7.96)
_4531
Gy (s) = ————= (7.9¢)

~ 5+0.0269°
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0.03972
Gs1 (s) = : 7.10a
31 (9) = 370.0543952 1 0.00092645 1 5.05% 1070 (7.102)

0.9854s — 1.709 x 10'8

Gay (5) = 7.10b
2(59) = 30042125 1 0.0004094" (7.100)
30.79s +3.499 x 10~°
Gas (s) = 7.10
B() =35 +0.03918s +0.0003302’ (7e20%)
—37.58
Gy (s) = ——2° 7.10d
“ ()= 50127 {7R00E)

El modelo aplicable alrededor del punto de equilibrio eg?2 tiene los siguientes componentes:

114.3
. 1143 7.11
G (s) s+0.06301° e
-30.78
3078 7.11
Gz (s) s+0.06301° o
9.841
; _ 7.12
21(8) = 5 +0.1379s +0.004719’ T
42.07s+2.919 x 10710
_ 7.12b
G2 (s) 52 +0.1379s40.004719’ ( )
—45.11
sl 7.12
623 (5) = (T0.0740° e
0.6054
_ 7.13
G (s) 53 40.20535% + 0.01402s5 + 0.0003182’ R
2.5885 —1.796 x 1017
; _ 7.13b
32(s) 534 0.2053s2 +0.014025 +0.0003182° ( :
37.055 — 6.433 x 1078
; _ 7.13
3 (8) = 57014235+ 0.00505 e
~35.39
_ 3539 1
Gaa(s) = 006743 T

El modelo lineal se escribe en términos de las variables de desviacidn, y en este caso, las
condiciones iniciales son x (0) = 0.

u p—
X4l hi—hieq MZ; Cc]] _ zflq
Xg=Ya= | X2 | = | ha—hoeq |, uy = up | | G C;q (7.14)
X3 h3 —h3 ¢4 “

Ugs C3—C3eq
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Codigo de 1a S-Function Multitanks_SFun

function
3
Cl
o
©°

switch flag

case 0

sizes=simsizes;
sizes.NumContStates=3;
sizes.NumDiscStates=0;
sizes.NumOutputs=3;
sizes.NumInputs=4;
sizes.DirFeedthrough=0;
sizes.NumSampleTimes=1;
sys=simsizes (sizes);

str=[1];
ts=[0 0];
case 1 % Derivadas
hl=x(1);

h2=x(2);

h3=x(3);

Q

% Entradas

g=u(l);

Cl=u(2);
(3);
(4);

14

C2=u g
C3=u

% Parametros

.035;
.250;
.348;
.100;
R=0.364;
hlmax=0.35;
h2max=0.35;
h3max=0.35;
alphal=0.5;
alpha2=0.5;
alpha3=0.5;

A
o O O o

Q

betal=axw;

o o° o° o o° o° o° o° oP

% Ecuaciones diferenciales

beta2=c*w+ (h2/h2max) *b*w;
beta3=wx (R"2-(R-h3)"2) " (0.5);

Inicializacion de la funcion-S

[sys,x0,str,ts]=Multitanks_SFun (t,x,u, flag, x0)

Resuelve el modelo no lineal de un sistema multitanques
con areas transversales variables.

Estructura de inicializacion

Numero
Numero
Numero
Numero
1 sivy
Numero

de estados continuos
de estados discretos
de salidas
de entradas

depende algebraicamente de u

de muestras de tiempo

Inicializa la S-Funcion.



53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64

65
66
67
68
69
70
71
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dhldt=(1/betal) * (g-Cl+*hl”alphal) ;
dh2dt=(1/beta2) x (Clxhl”alphal-C2+xh2%alpha?);
dh3dt=(1/beta3) x (C2xh2”alpha2-C3+h3%alpha3);
sys=[dhldt;dh2dt;dh3dt];

case 3 % salidas

sys=[x(1);x(2);x(3)]1;

Q

case {2, 4, 9} % Actualizacion de estados, proximo hit,
finalizacion

sys=1[1];

otherwise
error (["unhanled flag=’,num2str(flag)l]);

end

Coédigo de la S-Function Multitanks_SFun

clear

"Multitanks.slx" es el modelo no lineal del sistema en Simulink
Calculo del punto de equilibrio x, y para una entrada u

%
%

n=3;

m=4;

x0=1[1];

u0=[3.795e-5; 1.0053e-4; 1.1959e-4; 9.79865e-5];
y0=x0;

ix=[1;

iu=[1;2;3;41;

iy=1[1;

[x,u,y,dx]=trim('Multitanks’,x0,u0,y0,1ix,iu,iy)

Linealizacion del modelo del sistema.
Se obtiene el modelo en espacio de estados,
Como resultado se despliegan las matrices A,B,C,D.

o° o oo ™

[A,B,C,D]=linmod (’Multitanks’, x,u)
Tanksve=ss (A,B,C,D)

Modelo de funcion de transferencia MIMO
Como resultado se despliegan los componentes de una
matriz de funciones de transferencia

o0 o o

G=tf (Tanksve)
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7.2 Procesos de parametros distribuidos

Ejercicio 7.2 — Simulacion de un supercapacitor de doble capa (SCDC) Maxwell PC 10 F.
El objetivo general del Ejercicio es simular el comportamiento de un SCDC Maxwell PC, con
geometria prismdtica. Este dispositivo usado para almacenar y proveer energia eléctrica contiene dos
electrodos de carbono y un electrolito de acetronitrilo; su capacitancia nominal es de 10 F y funciona
con un voltaje maximo de 2.5 V. En un SCDC, la energia es almacenada entre el electrolito o liquido
i6nico y la interfaz del electrodo que puede ser conductora o semiconductora. La acumulacién de
carga se logra por la adsorcion reversible de iones en la superficie del electrodo, el cual tiene una
gran 4rea superficial debido a su estructura porosa. En la Figura 7.4 muestra un esquema del SCDC
prismatico.

29.3 mm

Figura 7.2: Supercapacitor electro-quimico de doble capa Maxwell, con geometria prismética y
capacitancia nominal de 10 F.

Modelo de difusion eléctrica. Considere el modelo de difusion eléctrica descrito en el Ejerci-
cio 6.6, cuya solucion representa las dindmicas de carga o descarga de un SCDC. En una primera
parte del presente Ejercicio, el objetivo es aplicar el modelo de difusion eléctrica para simular el
comportamiento del SCDC con capacitancia de 10 F. En resumen, este modelo electroquimico es
un problema de Cauchy bien condicionado, con condiciones de frontera y condicién inicial bien
definidas. La solucién de la EDP determina la evolucion espacio-temporal de la diferencia de
potencial electrostatico interfacial en el electrodo positivo del supercapacitor, y después, mediante
una funcidn algebraica se obtiene el perfil espacial en cada valor del tiempo de la tension en las
terminales de salida del SCDC. El célculo numérico del modelo se obtiene mediante el resolvedor
de EDP pdepe de Matlab®. Se resuelve una EDP parabdlica 1D, después, su salida es la entrada de
una funcién que calcula la variable salida del modelo, es decir, el voltaje en las terminales del SCDC.

Especificaciones del SCDC Maxwell PC 10F para el modelo de difusion eléctrica. La
investigacién de Sikha y col., 2005 ([20]) trata el modelado de una fuente hibrida compuesta por
una bateria y un médulo de SCDC del tipo Maxwell PC 10 F. Los pardmetros ahi reportados fueron
medidos como parte del trabajo, o bien recuperados de la literatura, otros fueron estimados o sus
valores atribuidos bajo alguna suposicién. En la publicacion posterior de Romero y col, 2010 [17],
el modelo de difusion eléctrica del SCDC fue probado con los datos de [20]. En la Tabla 7.1 se
concentran los pardmetros requeridos por el modelo de difusién eléctrica de un SCDC para el caso
de un dispositivo Maxwell PC de 10 F.
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Tabla 7.1: Pardmetros del modelo de difusién eléctrica para un SCDC Maxwell PC 10 F [16], [20]

Cantidad Parametro Valor Unidades
Conductividad eléctrica del substrato sélido 0y 100 Sm™!
Conductividad eléctrica del electrolito Ko 5 Fm 2
Conductividad eléctrica del separador Koz 5 Fm~2
Capacitancia de doble capa Ca 0.1921 Sm~!
Radio de las particulas esféricas R, 1x10°8 m
Porosidad del electrodo £ 0.38
Porosidad del separador f 0.7
Constante de Bruggeman de los electrodos brug 1.5
Constante de Bruggeman en el separador bru, 0
Espesor del electrodo o 376 x107*  m
Espesor del separador o, 0.52x107* m
Altura del electrodo he 7 % 1072 m
Longitud del electrodo t. 2.3 %1072 m
Temperatura T 298 K
Area transversal del SCDC A=h,xl, 1.61 x 1073 m?
La conductividad efectiva del substrato sélido o es
6 =0(1—g)"™ (7.15)
La conductividad efectiva del electrolito k es
K = Kpet™8 (7.16)
La constante de tiempo caracteristica T es
e= & _icuer (XX (7.17)
= — = .
D, dl KO

donde a es el 4rea superficial especifica del material poroso en m? / m? y D, es la difusividad
eléctrica del electrodo definida en la ecuacién (6.18).

La capacitancia de doble capa C,; fue ajustada para que el modelo se adaptara al comportamiento
reportado por el fabricante. Especificamente el ajuste permiti6 hacer coincidir el comportamiento di-
ndmico que determina la capacitancia nominal de la ficha de especificaciones del SCDC (Tabla 7.2).
La forma de determinar Cy.;, y Rycnes aplicando una serie de pulsos de carga y descarga a corriente
constante (Jyryeba)-
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Modelo Stern. En la segunda parte del Ejercicio, el objetivo es simular el comportamiento de
carga y descarga del mismo SCDC de 10 F, pero esta vez, mediante un modelo general que forma
parte de la librerfa de Sistemas de Potencia Especializados que se encuentra en el ambiente de
simulacién Simscape’ de la plataforma Simulink® . La librerfa general con aplicacién a superca-
pacitores de diferente tipo, permite la reproduccién del desempefio de un supercapacitor de doble
capa mediante el modelo Stern. El citado modelo Stern combina las teorias de Helmholtz y de Gouy
Chapman para explicar la capacitancia de doble capa. Para conocer mas detalles de los diferentes
modelos, se recomienda la lectura de la referencia [10]. En resumen, el modelo Stern establece
como hipétesis que en el supercapacitor se forman dos capas: una interna llamada capa interna de
Stern se forma debido a la adherencia fuerte de algunos iones sobre el electrodo (de acuerdo con
la propuesta de Helmholtz). En esta capa se supone que la distancia més pequefia de los iones al
electrodo es aproximadamente el radio del ion. Una segunda llamada capa difusa de Gouy Chapman.
Las suposiciones sobre las que fue formulado el modelo Stern son:

e Los iones son vonsiderados como cargas puntuales.

o Las interacciones y acciones mds importantes que tiene lugar en la capa de Gouy Chapman
son de naturaleza coulémbica.

o La viscosidad del fluido se presume en un plano constante y la permitividad dieléctrica se
supone constante en toda la capacitancia de doble capa.

Especificaciones del SCDC Maxwell PC 10F para el modelo Stern de la libreria
de Simscape™ . La Tabla 7.2 concentra las especificaciones del fabricante. Los datos sefiala-
dos con un asterisco son requeridos por el bloque de Supercapacitor de Simscape™. El médulo
implementa la ecuacién de Stern para calcular el voltaje de salida del SCDC en funcién de el
nimero de capas de electrodos, el nimero de supercapacitores en paralelo y en serie, la carga
eléctrica (C), el radio molecular (m), la permitividad del material (C-N~!-m™2), la permitividad
de los espacios vacios (C-N~!.m™2), el 4rea interfacial entre los electrodos y el electrolito (m?),
la temperatura (°C), la constante de Faraday (96 485 C-mol '), la constante de gases ideales
(R = 8.314472] - mol~! K, y la concentracién molar ( mol - m?) igual a ¢ = 1/(8NAr3), en
donde Ny = 6.022 140 76 x 10?* mol ! es el niimero de Avogadro.

Tabla 7.2: Especificaciones para el SCDC Maxwell PC 10 F | Ficha de datos del proveedor. [16].

Cantidad Parametro Valor Unidades
Capacitancia nominal a 25 °C Cuch 10 F
Capacitancia minlma (inicial) Cachmin 9 F
Capacitancia maxima (inicial) Coetp, e 12 F
Resistencia en serie equivalente (RSE) Rach 0.18 Q
Corriente de prueba (para medir Cyer, Y Rach) — Iprueba 1 A
Voltaje nominal Vv 2.5 A"
Voltaje maximo absoluto Viax 0.7 A%
Corriente maxima absoluta Iviax 1.5 A

8
>

Corriente de fuga mdxima a 25 °C I, 0.040
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La carga eléctrica estd dada por:

Or = /Iscdl‘ (7.18)

La autodescarga ocurre cuando IsC = 0 y la carga durante este fendmeno es calculada por:

QT = /Iautodescargadt (7.19)
donde:
( o C .
T t—1toe <13
1+ SRSCcT

Iautodescarga = Cr Si 3<t—tye <ty (7.20)

1 aF SRSCCT

o3 Cr °
TrsRscCr S1 t—1toe > 14

donde a1, 0 y o3 son las velocidades de cambio del voltaje del supercapacitor en un experimen-
to de autodescarga en los intervalos [t.q,#3], (¢3,%4] , y (t1,2s]. El subindice ca denota circuito abierto,
y los subindices 1, 2 y 3 corresponden a tres tiempos diferentes en los cuales hay autodescarga
(IsC = 0) después de interrumpir la corriente y establecer la condicion circuito abierto. El bloque de
Supercapacitor requiere la especificacion de la corriente justo antes del evento de circuito abierto y
el voltaje del supercapacitor en el tiempo #., = Os, 13 = 10s, t4 = 100s, y 5 = 1000s. Para el caso
estudiado, el fendmeno de autodescarga fue determinado por una relacién empirica:

V(t) =Vpoexp(—t/7) (7.21)
donde 7 = 923ks

Simulacion del modelo de difusion eléctrica. El modelo electroquimico fue resuelto con la
libreria de solucién de ecuaciones diferenciales parciales de Matlab® (descrita en la Seccién 3.3). En
la Figura 7.3a.a se muestra el perfil espacio-temporal de la variable de estado de difusion eléctrica
para el electrodo positivo. Después, en la Figura 7.3a.b, se grafica la evolucion temporal de la tension
de salida, la cual depende de los valores de la difusion eléctrica a lo largo de todo el electrodo. La
simulacion se lleva a cabo en a corriente constante de 2.5 A.

Simulacién del modelo Stern con la libreria de Simscape™. Después se simula el com-
portamiento del mismo supercapacitor en usando la librerfa de Simscape ", configurando el médulo
con los datos proporcionados antes. La Figura 7.4 presenta el simulador del supercapacitor. En
la Figura 7.6a se proporciona una captura de las ventanas de configuracioén del modelo Stern. Se
requieren introducir las caracteristicas generales del supercapacitor, varias de estas son proporcio-
nadas por el fabricante.También es necesario proporcionar datos sobre el comportamiento estitico
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de la fuente, por lo tanto se requiere el conocimiento de la relacién voltaje y corriente en varios
puntos. El bloque determina los pardmetros del modelo Stern con la informacién proporcionada.
Finalmente se requieren datos de la descarga, de los cuales se obtiene informacién sobre la respuesta
dindmica del supercapacitor. Algunos datos proporcionados al bloque fueron encontrados en la
ficha técnica del fabricante, otras fuentes de datos fueron estudios experimentales reportados en
la literatura, y otros cuantos se obtuvieron del simulador electroquimico. La suma de informacién
permitié simular, con el modelo Stern, el comportamiento de un supercapacitor comercial.
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Figura 7.3: Simulacién del ciclo de carga del SCDC Maxwell 10F a una corriente de 2.5 A.
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Figura 7.4: Simulacién de la carga de un SCDC Maxwell PC 10 F, mediante objetos de la libreria
de PowerSim.

Finalmente se compararon las predicciones del modelo electroquimico y el modelo Stern imple-
mentado en la plamaforma Simulink"™'. En La Figura 7.2 se compara el comportamiento de carga
del supercapacitor que resulta de la prediccion de los modelos antes descritos. Se simuld la carga a
diferentes corrientes y se puede concluir que ambas predicciones se aproximan. El error crece un
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Figura 7.5: Datos para la simulacién de un SC con modelo Stern.

Al final del ejercicio se reporta el codigo para la solucién del modelo de difusién eléctrica.
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Figura 7.6: Datos para la simulacién de un SC con modelo Stern.
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SCDC Maxwell 10 F | Simulacién de un ciclo carga | cédigo .m

%
% Modelo dindmico de difusion eléctrica para el electrodo positivo de un SCDC [key]
%

clear
global Sigma Kappa Delta A CteTiempo 1 Icap u

%

% Parametros

%

Sigma0 = 100; % Conductividad del sustrato sélido, S/m
Kappa0 = 5; % Conductividad del electrolito, S/m

Kappa0z = Kappa0; % Conductividad del separador, S/m
Cdl=0.1921; % Capacitancia de doble capa, F/m?

Rc=10e-9; % Radio de las particulas esféricas sélidas, m
Epsilon = 0.38; % Porosidad del electrodo, adimensional
Epsilonz = 0.7; % Porosidad del separador, adimensional

Delta = 3.76e-4; % Espesor del electrodo, m

Deltaz = 0.52e-4; % Espesor del separador, m

he = 7e-2; % Altura del electrodo, m

le =2.3e-2; % Longitud del electrodo, m

brug =1.5; % Constante de Bruggeman de los electrodos, adim.
brugz = 0; % Constante de Bruggeman del separador, adim.
A =he*le; % Area transversal del CDCE, m?
a=3*(1-Epsilon)/Rc; % Superficie especifica del material poroso
Sigma = Sigma0*(1-Epsilon)"brug; % Conductividad efectiva del sustrato sélido
Kappa = KappaO*Epsilon” brug; % Conductividad efectiva del electrolito.

Kappaz = KappaOz*Epsilonz"brugz; % Conductividad efectiva del separador.
CteTiempo=a*Cdl*Delta®*((Kappa+Sigma)/(Kappa*Sigma));

%
% Entrada
%

t = linspace(0,2,30); % Tiempo de simulacién.
Icap =2.5; % Entrada | Corriente, A

%
% Solucion del la EDP
%

m = 0;
x = linspace(0,1,20);
u = pdepe(m, @PDEsc, @ PDEic, @PDEbc,x,t);

%
% Tension de salida
%

Vcapl=2*(Kappa*u(:,1)+Sigma*u(:,20))/(Kappa+Sigma);
Vcap2=2*Delta/(Kappa+Sigma)+Deltaz/Kappaz;
Vcap=Vcapl+Vcap2*Icap/A; % Voltaje de salida del SCDC

Capitulo 7. Problemas | Simulacion de procesos
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SCDC Maxwell 10 F
Simulacién de un ciclo carga | cédigo .m | Continuacion ...

%
% Graficas de resultados
%

figure(1)

surf(x,t,u)

xlabel(’Distancia x”)

ylabel(’ Tiempo t’)

zlabel(’ Diferencia de potencial interfacial’)

figure(2)

plot(t,Vcap)

xlabel(’ Tiempo t*)
ylabel(’Tension de salida’)

%)*************************************************************

% Funciones
%7*************************************************************

%
9% Modelo PDE / Solucién por toolbox pdepe
%

function [c,f,s] = PDEsc(x,t,u,dudx)
global CteTiempo

¢ = CteTiempo;

f = dudx;
s=0;
end
%
% Condiciones iniciales
%

function u0 = PDEic(x)

u0 =0;
end
%
% Condiciones frontera
%

function [pl,ql, pr,qr] = PDEbc(x1,ul,xr,ur,t)
global Sigma Kappa Delta A Icap

pl = Delta*Icap/(Sigma*A);

q=1
pr = -Delta*Icap/(Kappa*A);
q=1;

end
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8.0.1

El control con estructura RST se compone de tres bloques con polinomios R, S, y T. Es una ley de
control con dos grados de libertad. El polinomio T filtra la referencia y sirve para seguimiento de trayec-
toria y para atenuar sobreimpulsos. Los filtros R y S sirven para la regulacién y rechazo a perturbaciones.

Controlador RST continuo

Generalizando para un disefio continuo, el sistema en lazo cerrado se define de la siguiente forma:

Planta:

A(s)y(t) = B(s)u(t)
A(S)=5"+ap_15" ' +a,25" 2 +...+a1s+ao

B(s) = bys" +by_15" + by 25" 2+ ...+ bis+bo (8.1)
grado (A) = n, grado(B) =m

Controlador:
S(s)=s" +ey 18V M ey a8V 24 ers+ oo
R(5) =res®+re 15 +ry 25?2+, . +ris+ro 8.2)
T(S)prsp+tpf1sp_l+tp,2sp_2+...+t1s+t0 :
grado (S) = v, grado (R) = w, grado(T) =p

Funcion de transferencia en lazo cerrado:

B(s)T (s) 63

YO = 1550 1B0Re)

Polos en lazo cerrado:

P.(s)=A(s)S(s)+B(s)R(s) (8.4)
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Controlador RST discreto

Generalizando para un disefio discreto, en términos del operador de atraso ¢!, el sistema en lazo
cerrado se define de la siguiente forma

Planta:

Alg")y()=B(q )M(t)
Alg ) =1+aiqg! Faxg 24t
B(q ") =bo+big ' +bog > +. ..+ bug ™
grado (A) = n, grado(B) =m

(8.5)

Controlador:

( 1) =l4c1g ' verg?+.. . 4cg™’
R(g ) =ro+rg ' +mng > +...+req ®
T(g ) =to+tig ' +Hq 2 +...+1pq7P

) (8.6)
grado (S) = v, grado(R) = w, grado(T) =p

Funcion de transferencia en lazo cerrado:

_ B¢ )T (q7")
y(0)= Alg")S(g ) +B(g HR(g™)

Polos en lazo cerrado:

r (1) (8.7)

P(¢")=A(g")S(¢ ") +B(a )R(¢") (8.8)

En términos del operador de adelanto ¢, el sistema en lazo cerrado se define de la siguiente forma

Planta:

A(q)y(t)=B(q)u(t)
A(Q) =q"+an1q" " +an2q"*+...+aiqg+ag

8.9
B(q) =buq" +bm1q""" +bu_2g" > +...+b1g+bo (8.9)
grado (A) = n, grado (B) =m
Controlador:
S(q) = qV + Cvflqv_] + Cvist—Z —+ ... —|—C16]+CO
R(q) = roq® +ro—19°"" +rw—23w72+---+r1q+r0
—1 -2 (8.10)
T(q) =1pq° +1p—1q° " +1p2¢P 2+ ... +11q+10
grado (S) = v, grado (R) = w, grado(T) =p
Funcion de transferencia en lazo cerrado:
B(q)T (q)
y(t) = r (1) (8.11)
A(q)S(q)+B(q)R(q)

Polos en lazo cerrado:
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P:(q)=A(q)S(q)+B(q)R(q) (8.12)

El disefo de una ley de control con estructura RST puede hacerse bajo diferentes enfoques. Una
forma muy comun de calcularla es mediante colocacidn de polos. Aqui se detallan dos procedimientos
para calcular un control RST discreto. El primer método es con cancelacion de ceros y el segundo es
sin cancelacion de ceros.

Control RST discreto con cancelacion de ceros

El comportamiento dindmico del sistema en lazo cerrado es especificado mediante un modelo deseado,

=Gp(g ) ="t (8.13)

donde G,, (q_l) es el modelo de referencia en funcién de transferencia con numerador B, y deno-
minador A,,.

La idea principal es descomponer los ceros de la planta en B™ (ménico) y B~ (8.14). Estos
son los ceros que se cancelan y los que se retienen, respectivamente. El usuario define el criterio
de descomposicioén. En principio se busca retener los ceros inestables o que puedan cancelar polos
estables, de tal manera de no forzar al sistema a alejarse mucho de su dindmica natural. De lo contrario,
la ley de control encontrada implicaria un gran esfuerzo y consumo energético.

B(¢)=B"(q"")B (¢7) (8.14)
Con el fin de mantener B—, los ceros del modelo de referencia deben ser parte de B,
Bu(q')=B (q7")B),(¢7") (8.15)

Considerando la descomposicion de los ceros de la planta (8.14) y la definicion de los ceros del modelo
de referencia (8.15), los polos de lazo cerrado del sistema quedan de la siguiente forma después de
cancelar B*

definiendo

Ao(g B, () =T(q") (8.16)
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Los polos en lazo cerrado se reescriben de la siguiente forma

P(g ) =B (¢7")An(g A (¢g ") (8.17)

Note que para asegurar la cancelacién de BT en (8.7), el polinomio S (qfl) debe contener B™. Por lo
tanto

S(g")y=B"(¢g7")S(¢7") (8.18)

donde §’ (¢~') es ménico.

Igualando (8.8) y (8.17), y considerando (8.18) se obtiene la ecuacién de Bézout (8.19) que permite
obtener los polinomios ' (¢~') y R (¢7").

Alg)S' (") +B (¢ )R(¢") =An(g ") Ac(q™) (8.19)
Después, S (¢~ ') se obtiene de (8.18) y T (¢~ ') de (8.16). Este tltimo polinomio es
T(q')=B,(q ")Ao(q") (8.20)

En resumen, para determinar el comportamiento en lazo cerrado es necesario especificar A, (qil),
Ag (q_l) y By, (q_l). Todo el procedimiento de disefio es el mismo en términos del operador de
adelanto.

Para tener un grado minimo del controlador se deben escoger

grado (A,,) = grado (A)

grado (B,,) = grado (B)

Ademds, por condiciones de compatibilidad, debe cumplirse

grado (R) < grado (S)

grado (T) < grado (S)

grado (A) + grado (S) < grado( )
grado (P.) > 2grado (A) —

grado (Ap) = grado (A) — grado (BT)—1



La estructura de un controlador por modelo interno o CMi es una técnica de control que tolera errores
de modelado y perturbaciones, por lo que entra en la categoria de control robusto.

r(s) es la referencia, e (s) es el error, u (s) es la entrada de control, d (s) es la perturbacién, d (s) es la
estimaci6n de la perturbacin, y (s) es la salida, (s) es la salida estimada, G, es la planta, G, "es la
estimacién de la planta, y G, es el controlador.

Salida:

d(s)=y(s)=3(s) .1

Salida del sistema en lazo cerrado:

Y(5) =Gp(s)Ge(s)e(s) +d (s) 9.2)
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Control por modelo interno perfecto
Proposicion 9.1 El modelo es perfecto de 9.1: e (s) =r(s) —d (s).

Proposicion 9.2 No hay perturbaciones, d (s) = 0, es decir e (s) = r(s).

Tomando en cuenta las suposiciones 9.1 y 9.2, la salida del sistema en lazo cerrado (9.2) se reescribe
de la siguiente forma

Y (5) = Gp(s)Ge(s)r(s). 9.3)

Por otro lado, se dice que el controlador es perfecto si se alcanza la referencia, al mismo tiempo
que el rechazo a perturbaciones es total, es decir

Entonces,

Gy(s) ™' = Gpls) ™!

Por lo tanto, si el modelo de la planta es invertible, el controlador G, (s) es la funcién de transferencia
inversa de la planta

Ge(s) =Gpl(s)™! (9.4)

Es decir, al invertir la planta se obtiene una ley de control efectiva para regular la salida ante perturba-
ciones.

Para que la ley de control sea realizable, debe observarse la Regla 9.3

Proposicion 9.3 La funcién de transferencia que define la ley de control debe ser propia (es decir,
estrictamente propia o semipropia).

Dada la funcién de transferencia

N(s) B(s) bus"+...+bis+bo
D(s) A(s) aps"+...+ais+ao

esta es

1. estrictamente propia si n > m
2. semipropia si n = m.

3. impropia si n < m.
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9.0.2 Control por modelo interno de un grado de libertad

Para el caso de una ley de control representada por una funcion de transferencia no propia, se agrega un
filtro para construir una ley de control propia.

Para una planta de primer orden

A k
G = 9.5
»(s) s+ 1 9.5)
Considere un filtro de primer orden
Fls) =t ©0.6)
§)=— )
As+1
Se construye un controlador propio por medio de un filtro
1 /ts+1
_ = 7
Gels) k()ts+1> ©7
Entonces, la respuesta en lazo cerrado de un IMC perfecto es
y(s) = Gp(s)Ge(s)r(s) (9.8)

substituyendo (9.5) y (9.7) en (9.8), obtenemos el control perfecto.

v = (5557 ) 70 ©9)

donde A es el tinico pardmetro a sintonizar. Valores pequefios de A generan una respuesta rapida,
mientras que valores grandes producen una respuesta lenta.

El uso de un filtro de orden superior asegura un controlador con funcién de transferencia propia.

nAs+1
fs)= [TENE

donde n > 2 para poder calcular una ley de control propia.

Para muchas plantas, no es posible invertir su modelo. Algunos sistemas en los que se encuentra este
problema estan los sistemas con fase no minima: retardo o ceros en el semiplano derecho. Las plantas
con ceros positivos, por ejemplo, generan una ley de control inestable porque los ceros de la planta son
polos en el modelo inverso para el control.

El problema de obtener una ley de control impropia puede resolverse mediante la siguiente regla 9.4.
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Proposicion 9.4 Resulta conveniente que el modelo de la planta sea factorizable para que una parte
del modelo pueda ser invertida y se posibilite obtener ley de control estable y realizable.

Gy(s)=G, ()G} (s) (9.10)

Hay dos formas de factorizacion:

1. Factorizacién simple

65
n /_/\ﬁ
G, (s) = k st 1) ©.11)
(tis+1) (25 +1)
Gy (s)

donde G; (s) es la parte invertible de una funcién de transferencia estable.

2. Factorizacion por todos los pasos (all-pass factorization)

.  k(=Bs+1) (Bs+1)

= s o+ ) (B 1)

. k(Bs+1)  (—Bs+1)

Gp () = (tis+1)(ms+1) (Bs+1) o
G,;?S) Gy (s)

donde G; (s) es la parte invertible de una funcién de transferencia estable.

Algoritmo de disefio de un IMC

1. Obtener el modelo inverso de la planta.

2. Separar la parte invertible G; (s) y la parte no invertible Gj (s) mediante la factorizacién por
todos los pasos.

3. Formar el controlador ideal

4. Agregar un filtro parea obtener un controlador propio, y ajustar/sintonizar el parimetro A para
ajustar la velocidad de respuesta del sistema en lazo cerrado.
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9.0.3 Control por modelo interno de dos grados de libertad

El disefio del IMC puede ser mejorado para mayor tolerancia ante perturbaciones introduciendo un
filtro diferente:

vs+1

f(S):m

donde v se elige para obtener buen rechazo a perturbaciones.

Por ejemplo, para una planta de primer orden:

Ge(s) = (ijill)" (Tszjl>

donde n > 2 para obtener una ley de control propia.
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10. Control por retroalimentacion de estados

10.1 Retroalimentacion de estados e integracion en adelanto | Sistema
multitanques.

Problema. Se considera el problema de regulacién en un médulo multitanques en serie (estudiado en
los ejercicios 6.2 y 7.1). El objetivo es sintetizar una ley de control por retroalimentacion de estados e
integracion en adelanto (Seccidn 5.3) que asegure el desempefio deseado y error de estado estacionario
nulo simultdneamente.

La dindmica de la planta estd dada por el modelo no lineal (6.12), el cual es aproximado por
el modelo lineal en el espacio de estados (6.13). Los pardmetros que caracterizan al sistema estan
definidos en el vector 6 (7.1). El modelo lineal es vélido alrededor del punto de equilibrio eql definido
en las ecuaciones (7.2) y (7.4). Sustituyendo los valores de los pardmetros, el modelo lineal estd dado
en la ecuacidn (10.1). La sintesis del controlador estd basada en el modelo lineal.

—0.015217 0 0 114.290 —43.143 0 0
%;=| 0.019010 —0.026902 0 Xg+ 0 53.895 —45.305 0 uy,
0 0.018284 —0.012275 0 0 30.792 —37.581
(10.1a)
Xd1 h1 —0.1425
Xy =Ya = Xd2 = /’12 —0.1007 y (IO.lb)
Xd3 h3 —0.1500
(10.1¢c)
Ugi g—3.7950 x 1073
| un | | €1—1.0053x107*
W= s | T 6 =1.1959 % 1074 (10.1d)
Uga C3 —9.79865 x 107

(10.1e)
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Sistema aumentado El sistema aumentado esté definido en la ecuacién (10.2).

X = A, X+B,qu (10.2a)
(10.2b)
|:.Xd (t) :| — |: A 03x3 :| |: Xd (t) :| + |: B :| uy (t) (1020)
X4 (1) —C 033 X4 (1) 034
(10.2d)
_ X4 (t)
Ya (t) = [ C 0343 ] [ %, (l‘) :| (10.2¢)
donde:
a1 (1) f(;oel (t)dt
()= | Xa2(t) | = | [ ea(r)d7 (10.3a)
%43 (1) ey (1)dT
(10.3b)
[ —0.015217 0 0 0 0 01
0.01901 —0.026902 0 0 0O
0 0.018284 —0.012275 0 0 O
Aoy = 1 0 0 00 0 (10.3¢)
0 —1 0 0 0O
i 0 0 —1 00 0|
(10.3d)
[ 114.29 —43.143 0 0 i
0 53.895 —43.305 0
0 0 30.792 —37.571
Bext - 0 0 0 0 (1036)
0 0 0 0
L0 0 0 0o |

Calculo del controlador por colocaciéon de polos Los polos de la planta nominal en lazo
abierto son: —0.012275. —0.015217 y —0.026902, por lo tanto es un sistema estable.

Para un primer disefio, la asignacién de polos se hace considerando el comportamiento natural de
la planta de tal forma que el costo energético o esfuerso de control no sea muy alto. Por lo tanto, se
seleccionan 3 polos cercanos a los de la planta en lazo abierto y después otros res polos auxiliares un
poco mas alejados.

polos =[-0.0123 - 0.0152 - 0.0399 - 0.0223 - 0.0252 - 0.0499]

La ley de control se compone de una ganancia proporcional que garantiza el desempefio de la
retroalimentacion de estados, y una ganancia integral que asegura error estitico cero :
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uy; = —Kde — Kiid (10421)
K=[K, K] (10.4b)

El célculo de las ganancias proporcional y derivativa se realiza usando la funcién place de
Mathlab®.

K=place (Aext,Bext,polos)
Kp=K(:,1:3)
Ki=K(:,4:6)

La Figura 10.1 muestra la implementacién en simulacién de la ley de control en la planta lineal.

Control por retroalimentacion de estados e integracion en adelanto, basado en colocacion de polos
Aplicacion a un sistema MIMO de Multitanaues

b1 {m)

Refxdl hieqg

_;J; ;=.4..x-uu el > =(j\ - h2
y=Crt Dy \1—’1

State-Space C.I. [0 0 0]

Modelo en espacio de estados 0,1007 |
Sistema Mullitangues

Ref xd2

Ref xd3

h3eq

Figura 10.1: Simulador del control por retroalimentacién de estados e integracién en adelanto de un
sistema de tanques Inteco, usando el modelo lineal como la planta | Plataforma Simulink®.

La ley de control se prueba con cambios en las condiciones iniciales. La planta nominal correspon-
de al punto de equilibrio egl, por lo tanto, x(0) = [ 0.1425 0.1007 0.1500 ]T para el modelo no

lineal expresado en variables de proceso y X, (03 1) = 0 para el modelo lineal expresado en variables
de desviacion.

La Figura 10.2 muestra el desempeiio del controlador ante cambios de las condiciones iniciales,
que en variables de desviacion es x,4(0) = [ 0.057494 0.099299 0.050000 ]T. La simulacién se
lleva a cabo sin perturbacién en la entrada. En una segunda prueba (Figura 10.4) se simula una planta
con perturbacién en la sefial de entrada. En particular se genera ruido con un bloque de ruido blanco,
configurado de la siguiente manera: Potencia de ruido: [0.0000000001], tiempo de muestreo igual a
30, y semilla: [23341]. La Figura 10.3 muestra la entrada de control para la prueba de condiciones
iniciales diferentes de cero.
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Figura 10.2: Desempeifio del controlador ante cambios de condicién inicial.
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Figura 10.3: Desempefio del controlador ante cambios de condicidn inicial, con ruido en la entrada.
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Figura 10.4: Ley de control para cambio de condicién inicial.
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En la Figura 10.5 se observa el comportamiento en lazo cerrado considerando nuevamente con-
diciones iniciales diferente de cero, pero para esta simulacion se solicitan cambios de referencia. La
entrada es el punto u = [ 0.03 0.01 -0.02 ] . La Figura ?? presenta la entrada de control requerida.

e 11

—h

—}

Nivel, h {m)

0 100 200 300 400 500 600 700
Tiempo, t(s)

Figura 10.5: Desempeiio del controlador para cambios de referencia y condicién inicial diferente de
cero.

Control por retroali itn de estados e integracion en adelanto, basado en colocacion de polos
Aplicacion a un sistema MIMO de Multitanques
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Figura 10.6: Simulador del control por retroalimentacién de estados e integracién en adelanto de un
sistema de tanques Inteco | Plataforma. Planta no lineal. Simulink®.

La ley de control fue igualmente evaluada con la planta no lineal. En la Figura 10.7 se muestra la
eficacia de la ley de control para la misma prueba descrita arriba, de condiciones iniciales diferentes a las
nominales y cambios de referencia. La planta no lineal tolera bien las desviaciones del comportamiento
nominal en lazo cerrado con la ley de control basada en modelo lineal.
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Figura 10.7: Desempeiio del controlador para cambios de referencia y condicién inicial diferente de
cero.

Colocacion en regiones LMI Ahora se van a probar controladores disefiados por colocacién de
polos en regiones LMI (Desigualdades matriciales). Estas son secciones en donde se colocan los polos
para dar un determinado desempefio dindmico al la planta. En primer lugar se define la regién LMI en
la que serdn ubicados los polos del sistema en lazo cerrado. Para el caso de estudio se selecciona la
interseccion entre un semiplano y un disco que se muestra en la Figura 10.8. La interseccion entre estas
dos regiones asegura una respuesta rapida sin picos muy elevados.

7'\
; b~
O"S
< o >
v

Figura 10.8: Regién LMI | Semiplano izquierdo y disco de radio r.

De manera general estas regiones o dreas se especifican de la siguiente forma para garantizar que
contienen los polos de lazo cerrado del sistema:

D={seC:P+sQ+350" <0} (10.5)
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donde C se refiere al plano complejo, D es un subconjunto de C, fip (s) = P+sQ + 3507 es la
funcién caracteristica de la region de estabilidad. Ademas, § denota la transpuesta de s, P y Q son
matrices reales, se cumple que P’ = P. El conjunto ID describe diferentes secciones, como disco,
semiplano izquierdo, barras horizontales, y sector cénico.

Combinando diferentes secciones es posible formar regiones de varias formas. Esto se logra
mediante la interseccidén de las regiones bésicas, como la presentada en la Figura 10.8. La interseccién
de regiones estd definida por la condicién (10.6).

P 0 - 0 0, 0 - 0 0, 0 - 0
o P --- 0 0 0 - 0 0 Q0 -+ 0
. .2 . R I o . A IR o . . | §<0 (10.6)
0 -~ 0 P 0 - 0 O 0 - 0 O

La formulacién de 1la LMI hace posible colocar los polos en la region deseada del plano complejo.

De manera general, considere que A, PT = P, y Q perteneces a R, entonces todos los valores
propios de A se encuentran en una region estable definida por la condicién (10.5), si y solo si, existe
una matriz X = X7 simétrica y real, tal que cumpla con la desigualdad (10.7).

(pijX +qijA+qi;ATX) <0 (10.7)

donde p;; y g;; son los elementos de Py Q, respectivamente. Por otro lado, el teorema de Lyapunov
define la funcién caracteristica f (s) = s+ 5. Las relaciones (10.5) y (10.7) son equivalentes si se
reemplaza (1,s,5) por (X,XA,XAT).

El problema de control es calcular una matriz de ganancias K tal que permita ubicar polos en una
region de interseccién entre un semiplano izquierdo y un disco. La ganancia de retroalimentacién se
calcula resolviendo la LMI formada.

Como se menciond antes, La formulacién de la LMI para ubicar los polos inicia definiendo las
regiones, en el caso de estudio, la interseccion entre un semiplano izquierdo que inicia en — 0 y un
disco de dentro ¢ y radio r.

Para un semiplano izquierdo, la formulacién de las LMI requiere la condicion (10.8) y se definen
las matrices Py Q (10.9).

s+s+20a,<0 (10.8)
P = [204] (10.92)
or=[1], 0] =[] (10.9b)

Para un disco, la formulacién de las LMI requiere la condicién (10.10) y se definen las matrices Py

0 (10.11).
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—r §+gq
[Hq _r} (10.10)
I e
Pz_[ . _r] (10.11a)
(10.11b)
sz[?g], Q{z[gé] (10.11¢)

La interseccion de ambas regiones esta definida por las matrices Py Q (10.12).

20 0 O

p=| B 00| o - q (10.12a)
0 P
0 q -—r
(10.12b)
100 100
Q:[QOI QO]: 000|, o"=|00 1]. (10.12¢)
2 010 000

La formulacién LMI que permite ubicar los polos en la regién D = {s €C:P+s0+350" < 0} si
y solo si existe una matriz simétrica X, tal que se cumpla:

X =xT, (10.13a)
Y =KX, (10.13b)
y que satisfaga la ecuacion (10.14). Para el caso de la sintesis de la ley de control por retroalimen-

tacién de estados e integracion en adelanto para el sistema multitanques, se considera las matrices
aumentadas de la planta.

(20 + Ao + AL ) X 0 0
0 —rX (g+Ae) X+ (BewY)" | <0 (10.14)
0 (q+Aext) X + BenY —rX

Calculo de las ganancias proporcional e integral. Se construye un controlador definiendo
los pardmetros de la region LMI y resolviendo la desigualdad matricial mediante herramientas de
MatlabMatlab®. Se define un problema de viabilidad que se resuelve mediante el solucionador feasp.
Al final del capitulo se presenta el cddigo que usa esta herramienta.

Como resultado, se obtuvo un primer disefio definiendo la regién LMI mediante la intercesion
de un semiplano izquierdo de desplazamiento o, = —0.1 y un disco con centro ¢ = —0.1 y radio r = 15.

Los polos obtenidos (polos = eig (A.; — B.vK)) son:
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[ —0.11847+0.11327i
—0.11847 —0.11327i
—0.11065 +0.16421:
—0.11065+0.16421i
—0.11318 — 0.14979i

| —0.11318 —0.14979i

polos = (10.15)

Los polos resultantes se encuentran efectivamente dentro de la region definida. Las ganancias de la
ley de control son las siguientes.

—9806.1 4531.5 4492.2
—25977 12004 11900

Ko =1 _30000 14280 14156 (10.162)
~25319 11700 11599
(10.16b)
—88.395 5.7181 —116.98
K _ | ~23416 15147 —309.89 (10.16¢)

—278.55 18.02 —368.64
—25319 14.765 —302.05

El sistema de control da una respuesta en la salida més rapida y suave que el controlador disefiado
con polos cercanos a los de la planta, sin embargo, el costo energético es muy alto. Para una implemen-
tacion fisica o en simulacién es conveniente agregar un esquema para tomat en cuenta saturaciones en
la salida.

Analizando el efecto de los pardmetros que definen la LMI, se obtuvo un segundo disefio definiendo
la regiéon LMI mediante la intercesién de un semiplano izquierdo de desplazamiento ¢, = 0 y un disco
con centro ¢ = —3 y radio r = 50. Se eligi6 definir el semiplano izquierdo completo para asegurar
polos negativos, pero eventualmente mds conservadores que los del primer disefio porque el sistema es
muy sensible.

Los polos obtenidos (polos = eig (A,,; — B, K)) son:

—2.9958
—3.0503 4-0.031266i
—3.0503 —0.031266i

—0.015403
—0.0086666
—0.0066058

polos = (10.17)

Los polos resultantes se encuentran efectivamente dentro de la regién definida para asegurar el
desempefio buscado. Las ganancias de la ley de control son las siguientes.
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0.023092 0.013757  0.0082231
—0.0069312  0.037966  0.023911

K, = —0.011469 —0.024307 0.025016 (10.182)
—0.0079638 —0.018664 —0.05899
(10.18b)
—5.0513e—-05 —0.00012527 —6.007e — 05
K — 0.00042206 —0.00034341 —0.00018025 (10.18¢)
" | —0.00011550.00064925 —0.00017127  0.00064925 —0.00017127 '
—0.00014661 —0.00033746  0.00042144

La Figura 10.9 muestra el desempefio del primer disefio basado en LMI, mientras que la Figu-
ra 10.10 presenta el desempeifio del segundo disefio. El primero tiene como salida una respuesta rapida,
y sin grandes picos, pero el costo en la entrada es elevado. Para lograr un disefio més efectivo una
solucidn es considerar en la sintesis la saturacion. El segundo es un sistema de control lento, es posible
analizar més el efecto de la posicion del centro del circulo y el radio. Lo que se observé es que si se
mueve un poco mas a la izquierda el semiplano, el controlador resultante puede tener respuestas muy
rdpidas, pero el costo energético de la ley de control es muy alto.

Las pruebas de los controladores se hicieron considerando condiciones iniciales diferente de cero,
y cambios de referencia. Los cambios fueron los mismos que para la dltima prueba del controlador con
polos en lazo cerrado cercanos a los polos de la planta.

o 100 200 300 400 500 600 To0
Tiempo, t (s)

Figura 10.9: Desempeiio del primer disefio del controlador con colocacién de polos en regiones LMI
probado en la planta lineal.
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o 100 200 00 400 500 600 Too
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Figura 10.10: Desempefio del segundo disefio del controlador con colocacién de polos en regiones LMI
probado en la planta lineal.

Cédigo para resolver las LMI que permiten la colocacion de polos en regiones LMI.

clear

[

% LMI Region

alphas=-0.1;
ag=-0.1;
r=15;

"Multitanks.slx" es el modelo no lineal del sistema en Simulink
Calculo del punto de equilibrio x, y para una entrada u

o° o

n=3;

m=4;

x0=[1;

u0=[3.795e-5; 1.0053e-4; 1.1959%9e-4; 9.79865e-5];
y0=x0;

ix=[];

iu=[1;2;3;4];

iy=1[1;

[x,u,y,dx]=trim('Multitanks’,x0,u0,y0,1ix,iu,iy)

Linealizacion del modelo del sistema.
Se obtiene el modelo en espacio de estados,
Como resultado se despliegan las matrices A,B,C,D.

o° o o° ™

[A,B,C,D]=linmod (’Multitanks’, x,u)

Aext=[A zeros(3,3);-C zeros(3,3)]
Bext=[B; zeros(3,4)]

Cext=[C zeros (3,3)]
Dext=zeros (3, 4)
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[K,X,tmin]=FunLMIDisc (Aext,Bext,alphas, g, r)

Kp=K(:,1:3)
Ki=K(:,4:6)
PCL=eig (Aext—-Bext %K)

function [K,X,tmin]=FunLMIDisc (A,B,alphas,q,r)

% Initialization
setlmis ([]);

% Definition of the variables
X=1lmivar(1l, [6 1]);
Y=1mivar (2, [4 6]);

% Build LMI pole placement
ppl=newlmi;
Imiterm((1,1,1,X],A,1,"s");
Imiterm([1,1,1,X],2*xalphas,1);

Imiterm([1,2,2,X],-r,1);

lmiterm([1,3,2,X],
Imiterm([1,3,2,X],
Imiterm([1,3,2,Y],

4 4

Imiterm(([1,3,3,X],-r,1);

ppl=newlmi;
Imiterm([-2,1,1,X],1,1);

% LMIinfo (LMIS)
LMIS=getlmis;

% Solution to the given system of LMIs
[tmin, xopt] = feasp (LMIS, [],-1e-05)

% Build from Xopt the unknowns X, Y
X=dec2mat (LMIS, xopt, X)
Y=dec2mat (LMIS, xopt,Y)

% Build the filter
K=Y*inv (X)

end
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