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Resumen

El céncer gdstrico es la cuarta neoplasia maligna mds comun y la segunda causa principal de muerte por
céncer en todo el mundo. La mayoria de estos tumores son adenocarcinomas géstricos de tipo intestinal que se
originan en la mucosa géstrica a partir de una infeccién bacteriana crénica ligada a Helicobacter Pylori (H. Pylori).
Los tratamientos tradicionales no son del todo efectivos, sin embargo, existen grandes expectativas de utilizar
las inmunoterapias como tratamiento para esta enfermedad. Para ello, se necesita determinar una concentracién
adecuada de inmunoterapia capaz de eliminar o reducir el tamano del tumor en el corto plazo. No obstante,
el conocimiento de los mecanismos de supervivencia del tumor y sus interacciones con el sistema inmunitario,
permanece limitado para generar estrategias totalmente efectivas relacionadas con las inmunoterapias.

Ramas emergentes como la Oncologia Matematica mediante la formulacién de modelos mateméticos y la
presentacién de experimentos in silico podrian ser la respuesta para disenar estrategias mejoradas para la
administracién de tratamientos contra el cdncer. En este trabajo se propone un modelo matemaético cualitativo de
tres Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de primer orden que describen algunos de los mecanismos de supervivencia
de un adenocarcinoma géstrico de tipo intestinal y su interaccién con el sistema inmunitario. Las variables
del modelo representan los crecimientos de tres tipos de poblaciones celulares, las células cancerosas gastricas,
las células dendriticas y las células T. En el modelo se asume que H. Pylori y el canibalismo celular influyen
en el crecimiento del tumor. También es incorporado un pardmetro de control para explorar los efectos de la
inmunoterapia, especificamente de la Inmunoterapia Adoptiva Celular. La dindmica local del modelo es estudiada
calculando sus puntos de equilibrio y analizando su estabilidad con el Método Indirecto de Lyapunov. La dindmica
global del modelo se analiza al aplicar el método de Localizacién de Conjuntos Compactos Invariantes con la
finalidad de establecer los limites de un dominio acotado en el cual se localizan todas las dindmicas topolégicas
exhibidas por el modelo. Ademds, con el Método Directo de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle,
se determina que el dominio de localizacién es atractivo y positivamente invariante en el octante no negativo.
Finalmente, se calculan condiciones suficientes sobre el pardmetro de tratamiento para establecer una concentraciéon
de inmunoterapia capaz de eliminar el tumor y asegurar la estabilidad asintética global del punto de equilibrio libre
de tumor. Adicionalmente, se presentan experimentos in silico a través de simulaciones numeéricas para ilustrar
los resultados analiticos y discutir sus implicaciones bioldgicas. Se espera que el modelo y su anilisis ayude a
comprender mejor la dindmica entre el cdncer géstrico, el efecto de la inmunoterapia en su evolucién y disenar

estrategias personalizadas para la administraciéon de este tratamiento.

Palabras clave: Adenocarcinoma Gadstrico, Mecanismos de Supervivencia, Inmunoterapia Adoptiva Celular,

Modelo Matemético, Dominio de Localizacién, Estabilidad Local, Estabilidad Global, Simulaciones Numéricas.
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Abstract

Gastric cancer is the fourth most common malignancy and the second leading cause of cancer death worldwide.
Most of these tumors are intestinal-type gastric adenocarcinomas, which originate in the gastric mucosa from a
chronic bacterial infection linked to Helicobacter Pylori (H. Pylori). Traditional treatments are not entirely effective;
however, there are high expectations of using immunotherapies for gastric cancer treatment. For this, it is necessary
to determine an adequate concentration of immunotherapy able to eliminate or reduce the tumor size in the short
term. Nevertheless, the knowledge of the tumor survival mechanisms and its interactions with the immune system
remains unclear to generate efficient strategies related to immunotherapies.

Emerging fields such as mathematical oncology through the formulation of mathematical models and in silico
experimentations could be the answer to design improved strategies for the administration of cancer treatments.
In this work, a qualitative mathematical model of three first-order Ordinary Differential Equations is proposed.
The model describes some survival mechanisms of intestinal-type gastric adenocarcinoma and its interaction with
the immune system. The variables of the model represent the growths of three types of cell populations: gastric
cancer cells, dendritic cells, and T cells. The model assumes the influence of H. Pylori and cell cannibalism on tumor
growth. A control parameter is incorporated to explore the immunotherapy effects, specifically the Adoptive Cellular
Immunotherapy. The local dynamics of the model is studied by calculating its equilibrium points and analyzing
their stability with Lyapunov’s Indirect Method. The global dynamics of the model is analyzed by applying the
Localization of Compact Invariant Sets method to establish the limits of a bounded domain in which all the
topological dynamics exhibited are located. With Lyapunov’s Direct Method and LaSalle’s Invariance Principle
is determined that the localization domain is positively invariant in the nonnegative octant. Finally, sufficient
conditions are calculated on the treatment parameter to establish an immunotherapy concentration capable of
eliminating the tumor and ensuring the global asymptotic stability of the tumor-free equilibrium point. Additionally,
in silico experimentations are presented through numerical simulations to illustrate the analytical results and discuss
their biological implications. It is expected that the model and its analysis will contribute to a better understanding
of the tumor-immune dynamics, the effect of immunotherapy on gastric cancer evolution, and design personalized

strategies for the administration of this treatment.

Keywords: Gastric Adenocarcinoma, Tumor Survival Mechanisms, Adoptive Cellular Immunotherapy, Mathemat-

ical Model, Localizing Domain, Local Stability, Global Stability, Numerical Simulations.
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Capitulo 1

Introduccion

Las tasas mundiales de incidencia, prevalencia y mortalidad relacionadas a varios tipos de cdncer han aumentado
considerablemente, representando un problema para todos los sistemas de salud. De acuerdo con las estimaciones
de la Organizacién Mundial de la Salud (WHO, por sus siglas en inglés) en el afio 2018, aproximadamente 18
millones de diagnésticos y 9.6 millones de muertes fueron atribuidos al cdncer [1]. Ademds, seguin las estadisticas
de la Agencia Internacional para la Investigacién del Céncer (IARC, por sus siglas en inglés) [2], la mayoria de las
defunciones reportadas hasta ese aflo (en ambos sexos y todas las edades) fueron causadas principalmente por el
céncer de pulmén (18.6 %), el cdncer colorrectal (9.3 %), el cdncer de estémago (8.2 %), el cdncer de higado (8.2 %),
el cdncer de seno (6.6 %), el céncer de eséfago (5.4 %) y otros tipos de cdnceres (43.8%).

En México, los tumores malignos se han posicionado entre las primeras causas de mortalidad desde hace varias
décadas [3]. De acuerdo con el Instituto Nacional de Estadistica y Geograffa (INEGI), entre el 2011 y el 2016; dos
de cada 100,000 habitantes de 0 a 17 anos fallecieron anualmente por un tumor en 6rganos hematopoyéticos. En
la poblacién de 30 a 59 anos, los cinco tipos de cdncer con mayor tasa de mortalidad son: los tumores malignos de
los 6rganos digestivos, el céncer de érganos genitales femeninos, el tumor maligno de mama, tumores de érganos
hematopoyéticos y los tumores malignos de los 6rganos respiratorios e intratordcicos [4].

El término cédncer engloba a més de 200 tipos diferentes de cdnceres relacionados a la proliferacién anormal
celular y a una colonizacién tisular conocida como metéstasis. Una célula cancerosa desarrolla la capacidad de
sobrevivir y proliferar excesivamente a través de una secuencia de procesos englobados bajo el rubro de tumorigénesis
u oncogénesis [5, 6, 7]. La tumorigénesis es la etapa inicial de formacién de un tumor primario benigno que,
posteriormente, avanza a una fase denominada cdncer in situ donde el tumor primario carece de capacidad invasiva.
La etapa final consiste en un tumor maligno asociado a una invasién local de células cancerosas que en muchas
ocasiones estimulan la creacién de redes de vasos sangufneos mediante un proceso llamado angiogénesis, el cual
conduce al proceso de metéstasis [5, 7]. Las metédstasis son las causantes del 90 % de las muertes por céncer [5].

Los distintos factores que causan el cdncer pueden ser atendidos favorablemente con prevencién. Las alternativas
de tratamientos incluyen cirugia, radioterapia, quimioterapia, inmunoterapia, quimio-inmunoterapia, terapias
genéticas, terapias hormonales, ldser, entre otras. Los tratamientos existentes son diferentes para cada tipo de
cdncer, estos dependen de la etapa, estadio y localizacién del tumor [7]. Sin embargo, el alto porcentaje de deteccién
en etapas y estadios avanzados es uno de los principales factores que influyen en la supervivencia de muchos pacientes
con cdncer, como es el caso del cédncer gdstrico que presenta una alta tasa de mortalidad a nivel global [2, 8, 9].

El céncer géstrico, también conocido como cédncer de estémago, es la tercera causa de muerte por cancer
a nivel mundial [2], la supervivencia de los pacientes afectados rara vez supera los 12 meses [10]. La mayor

incidencia y mortalidad por esta enfermedad ocurre en paises en desarrollo que forman parte de Ameérica



Central y Sudameérica, asi como paises desarrollados de Asia y Europa [8]. La gran mayoria de estos tumores
son adenocarcinomas producidos en los epitelios gédstricos donde existe una proliferacién descontrolada de las
células epiteliales. Histolégicamente, los adenocarcinomas se dividen en tipo intestinal y tipo difuso [8, 9, 11].
El adenocarcinoma géstrico de tipo intestinal es el mds usual en los paises de alta incidencia por cdncer gdstrico [8].
La causa mé&s comtn para la formacién de este tumor maligno estd asociada con una infeccién bacteriana crénica
del epitelio gdstrico vinculada con Helicobacter Pylori (H. Pylori) [8, 9, 12, 13].

H. Pylori es una bacteria conocida por su asociacién con gastritis crénica y ulceras pépticas, asimismo ha sido
relacionada en la tumorigénesis de los adenocarcinomas géstricos [12, 13]. Se teoriza que la infeccién por H. Pylori
afecta a las células epiteliales gastricas, ocasionando en ellas mutaciones que afectan los genes de la proliferacién
celular [13, 14]. H. Pylori realiza con éxito una infeccién bacteriana persistente a pesar de la presencia de una
respuesta inmunitaria que generalmente favorece su colonizacién [12, 13]. Sin embargo, el mecanismo de accién
especifico de esta bacteria en el tumor continua sin estar claro [15].

Los tratamientos tradicionales contra el cdncer gistrico, como la cirugfa, la radioterapia y la quimioterapia no
son del todo efectivos [8, 16] y sus resultados son poco alentadores durante la fase metastdsica. Otros tratamientos
novedosos como las inmunoterapias han sido aplicados con efectividad y seguridad en pacientes con otros tipos de
tumor, generando un importante interés para su uso en cdncer géstrico [16, 17, 18]. De los tipos de inmunoterapias
actuales, la Inmunoterapia Adoptiva Celular (IAC) es una de las mds efectivas para el tratamiento de tumores
malignos [16, 17]. Este tratamiento funciona suministrando células T modificadas en el sitio del tumor con la
finalidad de combatir los mecanismos de evasién y supresién inmunitaria del cancer gastrico y disminuir su carga
tumoral. Sin embargo, atin es necesario mds investigacién para determinar el mejor modo de tratamiento debido al
conocimiento limitado de las interacciones entre el tumor y el sistema inmunitario [13, 16].

El conocimiento sobre el origen de los cdnceres se enriquece por descubrimientos en diversos campos de la
investigacion biolégica; la mayoria basados en la biologia celular y molecular, y la genética [5]. Estas investigaciones se
centran en cierta medida en los mecanismos de supervivencia del tumor, como la evasion y la supresién inmunitaria,
la angiogénesis, la metdstasis y el canibalismo celular [19, 20, 21, 22]. Estos mecanismos convierten a la biologia
del cdncer en un proceso complejo de comprender en su totalidad. Prueba de ello estd presente en los problemas
que rodean a los ensayos de laboratorio y los ensayos clinicos para esta enfermedad [23], donde algunos resultados
no se pueden interpretar mediante el razonamiento con lenguaje natural o el andlisis de datos cldsico [24]. Sin
embargo, se ha mostrado que la aplicacién de las Biomateméticas en la oncologia ofrece a los cientificos una
poderosa herramienta con la cual pueden obtener informacién ttil sobre el crecimiento tumoral y su respuesta a
diversos tratamientos [23, 24, 25, 26]. Con esto se establecen suposiciones que permiten simplificar la complejidad
del cdncer y se disefian modelos matematicos que pueden analizarse y/o resolverse numéricamente para lograr una
visién cualitativa mds simple de la enfermedad [27], sin la necesidad de ensayos experimentales que pueden ser
costosos [23, 28] y restringidos a uno o pocos casos de estudio a la vez [29, 30].

El crecimiento del tumor y su interacciéon con el sistema inmunitario pueden ser interpretados mediante un
sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs) y, a través de un andlisis matemdtico y simulaciones
numeéricas, se realizan predicciones de la enfermedad en distintas fases de desarrollo y/o en su respuesta a

tratamientos que serfan dificiles de reproducir en un paciente real [26, 31]. Gran parte de los modelos matematicos



de crecimiento tumoral se disenan a partir de datos experimentales y resultados clinicos, con los cuales se realizan
estimaciones para cada uno de los pardmetros que se toman en cuenta en el modelo. Otros modelos han sido
propuestos sin utilizar datos empiricos, con la finalidad de capturar la complejidad del céncer por medio de la
aplicacién de la teorfa de sistemas dindmicos, la teoria del caos, la teoria de control, entre otras [23]. En general,
la importancia de disefiar estos modelos consiste en estudiar la dindmica cualitativa y cuantitativa del crecimiento
tumoral, analizar pardmetros clave mediante un andlisis de sensibilidad y de bifurcaciones, y explorar numerosos
escenarios via in silico como la dosificacién y la combinacién de tratamientos.

En virtud de la aplicacién de las Biomatemdticas para investigar la dindmica entre el tumor y el sistema
inmunitario, el interés de este trabajo es analizar la dindmica en el largo plazo de un adenocarcinoma gdstrico de
tipo intestinal y su interaccién con el sistema inmunitario bajo tratamiento con IAC. No obstante, la literatura de
modelos matemaéticos que describan estas interacciones es nula. Por consiguiente, se propone un modelo matema&tico
de tres EDOs de primer orden capaz de reflejar la respuesta del tumor al considerar un suministro de TAC. El modelo
consta de tres tipos de poblaciones celulares, las células de adenocarcinoma géstrico (células cancerosas gastricas),
células presentadoras de antigenos (células dendriticas) y células efectoras de la respuesta inmunitaria adaptativa
(células T). Ademas, se toman en cuenta aspectos interesantes como el canibalismo celular y la presencia prolongada
de H. Pylori que pueden favorecer el crecimiento y la supervivencia del tumor més alld de su capacidad de carga.
El modelo fue disenado con base en suposiciones biolégicas fundamentadas en la literatura de la Biologia y de
las Biomatemadticas. Para estudiar la estabilidad local de los puntos de equilibrio del modelo, se utilizé el Método
Indirecto de Lyapunov [32]. Posteriormente, para investigar la dindmica global del modelo se aplicé el método
de Localizaciéon de Conjuntos Compactos Invariantes (LCCI) [31, 33] y las teorfas de estabilidad como el Método
Directo de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle [32]. Estos enfoques permiten establecer condiciones
suficientes sobre el tratamiento para la eliminacién de la poblacién de células cancerosas géstricas. Para ilustrar
una dindmica cualitativa del cdncer gastrico que describa ciertos fenémenos interesantes, se presentan simulaciones
numéricas utilizando un conjunto de valores paramétricos estimados mediante un software de inteligencia artificial
basado en algoritmos genéticos. Se espera que el modelo y su anélisis ayude a comprender mejor la dindmica
entre el cdncer gastrico, el efecto de la inmunoterapia en su evolucién y disefiar estrategias personalizadas para la

administracién de este tratamiento.

1.1. Planteamiento del problema

El cancer es un problema de salud piblica a nivel mundial, por lo cual se requiere que las comunidades cientificas de
diferentes disciplinas se unan para investigar y aportar soluciones a esta problemdtica. En México, el cdncer géstrico
se ha posicionado como la tercera causa de muerte por cdncer en personas mayores de 20 anos [34], generando un
impacto social y econémico significativamente negativo en la poblacién mexicana [35]. El principal factor asociado
al cdncer gdstrico (mayormente adenocarcinomas gédstricos de tipo intestinal) es la infeccién bacteriana crénica por
H. Pylori [8, 36]. Se estima que la infeccién por este patégeno es responsable de mds de un 60 % de los casos de

céncer gastrico [35].



Los mecanismos de supervivencia del cdncer géstrico lo convierten en una enfermedad compleja y dificil de tratar
durante etapas avanzadas. Los principales mecanismos utilizados por este tumor son la angiogénesis, la metédstasis,
la supresién y evasiéon inmunitaria, y el canibalismo de las células cancerosas [19]. A pesar de los progresos en el
diagndstico y los tratamientos tradicionales, el pronéstico de supervivencia del cdncer géstrico permanece bajo [35].
En la actualidad, cientificos estdn apostando por otras estrategias como las inmunoterapias, particularmente la
TAC que ha probado ser eficiente en la disminucién de otros tumores malignos [16, 18]. Sin embargo, una limitante
importante para aplicar este tratamiento es definir la dosis adecuada de células T para disminuir el tamano del
tumor con la menor cantidad de efectos secundarios [17]. Pese a toda la informacién reportada en la literatura, siguen
existiendo interrogantes sobre las interacciones entre el sistema inmunitario y el cdncer géstrico. No obstante, las
Biomatematicas tienen el potencial de estudiar la complejidad del cdncer a través del desarrollo y andlisis de modelos
matematicos que describan las interacciones entre las células cancerosas y las células inmunitarias, con el fin de
simular escenarios como la administraciéon de tratamientos.

En este trabajo se propone y estudia un modelo matemético cualitativo compuesto por un sistema de tres EDOs
que describe los mecanismos de supervivencia del adenocarcinoma géstrico de tipo intestinal y su interaccién con
el sistema inmunitario. En el modelo se considera una poblacién constante de H. Pylori, el canibalismo de las
células cancerosas gdstricas y un pardmetro de tratamiento de TAC. Se espera que, al aplicar técnicas de anslisis
para sistemas no lineales, el método de LCCI y la Teoria de Estabilidad de Lyapunov, se pueda contribuir con una
mejor comprension de la evolucién del céncer gdstrico y desarrollar una estrategia de control que permita eliminar
o reducir la poblacién de células cancerosas gastricas mediante una concentracién suficiente de IAC en el pardmetro

de tratamiento.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Modelizar y analizar un modelo matemético de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de primer orden que describa
los mecanismos de supervivencia de un adenocarcinoma géstrico y su interaccién con el sistema inmunitario para

proponer una estrategia de control en la evolucién del tumor.

1.2.2. Objetivos especificos

1. Establecer relaciones cualitativas entre los principales mecanismos de supervivencia y las células que influyen

en la evolucién del cancer gastrico.
2. Determinar los limites del dominio de localizacién del sistema en el octante positivo.
3. Analizar la estabilidad local de los puntos de equilibrio del sistema.

4. Establecer condiciones suficientes que permitan asegurar la eliminacién del cdncer gastrico por la aplicacién

de Inmunoterapia Adoptiva Celular.



1.3. Hipétesis

El modelizado matemédtico puede ser aplicado para describir los mecanismos de supervivencia en la evolucién
del cédncer de gdstrico mediante un sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de primer orden. Un modelo
matemadtico que describa estas caracteristicas podria ser utilizado como base en el desarrollo de un protocolo de

tratamiento como la Inmunoterapia Adoptiva Celular que permita controlar o erradicar la enfermedad.

1.4. Justificacién

Actualmente se sabe que el cdncer es un sistema complejo en evolucién constante que sigue algunos mecanismos
biolégicos ya conocidos y que pueden ser interpretados mediante modelos matemédticos para realizar predicciones
del desarrollo de la enfermedad. El reto consiste en aplicar adecuadamente las Biomatemaéticas para describir los
diferentes procesos celulares que se presentan en la evolucion del adenocarcinoma gastrico de tipo intestinal con el
tratamiento de IAC.

Disenar un modelo matemaético para cuantificar situaciones realistas del cdncer, resulta ser un proceso complicado
cuando se carece de datos experimentales para estimar los valores de los pardmetros y validar el modelo propuesto.
En la actualidad se cuentan con distintas herramientas matematicas y computacionales que ayudan a definir valores
cualitativos para los pardmetros y mostrar una dindmica cualitativa del tumor, lo que hace posible estudiar el
desarrollo de la enfermedad en el corto y largo plazo.

Con base en lo anterior, se considera un modelo matemético cualitativo compuesto por tres EDOs de primer
orden que describen el crecimiento de un adenocarcinoma géstrico de tipo intestinal y su interaccién con el sistema
inmunitario. En el modelo se examinan algunos mecanismos de supervivencia del cdncer géstrico, la infeccién del
epitelio gdstrico por una poblacién constante de H. Pylori y el suministro de un tratamiento de TAC.

Las metodologias para el anilisis de sistemas de EDOs no lineales, como el método de LCCI y la Teoria de
Estabilidad de Lyapunov, permitirdn obtener informaciéon sobre los principales pardmetros involucrados en la
dindmica local y global del modelo matemdtico. Se desea que el modelo y los resultados de este estudio puedan
utilizarse como base para el desarrollo de protocolos de administracién de inmunoterapias enfocados en controlar el
crecimiento del cdncer gdstrico y evitar el proceso de metastasis que ha sido la causa de la mayorfa de las muertes

por esta enfermedad.



Capitulo 2

Sistemas dinamicos

La complejidad que exhibe la naturaleza y ciertos procesos tecnoldgicos parece ser muy abrumadora y complicada.
Es por ello que generalmente las ciencias naturales y sociales, asi como la mayorfa de las ingenierfas, recurren a las
ciencias formales como las matemadticas para enfrentar la complejidad a través del modelizado matemaético a nivel
de sistemas, abstraccién de conocimiento y reduccién de sistemas [37].

Un sistema es una potencial fuente de informacién. Para extraer informacién 1til de dicho sistema se hace una
abstraccién de él mediante un modelo matemaético, cuyo andlisis tedrico y numérico pudiera proporcionar respuestas
y orientacién para alguna aplicacién del mundo real. Existen varios tipos de modelos matemdticos, sin embargo,
muchos se representan con ecuaciones diferenciales [37].

Los modelos matematicos con ecuaciones diferenciales expresan relaciones entre variables y suelen contener
derivadas de variables dependientes con respecto al tiempo. Por lo tanto, las matemédticas son un lenguaje que se
emplea porque tiene posibilidades predictivas. Si el modelo estd bien formulado y conserva aquellas estructuras
del mundo real, es decir, que esté inherentemente ligado a la teoria fisica y/o a los datos extraidos del estudio del
sistema en cuestion, la prediccién puede corresponder con la realidad. Las predicciones que se obtienen por medio
del modelo son realizadas por diversas metodologias matematicas y fisicas, por lo tanto, una falsa ejecucién de una
metodologia llevara ineludiblemente a predicciones erradas [38].

Muchas disciplinas como la fisica, la biologia y la quimica han tenido éxito en describir diversos fenémenos de
la naturaleza mediante la aplicacién de las matematicas, especificamente, las ecuaciones diferenciales (continuas) y
las ecuaciones en diferencias (discretas), que en conjunto estdn englobadas bajo el rubro de sistemas dindmicos [38].

Un sistema dindmico es una forma de describir el paso en el tiempo ¢ de todos los puntos de un espacio
S. Fisicamente, el espacio S podria considerarse el espacio de estados de algin sistema fisico de la realidad.
Matemadticamente, el espacio S podria ser un espacio euclidiano R™, aunque en ciertos casos el comportamiento
dindmico importante se limitard a un subconjunto particular de R™ [39].

Dada una posicién inicial (condicién inicial) zg € R™, el sistema dindmico en R™ da la posicién de g en 1 unidad
de tiempo después, 2 unidades de tiempo después, y asf sucesivamente. Estas nuevas posiciones de x( son denotadas
como 1, xa, etc. En general, la solucién de z estd dada por z(t). A la solucién o el conjunto de soluciones del
sistema dindmico se le conoce como estado del sistema o la respuesta del sistema en el tiempo ¢ [39].

En las siguientes subsecciones se presentardn algunos conceptos importantes que engloban a los sistemas
dindmicos continuos, especificamente, las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs u ODEs por sus siglas en
inglés) no lineales de primer orden. Se mostraran definiciones y teoremas sobre el comportamiento y las dindmicas
de las soluciones de EDOs. También se exponen algunas metodologias para el andlisis cualitativo de este tipo de

ecuaciones diferenciales.



2.1. Clasificacion de los sistemas dinamicos

Como se describié anteriormente, un sistema dindmico es aquel cuyo estado o cuyos estados evolucionan con el
paso del tiempo. El estudio de este tipo de sistemas es de suma importancia en la actualidad porque la mayoria de
los modelos mateméticos disenados estdn relacionados con aplicaciones cientificas y tecnolégicas. Una clasificacion

general de estos sistemas se observa en la Figura 2.1.

Lineal
Clasificacion I:
Linealidad No Lineal
. s — Autonomo (invariante en el tiempo)
Sistemas dinamicos | Clasificacidn Il
deterministicos Autonomia No auténomo (variante en el tiempo)
Clasificacion llI:
Por tiempo

Figura 2.1: Clasificacién general de los sistemas dindmicos de acuerdo al tipo de evento, linealidad, autonomia y
escala de tiempo.

Un sistema puede considerarse deterministico si se conoce de manera puntual la forma del resultado, por lo cual
no hay incertidumbre. Un sistema deterministico siempre proporciona las mismas predicciones en el contexto de la
asignacién de un conjunto especifico de condiciones. Los datos utilizados para alimentar este tipo de modelos son
completamente conocidos y determinados [25].

El tiempo es muy importante cuando se habla de sistemas dindmicos, es aqui donde se pueden clasificar por
tiempo continuo y discreto. Si se usan intervalos equidistantes de tiempo o datos discretos, se tiene un ejemplo de
un sistema dindmico discreto. Este tipo de sistemas son utilizados en diversas aplicaciones como en la dindmica
de poblaciones, epidemiologia matemadtica, computacion, electrénica, etc. Los modelos mateméticos de sistemas
discretos estdn compuestos por ecuaciones en diferencias y estos son de gran utilidad para aproximar soluciones
numéricas de ecuaciones diferenciales de un sistema continuo. Los sistemas dindmicos continuos son generados
cuando el tiempo se mide continuamente con ¢ € R. Este tipo de sistemas son representados por ecuaciones
diferenciales [37, 39].

Enfocdndose exclusivamente en sistemas continuos, estos se pueden clasificar en lineales y no lineales. Los
sistemas lineales han sido satisfactoriamente estudiados desde hace mas de 200 afios y actualmente existen muchas
metodologias para analizarlos. Los sistemas lineales cumplen con el principio de superposicién y tienen coeficientes
constantes, donde siempre se puede encontrar su solucién explicita. A diferencia de los lineales, los sistemas no
lineales son méds complejos de analizar y rara vez se puede encontrar una solucién explicita. Esta clase de sistemas
no estan sujetos al principio de superposicién, sin embargo, el interés de diversos cientificos por estudiarlos se debe
a su increible aproximacién al mundo real, lo cual da lugar a fenémenos interesantes como el caos. La no linealidad

es ocasionada por los comportamientos complejos y muchas veces, impredictibles o cadticos [39].



. Clasificacidn I:
Difusas (FDES) Linealidad No Lineal
Fraccionarias (FDEs) Parciales (PDEs) - Primer orden
g s Clasificacion II:
Clasificacion de Orden .
Impulsivas (IDEs) Ecuaciones Ordinarias (ODEs) Orden superior
. Diferenciales — Constantes
Algebraicas (DAEs) con Retardo (DDEs) Clasificacidn It
Coeficientes T s
Integro-Diferenciables (IDEs) "
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Homogeneidad No homogéneo

Figura 2.2: Clasificacién general de algunos tipos de ecuaciones diferenciales con sus siglas en inglés. El diagrama
muestra una clasificacién detallada en las ODEs de acuerdo a su tipo de linealidad, orden, coeficientes y
homogeneidad.

Existen varias clases de ecuaciones diferenciales lineales y no lineales de las cuales las méds importantes y utilizadas
se muestran en la Figura 2.2. Cada uno de estos tipos de ecuaciones han sido utilizados en diversas areas de las
ciencias e ingenierfa. Particularmente los sistemas de EDOs de primer orden son los mas estudiados y aplicados dado
que proporcionan un marco mas simple dentro del cual casi siempre se puede explorar exitosamente el fenémeno
bajo estudio. Estos sistemas de ecuaciones pueden estar representados por un nimero finito de ecuaciones de estado,

es decir, EDOs no lineales de primer orden:

T, = fl(taxlax27"'7x77,)7 (2]—)
':.E2 = fQ(taI17x27"'7:Cn)7 (22)
jjn = fn(tamlax27~-~7mn)- (23)

donde z; (i = 1,2, ...,n) representa la derivada (tasa de cambio o variacién instantdnea) de x; con respecto al tiempo
t, es decir ¢; =dx;/dt. Las funciones fi, fa, ..., f3 son determinadas de acuerdo al problema que se analiza y las
variables 21, xa, ..., 2,, son variables de estado. El sistema de Ecuaciones (2.1)-(2.3) se puede escribir genéricamente

de la siguiente forma:

z = f(x,t) (2.4)
como una EDO n-dimensional de primer orden, mejor conocida como ecuacién de estado de un sistema no auténomo
o variante en el tiempo. Si el sistema no presenta una dependencia explicita del tiempo ni de otro pardmetro, se le

denomina sistema auténomo o invariante en el tiempo, y la Ecuacion (2.4) se reescribe de la siguiente forma:

i=f () (2.5)

donde f : S — R" y S es un subconjunto abierto de R™. Bajo ciertas condiciones en la funcién f, el sistema no lineal

(2.5) tiene una solucién unica a través de cada punto zy € S definido en un intervalo maximo de existencia («, 5) C R



[39, 40]. Como se explicé anteriormente, no es posible resolver analiticamente sistemas no lineales de la forma (2.5);
sin embargo, se cuentan con distintas teorfas y metodologias para analizar cualitativamente el comportamiento local
y global de la solucién. La mayor parte de estas teorias estdn basadas en conceptos de la topologia y geometria
diferencial, la teoria de estabilidad de Lyapunov, la teoria de bifurcaciones, la teoria de sistemas lineales (cuando
es posible) y métodos numeéricos. En las siguientes secciones se presentan conceptos relacionados a los retros fase y
ciertas dindmicas topoldgicas que los sistemas dindmicos exhiben. Posteriormente, se describe el método de LCCI
y las teorias de estabilidad en el sentido de Lyapunov para analizar la dindmica en el largo plazo de un sistema
dindmico de la forma (2.5). Para la compresién previa de estos temas se recomienda revisar algunos conceptos

bésicos de la teorfa de conjuntos presentados en los siguientes trabajos [41, 42, 43].

2.2. Retratos de fase

El retrato de fase, también llamado diagrama de plano de fase (R?) o espacio de fase (R?), es un diagrama que
muestra la dindmica topolégica de las soluciones de un sistema dindmico como una familia de trayectorias que no
se cruzan, mediante todas las condiciones iniciales posibles. En estos diagramas cada uno de los ejes representa una
variable del sistema, con lo cual se pueden obtener dindmicas interesantes. En un diagrama denominado series de
tiempo o dindmica temporal, es posible rastrear cémo cambian las variables de un sistema con el tiempo comenzando
desde un valor particular a lo largo de los ejes horizontal y vertical [37, 39, 40]. En la Figura 2.3 se ilustra un ejemplo

de un diagrama de espacio de fase y las series de tiempo de un modelo matematico.

a) b)
S\VAVAVAVAVA
t ﬂ
t
t y() 2(t)

Figura 2.3: Retratos de fase de un modelo matemdtico. a) Dindmica temporal de las EDOs respecto al tiempo.
Las soluciones del modelo son oscilaciones desfasadas en el tiempo. b) Espacio de fase que muestra la evolucién del
sistema.
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Para clasificar las dindmicas que se presentan en los diagramas de fase es necesario conocer el tipo de linealidad
del sistema y su estabilidad entorno a sus puntos de equilibrio que pudiera tener. Con el cédlculo de los valores
propios de un sistema de EDOs lineales en R?, las soluciones se clasifican de acuerdo a la Figura 2.4. Cabe resaltar
que esta clasificacién no estd del todo completa ya que solo se toman en cuenta los casos comunes de valores propios

de sistemas hiperbdélicos (valores propios diferentes de cero) [40].

Valores Propios Series de tiempo y plano de fase
x(1)
ALA, <0
Nodo sumidero
L s
x(1)
W
2 A, >0
[+
& Nodo fuente
—_—
x(1) J
M <0<,
Nodo silla 7
t
x(1)
8 7\.1,2 =a+ lﬁ
% a < 0: foco atractor o sumidero ‘
g | a > 0: foco repulsor o fuente
8 a = 0: centros (imaginarios puros)
Foco atractor

Figura 2.4: Clasificacién de valores propios en el plano. Recuperados de [37].

La clave para bosquejar retratos de fase de sistemas lineales en R? es determinar las direcciones de las trayectorias
conforme t — +o0o. Esta idea se materializa en el concepto formal de los conjuntos limites de una trayectoria, es
decir, los conjuntos w (I') y « (I'). El retrato de fase de EDOs lineales en R3 es una combinacién de las dindmicas
presentadas en la Figura 2.4 dependiendo de los signos y los tipos de valores propios que se obtengan.

Gréficamente, los sistemas de EDOs no lineales se comportan localmente como lineales. Para esta clase de
sistemas, las ecuaciones diferenciales deben resolverse numéricamente y los resultados deben usarse para trazar
cambios a lo largo del tiempo en las variables [39]. Las dindmicas més comunes son ciclos limites, 6érbitas periddicas

y atractores caéticos. Las descripciones de estas dindmicas se muestra en las siguientes secciones.
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2.3. Positividad en sistemas no lineales

La positividad de las soluciones de un sistema dindmico es un factor importante cuando se busca estudiar un
fenémeno biolégico, quimico o social, debido a que las posibles soluciones del sistema deben ser positivas [44].
Por ejemplo, cualquier modelo matematico que describa algin proceso fisiolégico tiene que estar representado con
valores paramétricos no negativos y con soluciones positivas, esto debido a que la posicién y la velocidad con la que
ocurren las dindmicas bioldgicas no pueden volverse negativas, considerando que sus condiciones iniciales sean no
negativas.

Un sistema dindmico se denomina positivo si cuando se inicia en el primer ortante (ortante no negativo), su
estado permanece en este ortante para todo tiempo futuro [44]. Para un sistema dindmico invariante en el tiempo de
la forma (2.5), es decir, & = f (z), el siguiente lema proporciona una propiedad necesaria y suficiente para establecer

la positividad de su dindmica:

Lema 1 ([44]). El sistema dindmico no lineal e invariante en el tiempo (2.5), es decir, & = f (x), es positivo si y

solo si la siguiente condicion se satisface
PYxedR} |lz=0= f(x)>0.

La propiedad anterior implica que al evaluar la variable de estado x en la frontera (z = 0), como resultado se

obtiene una funcién no negativa.

2.4. Conjuntos compactos invariantes

Los conjuntos compactos invariantes son las dindmicas topolégicas que puede exhibir un sistema dindmico bajo
ciertas condiciones y segun las caracteristicas cualitativas de sus soluciones. Para formarse un conjunto compacto
invariante, las soluciones o trayectorias de un sistema dindmico permanecerdn en un conjunto compacto por un
tiempo infinito, es decir, las trayectorias no deberdn salir del conjunto. Algunos ejemplos de conjuntos compactos
invariantes son los siguientes: puntos de equilibrio, érbitas periédicas, 6rbitas homoclinicas, 6rbitas heteroclinicas,
ciclos limite y atractores cadticos. Estos conjuntos y sus propiedades determinan en gran medida la estructura del
retrato de fase y el comportamiento cualitativo de las soluciones de un sistema de EDOs [45]. La localizacién de
estas dindmicas son problemas de importancia en muchas aplicaciones de la ciencia e ingenierfa. Dependiendo del
sentido fisico del sistema dindmico bajo estudio, la regién de localizacién de los conjuntos compactos invariantes se
puede limitar al octante (R3) u ortante (R™) positivo. A continuacién, se describen algunas caracteristicas generales

de estas dindmicas.

2.4.1. Puntos de equilibrio

Un punto de equilibrio de un sistema dindmico de la forma (2.5), es decir, £ = f(z), es un punto o un estado

fijo donde las variables permanecen sin cambios con el tiempo. Un punto z* se dice que es un punto de equilibrio de
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(2.5) si se cumple que f(z*) = 0, es decir, es una solucién que no cambia con en el tiempo. Considérese el siguiente

sistema de EDOs de primer orden,

T = fi(x,22), (2.6)

. = fo(w1,w2), (2.7)

las ecuaciones f1(x1,x2) =0y fa(x1,22) = 0 definen una familia de curvas llamadas ceroclinas (isoclinas o nullclines
por su término en inglés), y los puntos de equilibrio son las intersecciones de las ceroclinas de los ejes z1 y x2. Las
ceroclinas se utilizan para descubrir la direccién de las trayectorias del retrato de fase y la localizacién geométrica
de los puntos de equilibrio de un sistema dindmico [46].

El estudio de la existencia y ubicacién de los puntos de equilibrio de un sistema dindmico es de vital importancia
porque permite un mejor entendimiento del comportamiento de dicho sistema. Los puntos de equilibrio pueden ser
tan interesantes como los mecanismos de cambio que describe un sistema dindmico. Muchos procesos de la naturaleza
son capaces de llegar o converger en un equilibrio, mientras que muchos otros no. Varios de estos sistemas pueden
presentar un dnico punto de equilibrio, miltiples de ellos o ningin equilibrio. La Figura 2.5 ilustra algunos ejemplos
de puntos de equilibrio en series de tiempo y en el plano de fase de un sistema dindmico similar al de la forma
(2.6)-(2.7). Ambos equilibrios exhiben estabilidad asintética dado que la trayectoria o las soluciones del sistema

dindmico convergen al punto de equilibrio.

a) b)

QL
g

Y
Y

x(t)

Y
Y

t
c) d) 1(t)
3 >
t =
g
g =
¢ z1(t)

Figura 2.5: Dindmica temporal y el plano de fase de un sistema dindmico de la forma (2.6)-(2.7) convergiendo
a un punto de equilibrio. El inciso a) muestra las series de tiempo de dos soluciones y el inciso b) presenta su
correspondiente plano de fase. El inciso ¢) muestra otro caso de series de tiempo y su correspondiente plano de fase
en el inciso d). Todas las soluciones y las trayectorias convergen a un equilibrio.
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2.4.2. Orbitas periédicas

Las 6rbitas son curvas en sistemas en tiempo continuo y secuencias de puntos en sistemas en tiempo discreto.
Una trayectoria ¢,(x) de un sistema dindmico de la forma & = f(x), es una 6rbita periédica o ciclo, si z no es un
punto de equilibrio y existe un periodo T > 0, tal que ¢ (x) = x. Una trayectoria que tiende a una érbita periddica
y acaba situdndose sobre ella, posee una infinidad de puntos w-limite, los que terminan formando la propia 6rbita
periédica. Una 6rbita periédica I se denomina estable si para cada € > 0 existe una vecindad U de I' tal que para
todo & € U, la distancia d (I'},T') < €, por ejemplo, si para todo z € U y t > 0, d(¢,(x),I') < e. Una 6rbita
peridédica I' se denomina inestable si no es estable; y asintéticamente estable si es estable y si para todos los puntos

de x en una vecindad U de I' se cumple que

lim d(¢,(z),T) =0.

t— o0
Los ciclos del sistema & = f(z) corresponden a soluciones periédicas debido a que ¢(-,zo) define una curva
solucién cerrada de & = f(z) si y solo si para todo t € R se cumple que ¢(t + T, xg) = ¢(t, zo) para algin periodo
T > 0 de la 6rbita periédica [40]. La Figura 2.6 ilustra la dindmica temporal y el plano de fase de un sistema en el

plano.

a) ‘ , b)

Figura 2.6: Dindmica temporal y el plano de fase de un sistema dindmico de la forma (2.6)-(2.7) que exhibe una
orbita periédica.

2.4.3. Orbitas homoclinicas y heteroclinicas

Una 6rbita homoclinica es un conjunto w-limite que no es una érbita cerrada o punto de equilibrio tipo nodo-silla,
sus trayectorias inician y terminan en el mismo punto de equilibrio. Contiene solamente un punto de equilibrio por
el que atraviesa solo una trayectoria ¢(¢,z). Cuando se trabajan més de dos dimensiones es importante considerar

la topologia de la variedad inestable del punto de equilibrio [40].
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Una ¢rbita heteroclinica es un conjunto en el cual la trayectoria ¢(t,x) pasa por mds de un punto de equilibrio
uniéndolos. El conjunto a-limite de esta érbita es un punto de equilibrio y el conjunto w-limite es otro equilibrio.

En la Figura 2.7 se ilustran las trayectorias de una érbita homoclinica y una érbita heteroclinica.

Orbita Homoclinica Orbita Heteroclinica

Orbita Periddica

Figura 2.7: Trayectorias de 6rbitas homoclinicas y heteroclinicas. Los puntos Sy y S1 son puntos de equilibrio.
Recuperado y adaptado de [47].

2.4.4. Ciclos limite

Un ciclo limite es un comportamiento ciclico u oscilatorio que muestra una curva cerrada aislada. Aislado significa
que las trayectorias vecinas no estdn cerradas; se mueven en espiral hacia o alejandose del ciclo limite [48]. El ciclo
limite T" de un sistema no lineal de la forma @ = f(x), es el conjunto o u w-limite de una trayectoria del sistema

diferente a I'. En la Figura 2.8 se ilustra un ejemplo de un ciclo limite en el espacio de fase y en las series de tiempo.

I’l(t)

.’Lz(t)
3(t)

x3(t)

t 2»(t) o (t)

Figura 2.8: Dindmica temporal y espacio de fase de un ciclo limite de un sistema tridimensional. Recuperado de
[30].
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Si un ciclo T" es el conjunto w-limite de cada trayectoria en alguna vecindad de T", entonces I' se denomina ciclo
w-limite o ciclo limite estable, es decir, todas las trayectorias en la vecindad del ciclo limite convergen a él conforme
t — oo. Si I es el conjunto a-limite de cada trayectoria en alguna vecindad de I', entonces I" se llama ciclo a-limite
o ciclo limite inestable, es decir, todas las trayectorias en la vecindad del ciclo limite divergen de él conforme ¢ — co.
Si I'y, es el conjunto w-limite de una trayectoria distinta de I' y el conjunto a-limite de otra trayectoria distinta
de T', entonces I', se denomina ciclo limite semiestable, es decir, algunas trayectorias de la vecindad convergen al
ciclo limite, mientras que otras divergen de ¢l [40]. Este tipo de comportamientos se presentan solo en sistemas
no lineales. En la Figura 2.9 se observan ejemplos de los tres tipos de ciclos limite. En particular los ciclos limite
estables son muy importantes ya que su dindmica describe muchas aplicaciones, por ejemplo: el latido del corazén; el
disparo periddico de la neurona marcapasos; ritmos diarios de la temperatura corporal humana y secrecién hormonal;

reacciones quimicas que oscilan espontdneamente, entre otros [48].

Ciclo limite Ciclo limite Ciclo limite
estable mestable semiestable

Figura 2.9: Tipos de ciclos limite: estables, inestables y semiestables. Recuperado de [48].

2.4.5. Atractores cadticos

Considérese el sistema auténomo de la forma de (2.5), es decir, £ = f(z). Un conjunto invariante cerrado
A C FE donde E es un subconjunto abierto de R™, se denomina un conjunto atractor de (2.5) si existe alguna
vecindad U de A tal que para todo z € U, ¢,(xr) € U para todo ¢ > 0y ¢,(z) — A conforme ¢ — co. Un
atractor de (2.5) es un conjunto atractor el cual contiene una drbita densa. Los atractores cadticos o atractores
extranos son dindmicas mucho m&s complejas que las anteriores descritas. Un sistema deterministico con caos
exhibe un comportamiento aperiédico (oscilaciones no periédicas) o aleatoriedad que depende sensiblemente de las
condiciones iniciales, haciendo asi imposible la prediccién a largo plazo. Cuando un atractor muestra sensibilidad a
las condiciones iniciales se refiere a que dos trayectorias que comienzan muy cercanas divergirdn rdpidamente una
de la otra, teniendo futuros totalmente diferentes [48]. Los modelos matemdticos que exhiben caos son interesantes
y dificiles de analizar. Los requisitos necesarios para que un sistema deterministico pueda ser caético es que debe
ser no lineal y al menos tridimensional. Existen varios atractores cadticos muy famosos como el atractor de Lorenz

[48] y el atractor de Chen [49], observe la Figura 2.10.
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a) Atractor de Lorenz b) Atractor de Chen

x(t) y(t)

Figura 2.10: Atractores cadticos famosos. a) Atractor cadtico de Lorenz. b) Atractor caético de Chen.

2.5. Meétodo de localizacién de conjuntos compactos invariantes

El método de Localizacién de Conjuntos Compactos Invariantes (LCCI o LCIS por sus siglas en inglés) fue
propuesto por Alexander Petrovich Krishchenko [45] para estudiar el comportamiento en el corto y en el largo plazo
de sistemas dindmicos formulados mediante EDOs de primer orden. El método de LCCI ha sido aplicado a diferentes
tipos de sistemas dindmicos, por ejemplo, el sistema cadtico de Lorenz [33], el sistema de Lanford [50], un sistema
de inyeccién 6ptica de laser [51], sistemas variantes en el tiempo [52], un sistema de motor de im#én permanente
[53], sistemas Hamiltonianos [54] y recientemente para el analisis de sistemas biolégicos que describen la evolucién
del céncer [30, 31, 55, 56, 57, 58, 59] y otros més.

El objetivo principal al aplicar el método de LCCI es determinar el denominado dominio de localizacion, este es
una regién acotada en el espacio de estados en la cual se localizan todos los conjuntos compactos invariantes que se
presentan bajo ciertas condiciones en un sistema dindmico. Algunos ejemplos de conjuntos compactos invariantes
son los siguientes: puntos de equilibrio, érbitas periédicas, érbitas homoclinicas, érbitas heteroclinicas, ciclos limite y
atractores cadticos. Adicionalmente, el espacio de estados se define como R™ si el sistema es auténomo o invariante
en el tiempo y R® x R = {(z,t)} si es no auténomo o variante en el tiempo. La particularidad del método de
LCCI radica en que es estrictamente analitico, lo que implica la solucién del problema sin la necesidad de resolver
el sistema de EDOs por algin método numeérico, sin embargo, la solucién numérica se utiliza para ilustrar los
resultados matemadticos obtenidos, es decir, el dominio de localizacién y los conjuntos compactos invariantes del

sistema bajo estudio.
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2.5.1. Funcién localizadora

Para determinar los limites del dominio de localizacién es necesario proponer y analizar la denominada funcion
localizadora, cuya notacién estd dada por

h(z) :R" - R,

donde & () es una funcién vectorial de clase C* y x € R™. La funcién localizadora es una expresién que contiene las
variables y/o pardametros del sistema dindmico bajo estudio. Si dicho sistema es no lineal e invariante en el tiempo
de la forma (2.5), es decir & = f (x), para analizar la funcién localizadora h (z) es necesario calcular su derivada de
Lie con respecto a f (z) o a lo largo de las trayectorias de f (z) ([32] Seccién 13.2, p. 510). La derivada de Lie de
h (z) es una derivada temporal y su notacién es conveniente cuando se requiere repetir el cdlculo de la derivada con
respecto al mismo campo vectorial del sistema o a uno nuevo, se denota por L¢h (x) y estd dada por la siguiente
expresion

th (1’) =

i=1

()
Oh .~ Oh oh  Oh oh , _0Oh
Tfﬁi—;axifi( )= [(9331’8@”"’8%1 : =~ oz (z).

Si el sistema bajo estudio es variante en el tiempo de la forma (2.4), es decir © = f (x,t), entonces la funcién
h (z) se define en el espacio R™ x R = {(z,t)} y la derivada de Lie de h (z,t) a lo largo de las trayectorias f (z,t)
se denota como Lsh (z,t) y estd dada por

n n fl (.’17, t)
oh . oh oh Oh  Oh

oh
87%»% = 2 87“]2 (z,t) = [(‘33:17 me-w oz, = %f(a:,t).

th (LIZ, t) =
- fo (@.1)

Las funciones localizadoras se seleccionan mediante un proceso heuristico, lo que implica analizar varias funciones
para encontrar un resultado que permita establecer los limites del dominio de localizacién. Ademds, una funcién
localizadora no es una primera integral o constante de movimiento del sistema ([39] Seccién 9.4, p. 208). Esto quiere
decir que h () no es constante a través de las soluciones de f (z), por lo tanto, se tiene que su derivada cumple con
lo siguiente:

Las primeras integrales no son comunes en sistemas dindmicos descritos por EDOs de primer orden y la causa
de esto es el caos. El comportamiento cadtico de las soluciones de una EDO en un conjunto abierto excluye la
existencia de primeras integrales en dicho conjunto. Los sistemas dindmicos con primeras integrales se denominan
Hamiltonianos y su caracteristica principal es que se puede ilustrar su espacio de fase sin necesidad de resolver sus
ecuaciones. Adicionalmente, los puntos de equilibrio de un sistema Hamiltoniano se presentan en los puntos criticos
de la funcién h(x), es decir, aquellos valores en los que Lyh(x) = 0, por lo tanto, una funcién localizadora no

representa un punto de equilibrio del sistema bajo estudio.

2.5.2. Dominio de localizacién

Ahora, con base en lo mostrado en esta seccion, se describe la metodologia necesaria para aplicar el método de

LCCI a sistemas no lineales invariantes en el tiempo [45]. Primero, se debe considerar un sistema de la forma (2.5),
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es decir & = f (x), donde f (z) es una funcién vectorial de clase C* y x € R™ es el vector de estados. Entonces, se
propone una funcién localizadora h () : R" — R que no es la primera integral de f (x), se calcula su derivada de

Lie dada por Lsh (z) y se determina el conjunto S (h) definido como
S(h)={x €R" | Lfh(xz)=0}.

Mediante el andlisis algebraico del conjunto S (h) es posible determinar los siguientes valores infimo y supremo para
la funcion localizadora h ()

hine = nf {h(z) |z € S(h)}

hsup =sup{h(z) |z € S(h)}.

Ademsds, con h () | se tiene la restriccién de h () al dominio U C R™, entonces, el Teorema General correspondiente
a la localizacién de todos los conjuntos compactos invariantes de un sistema dindmico invariante en el tiempo

establece lo siguiente:

Teorema General. Cada conjunto compacto invariante U de & = f (x) estd contenido en el dominio de localizacion

K(h)={x € R" | hint < h(z) < hgyp} -

Por lo tanto, si se establece que todos los conjuntos compactos invariantes de & = f (z) estdn localizados en los
dominios de localizacion K (hy,) v K (hmt1), donde K (hy,) , K (A1) C R™, entonces, también estardn localizados
en la interseccion K (h,,)NK (hy41). Ahora, si se desea determinar la localizacion de todos los conjuntos compactos
invariantes en algin subconjunto U C R™ y la interseccién U NS (h) es un conjunto vacio, entonces se formula lo

siguiente:

Proposicién de No Existencia. Si U NS (h) = 0 entonces el sistema & = f (x) no tiene conjuntos compactos

invariantes localizados en U.

Ahora, es importante mencionar que es posible mejorar los limites del dominio de localizacion K (h) al aplicar

el Teorema Iterativo, el cual establece lo siguiente:

Teorema Iterativo. Sea h,, (x),m =0,1,2,... una secuencia de funciones de clase infinitamente diferenciables.
Los conjuntos
Ky=K (hO) y Ky =Kpo1 N K’m—l,’ﬂu m >0,

con
Kmfl,m = {{L‘ | hm,fnf < hm (ZE) < hm,sup}a

hm,sup = sup hm (.’K) 3
S(hnL)vanfl
hrn,fnf = inf hm (l‘) )

S(hm)lﬁlefl

contienen cualquier conjunto compacto invariante del sistema & = f (x) y

Ko2Ki2---DK,2....
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El Teorema General, la Proposicién de No Existencia y el Teorema Iterativo se pueden formular para sistemas
no lineales variantes en el tiempo [52], para esto es necesario considerar un sistema de la forma (2.4), es decir
& = f(z,t), donde f (z,t) es una funcién vectorial de clase C* y z € R™ es el vector de estados. En este caso, el

conjunto S (h) se define de la siguiente manera
S(h)={(z,t) e R" xR | Lyh(z,t) =0},

debido a que ahora la funcién localizadora h (z) se define en el espacio R" xR = {(x,t)}. Entonces, si p : R" xR — R"
es la proyeccion p (z,t) =x y Sy (h) = p(S (h)) esto implica que x € S; (h) si y solo si t € R existe de tal forma que

(z,t) € S (h). Con base en lo anterior, los valores infimo y supremo para la funcién h (z) estan dados por

hing = If {h (z) | x € S¢ (h)}

hsup = sup {h (:E) | T e St (h)}7

por lo tanto se establece lo siguiente: Cada conjunto compacto invariante ¥ de © = f (x,t) estd contenido en el

dominio de localizacion

Kt(h) = {hl’nf < h(LE) < hsup}-

2.6. Estabilidad en sistemas dinamicos

La estabilidad de los sistemas lineales y no lineales es de suma importancia para muchas aplicaciones en ciencias
e ingenieria. Existen varias metodologias y criterios para analizar la estabilidad de los sistemas de EDOs de primer

orden. Para los sistemas lineales auténomos de la forma

i = Az, (2.8)

donde A € R™™"™ y x es el vector de soluciones, el concepto de estabilidad estd relacionado principalmente con el
andlisis de los signos de los valores propios o eigenvalores del sistema (2.8). Suponga que A € C es un valor propio

de A, entonces existe un vector v € C™ con v # 0 denominado vector caracteristico o eigenvector, tal que

Av = v <= (A—-A)v =0, (2.9)

donde I es la matriz identidad de tamafio n x n. La Ecuacién (2.9) es equivalente a un sistema homogéneo de
ecuaciones algebraicas lineales. Para encontrar una solucién no trivial z del sistema (2.8), se debe determinar las

soluciones no nulas del sistema (2.9), por lo tanto, como v # 0, entonces A deber4 ser,

det (A — AI) = 0. (2.10)

La ecuacién polinomial de grado n resultante de la Expresion (2.10) se le denomina ecuacién caracteristica de la

matriz A, donde las soluciones o raices del polinomio son los valores propios de A. Una solucién general del sistema
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(2.8) es entonces = = vel [39, 40]. El criterio utilizado para establecer estabilidad mediante los valores propios de

un sistema lineal de la forma (2.8), se muestra en la siguiente definicién.

Definicién 1 ([40]). Sea el vector propio generalizado v; =u; + iv; de la matriz A correspondiente a un valor

propio \j = a; + ib;. Entonces,

E? = span{u;,v; | a; <0},

E°¢ =span{u;,v; | a; =0},

E* = span {u;,v; | a; > 0}.

A los subespacios E° y E* se les denominan subespacios estable e inestable del sistema (2.8). Si la matriz A tiene

valores propios imaginarios puros, entonces a E° se le denomina subespacio central.

Estos subespacios lineales son generados por el conjunto correspondiente de vectores propios. Por lo tanto, se

puede generalizar que toda solucién z () de (2.8) cumple una de las siguientes caracteristicas:

= Toda solucién z (t) es estable si todos los valores propios de la matriz A tienen parte real negativa. El origen

para este tipo de sistema es llamado nodo.

= Toda solucién z (t) es inestable si al menos un valor propio de la matriz A tiene parte real positiva. El origen
para este tipo de sistema es llamado fuente si todos los valores propios son positivos. Para sistemas en el

plano, el origen es llamado silla si hay un valor propio negativo y otro positivo.

= Si un valor propio es igual a cero, no se puede concluir el tipo de estabilidad directamente, por lo cual es

necesario recurrir a la teorfa de la variedad central [40].

Este tipo de dindmicas en un sistema de dos dimensiones se muestran en la Figura 2.4. Existen otros criterios
sencillos y métodos que permiten analizar la estabilidad de un sistema lineal (como el método traza-determinante
y los criterios de Routh-Hurwitz y de Nyquist). Por otro lado, el andlisis de estabilidad en sistemas no lineales
presenta una mayor dificultad. Para sistemas no lineales existen varias definiciones de estabilidad, sin embargo, en
este trabajo se enfocard en la estabilidad de los puntos de equilibrio. En las siguientes subsecciones se presentan
algunos métodos para el estudio de la estabilidad en sentido de Lyapunov. Este andlisis es utilizado para demostrar

acotamiento en las soluciones de un sistema no lineal.

2.6.1. Meétodo indirecto de Lyapunov

Para el andlisis de estabilidad de un sistema no lineal de la forma (2.5), es decir, © = f(z), generalmente se
recurre a su linealizacién en un punto de equilibrio. Lo anterior se realiza calculando los puntos de equilibrio del
sistema & = f(z) y aplicando el método indirecto de Lyapunov. Si z* es un punto de equilibrio del sistema no
lineal (2.5) y ademéds f(z) es continuamente diferenciable, entonces el comportamiento local del sistema no lineal

alrededor de z* estd determinado por el comportamiento del sistema lineal
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&= Ax = Df(z")x. (2.11)

El sistema (2.11) es denominado la linealizacién de & = f(z) en z*. El término D f(z*) simboliza la matriz

Jacobiana de f(x) evaluada en el punto de equilibrio z*, es decir,

CORGY) ORG)  OhGE) T
0x1 0xo o0x,
i) 0hGY k() *
A=Dfa)=| 0o 2 o, zafgf). (2.12)
O (@) (@) Ofm (@)
L Oz Oxo or,

Por el Teorema de Hartman-Grobman se establece que, bajo ciertas condiciones, el sistema linealizado (2.11)
tiene la misma estructura cualitativa que el sistema @ = f(z). A través del cdlculo y las propiedades de los valores
propios del sistema linealizado es posible clasificar un punto de equilibrio en nodo, fuente, centro, foco o silla, lo

que conlleva a conocer directamente su tipo de estabilidad. Con esto 1ltimo, se concluye con la siguiente definicion.

Definicién 2 ([40]). Sea el sistema no lineal (2.5), es decir, & = f(x) y su linealizacion dada por el sistema (2.11),
es decir, © = Ax donde A es la matriz Jacobiana del sistema (2.5). Un punto x* es llamado punto de equilibrio de
(2.5) si f(xz*)=0. Un punto de equilibrio x* es llamado punto de equilibrio hiperbdlico de (2.5) si ninguno de sus
valores propios de la matriz A tiene parte real igual a cero. El punto de equilibrio x* es asintdticamente estable si
y sdlo si todos los valores propios de A tienen parte real negativa y es inestable si cualquier valor propio de A tiene

al menos una parte real positiva.

Se dice que el equilibrio z* es estable si las soluciones cercanas permanecen cerca de él durante todo el
tiempo futuro. Se dice que x* es asintéticamente estable si la solucion del sistema (2.5) converge en z*, es decir,
lim¢ oo x(t) = ™. Un equilibrio z* que no es estable se llama inestable. Mediante la siguiente definicién se describe

de manera formal la estabilidad de un punto de equilibrio. La Figura 2.11 ilustra de manera sencilla la Definicién 3.

Definicién 3 ([39, 40]). Sea ¢, (z) el flujo o las soluciones del sistema (2.5) definido para todo t € R. Un punto
de equilibrio x* de (2.5) es estable si para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que para todo x € Ns (z*) y t > 0 se tiene

que

o, (x) € N5 (z).

El punto de equilibrio x* es un equilibrio inestable si no estable. Ademds, el equilibrio x* es asintdticamente estable

si es estable y si existe un 6 > 0 tal que para todo x € Nj (x*) se tiene que

lim ¢, (z) = z*.

t— o0



22

b)
Va
Yo + 6 4
Yo \ R
B Y
—
Yo— 6
Yo — €
X
0

Figura 2.11: Conceptos de estabilidad en un punto de equilibrio. a) En esta regién o vecindad se aprecia que dada
una condicién inicial z(0), la trayectoria 1 permanece cerca del equilibrio 2*, es decir, es estable; la trayectoria 2 es
asintéticamente estable; y la trayectoria 3 es inestable. b) Se considera el caso de un sistema no lineal de la forma
¥ = f(y) donde yo es un punto de equilibrio y su grafica es la recta horizontal negra. Las soluciones de ese sistema
seran estables cuando en el instante inicial £ = 0 toman un valor en el entorno azul de centro yy y radio § (del eje
y), y no salen de la regién de franjas rojas. Las soluciones se mantendrén a una distancia menor a e del punto de
equilibrio yg.

2.6.2. Meétodo directo de Lyapunov

El método directo de Lyapunov es uno de los méds utilizados para estudiar y demostrar la estabilidad de las
soluciones de un sistema no lineal de la forma (2.5), es decir, @ = f(x). Como se describié anteriormente, no es
posible determinar la estabilidad de algunos tipos de puntos de equilibrio no hiperbdlicos, por lo tanto, para estos
casos se recurre al método directo de Lyapunov [40]. Con este método es posible garantizar estabilidad en un sistema
dindmico mediante la propuesta de una funcién de Lyapunov, la cual algunas veces es dificil de encontrar.

Una funcién de Lyapunov, denotada como V (z), es una funcién definida positiva (no negativa) que siempre
disminuye a lo largo de las trayectorias del sistema, concluyendo que el minimo de la funcién es un punto de
equilibrio estable (localmente) [60]. Las funciones de Lyapunov son utilizadas para demostrar acotamiento en las
soluciones de un sistema, inclusive si éste tiene puntos de equilibrio no hiperbdlicos o sin ningiin punto de equilibrio

[32]. Una funcién de Lyapunov se describe de manera formal en la siguiente definicién.

Definicién 4 ([32, 40]). Sea E un subconjunto abierto de R™ conteniendo al punto de equilibrio z*. Si f € C' (E),
Ve Cl(E) y ¢, (x) es el flujo de la ecuacion diferencial (2.5), es decir, @ = f(z), entonces para x € E, la derivada

de la funcion V(x) a lo largo de la solucion ¢, (x) es denotada por V (z) y estd dada por

. OV . KV dr, OV v v ov | fo(z) v
V("U)—Z;%xi—id%dt _.1(9-Tifi(w)_|:(i)1'17(i)x27“.7(i).%'n . =~ o ().
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La derivada de la funcién candidata de Lyapunov depende directamente de la composicién de las EDOs del
sistema no lineal (2.5), por lo tanto, V (z) sera diferente para cada sistema. Si ¢, (x) es la solucién de (2.5) que

empieza en la condicién inicial (0), entonces

V(r) = 2V (9 (@)

t=0
Por lo tanto, si V/ (x) es negativa, V decrecerd a lo largo de las soluciones de (2.5). Con base en lo anterior, se

presenta el teorema de estabilidad en sentido de Lyapunov que define el denominado método directo de Lyapunov.

Teorema: Método directo de Lyapunov ([40]). Si z* es un punto de equilibrio de (2.5) contenido en E,
suponiendo que f € Ct(E). Suponga ademds que existe una funcion real V € C' (E) que satisface V (z*) =0 y
V (z) >0 si © # x*. Entonces,

a) si 1% () <0 para todo x € E, entonces x* es estable;
b) si V (x) <0 para todo = € E — {x*}, entonces x* es asintdticamente estable;

c) si V(z) >0 para todo = € E — {z*}, entonces =* es inestable.

Si V (z) = 0 para todo = € E, entonces las trayectorias del sistema (2.5) se encuentran sobre las superficies en
R™ (o curvas en R?) definidas por V(z) = ¢, donde ¢ > 0. Cada c representa un contorno cerrado, como se ilustra
en la Figura 2.12. Si en R? la familia de curvas de nivel encierran el equilibrio 2* = 0 y las trayectorias de (2.5)
cruzan estas curvas desde su exterior hasta su interior con ¢ creciente, entonces el origen de (2.5) es asintéticamente
estable [40]. Esto significa que las trayectorias se mueven a valores cada vez més pequenos de V' y si 1% (z) es definida
negativa, entonces « debe acercarse a 0 [60].

Una funcién candidata de Lyapunov V' se convierte en funcién de Lyapunov si satisface los criterios del Teorema:
Método directo de Lyapunov. Este teorema se utiliza para demostrar estabilidad local en un dominio £ C R™ [40]. Si
se quiere demostrar estabilidad en todo el espacio de estados R™, es decir, para cualquier condicién inicial z(0) = xg
donde la trayectoria ¢, (o) se acerca al origen cuando ¢t — oo sin importar cudn grande es ||zo||, entonces la funcién

candidata de Lyapunov debe cumplir con los criterios del siguiente teorema.

Teorema 1 ([32]). Si z* = 0 es un punto de equilibrio de (2.5) y V : R® — R una funcidn continuamente

diferenciable tal que

V) = 0y V(z)>0, Va#£0,
[z — oco=V(z)— oo,

V(m) < 0, Yax#£0,

entonces x* = 0 es global asintdticamente estable.
La funcién de Lyapunov que satisface las condiciones del Teorema 1 se le denomina radialmente desacotada,

es decir, lim|;|—o V (z) = o00. Si el origen 2* = 0 es un punto de equilibrio global asintéticamente estable de
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oV
ox

dx
dt

Y

/ V(z) =c2

V(z)=c < c2

Figura 2.12: Tlustracién geométrica del Teorema del Método Directo de Lyapunov. Los contornos cerrados ¢ y c2
representan las curvas de nivel de la funcién de Lyapunov V' (z) = ¢. Si dx/dt apunta hacia adentro de estas curvas
en todos los puntos a lo largo del contorno, entonces las trayectorias del sistema siempre hardn que V(z) disminuya
a lo largo de la trayectoria. Recuperado de [60].

(2.5), entonces debe ser el tinico punto de equilibrio [32]. El método directo de Lyapunov proporciona condiciones
suficientes para determinar la estabilidad, pero no son necesarias. Si una funcién candidata de Lyapunov no satisface
los criterios antes descritos, no se puede inferir que el equilibrio de interés sea inestable, si no que no es posible

determinar la estabilidad del sistema mediante el método directo de Lyapunov.

2.6.3. Principio de invariancia de LaSalle

Generalmente para los sistemas no lineales de la forma (2.5), es decir, & = f(x), puede ser dificil determinar
una funcién de Lyapunov V (z) definida positiva cuya derivada sea definida estrictamente negativa [60]. Mediante el
Teorema de Invariancia de LaSalle (también conocido como el Teorema de Krasovski-LaSalle) se permite concluir la
estabilidad asintética de un punto de equilibrio en el caso en que V () sea semidefinida negativa, es decir, V () < 0.

Antes de introducir el Teorema de Invariancia de LaSalle, es necesario presentar la siguiente definicién.

Definicién 5 ([32]). Un conjunto M C R™ es llamado un conjunto invariante con respecto a (2.5) si

z(0)eM=uz(t)ec M, YteR.

Se dice que un conjunto M es un conjunto positivamente invariante si
z(0)eM=z(t)e M, V>0.
El conjunto Q. = {z € R” | V (z) < ¢} con V (z) < 0 para todo x € Q. es un conjunto positivamente invariante

ya que, una solucién que comienza en 2, permanece en ). para todo t > 0. Una propiedad fundamental de los

conjuntos limite se muestra en el siguiente lema, posteriormente se presenta el Teorema de Invariancia de LaSalle.
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Lema 2 ([32]). Si una solucion x (t) de (2.5) es acotada y pertenece a D C R™ para t > 0, entonces su conjunto
limite positivo, es decir, w (T') es un conjunto no vacio, compacto e invariante. Ademds, x (t) tiende a w (T') cuando

t — o0.

Teorema de Invariancia de LaSalle ([32]). Sea Q C D un conjunto compacto positivamente invariante con
respecto a (2.5). Sea V : D — R una funcion continuamente diferenciable tal que V (z) < 0 en Q. Sea E el
conjunto de todos los puntos en ) donde V(a:) =0y M el conjunto compacto invariante mds grande en FE.

Entonces, cualquier solucion que comience en ) tiende a M con t — oo.

A diferencia del teorema de estabilidad en sentido de Lyapunov, el Teorema de Invariancia de LaSalle no requiere
que la funcién V(z) sea definida positiva. Ademds, la construccién del conjunto  no tiene que estar vinculada con
la construccién de la funcién V(z). Si V(x) es radialmente desacotada, es decir, V (x) — oo como ||z| — oo, el
conjunto Q. estd acotado para todos los valores de c. Esto es cierto tanto si V(z) es definida positiva o si no lo es
[32].

Cuando el principal interés es mostrar que x — oo como ¢ — 00, es necesario establecer que el conjunto invariante
mds grande en E es el origen. Tomando V (z) como definida positiva, el Teorema de Invariancia de LaSalle se puede

extender a los siguientes dos corolarios.

Corolario 1 ([32]). Sea z* = 0 un punto de equilibrio del sistema no lineal (2.5). Sea V : D — R una funcion
continuamente diferenciable y definida positiva en el dominio D conteniendo el origen x* = 0, tal que 1% () <0
en D. Sea S = {.’E e€D| 1% () = 0} y suponga que ninguna solucién puede permanecer en S, aparte de la solucion

trivial © = 0. Entonces, el origen es asintdticamente estable.

Corolario 2 ([32]). Sea z* = 0 un punto de equilibrio del sistema no lineal (2.5). Sea V : R™ — R una funcion
continuamente diferenciable, definida positiva y radialmente desacotada tal que V(:c) < 0 para todo x € R™. Sea
S = {x e R™| 1% (x) = 0} y suponga que ninguna solucion, que no sea la solucion trivial x = 0, permanece en S.

Entonces, el origen es global asintdticamente estable.

Cuando V () es definida negativa, entonces S = {0} [32]. Cuando t — oo, la trayectoria del sistema (2.5)
tiende al conjunto invariante mds grande dentro de S, es decir, su conjunto w (') estd contenido dentro del conjunto
invariante mds grande en S. En particular, si S no contiene conjuntos invariantes distintos de z* = 0, entonces el

origen es asintéticamente estable [60].
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Capitulo 3

Biologia del cancer

Hoy en dia, la prevencién y el control del cdncer es uno de los principales problemas de salud. Esto ha alentado
a generar investigacién para abordar la complejidad del cancer desde diferentes escalas bioldgicas, diagndsticos y
tratamientos. Se ha estado acumulado una gran cantidad de informacién que detalla desde diferentes perspectivas
como las células normales se transforman en células tumorales y como consecuencia se produce la formacién de
tumores potencialmente mortales. La literatura cientifica relacionada a los distintos tipos de céncer ha crecido de
manera exorbitante y rdpida, abarcando millones de publicaciones de investigacién [5].

En esta seccién se presenta un panorama general de la terminologia y caracteristicas que describen al cdncer,
desde una perspectiva general para luego especializarse en el cdncer géstrico. La informacién que se presenta tiene el
proposito de ser una base para conocer e identificar dichos conceptos bioldgicos para analizarlos y aplicarlos desde un
punto de vista matemético. En las siguientes subsecciones se describe una breve introduccién sobre la epidemiologia
y los tipos de tumores mds comunes, asi como la etiologia del cédncer. Después se presentan los fundamentos de la
fisiologia del cdncer desde el origen de la primera célula cancerosa hasta las interacciones con el sistema inmunitario.
Para finalizar, se describen la epidemiologia, la etiologia y los mecanismos de supervivencia del cdncer gédstrico, asf

como la aplicacién de la inmunoterapia como tratamiento para este tumor.

3.1. Introduccién a la oncologia

Las estadisticas sobre el cdncer proporcionan informacion valiosa de las cantidades de personas que reciben un
diagndstico de cédncer y las que mueren por la enfermedad, asi como las estimaciones de prevalencia que indican la
cantidad de personas diagnosticadas con cdncer por cierta unidad de tiempo. En el 2018, se estima que la carga
del cédncer fue de 18 millones de casos nuevos y 9.6 millones de muertes. En general, el nimero de casos nuevos de
cdncer se prevé que aumente cerca de 23.6 millones para 2030 [61].

De todos los tipos de tumores conocidos, los cénceres malignos con mayor cantidad de defunciones, segin
estadisticas del 2018 de la Agencia Internacional de Investigacién sobre el Céncer (IARC, por sus siglas en inglés),
son los cdnceres de pulmén, colorrectal, géstrico, hepdtico y mamario. Los cédnceres de pulmén, seno, colorrectal y
préstata son los que tienen una mayor incidencia, es decir, nuevos casos de cdncer [2]. Las estadisticas de incidencia
en cada pafs varfan drasticamente. Segun los estudios epidemiolégicos, el entorno (incluidos los factores del estilo de
vida) es el determinante dominante de las variaciones de la incidencia por cdncer en cada pais [5]. A diferencia de la
incidencia y mortalidad, la prevalencia es mayor en el cdncer de seno, colorrectal, préstata, pulmén y tiroides. Las
estadisticas de la TARC relacionadas a la mortalidad, incidencia y prevalencia se aprecian en los grificos circulares

de la Figura 3.1.
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Figura 3.1: Gréficos circulares del 2018 de la incidencia, mortalidad y prevalencia de diferentes cénceres para
ambos sexos y edades. a) Estimaciones de incidencia global. b) Estimaciones de mortalidad global. ¢) Estimaciones
prevalencia global (5 anos). Recuperado y adaptado de [2].

Bajo el nombre genérico de cédncer se engloba a un conjunto de enfermedades que tienen en un comun un
crecimiento celular desordenado y una colonizacién tisular (metdstasis) [62]. El exceso de tejido que se genera se
denomina tumor o neoplasia. Las clasificaciones de los tumores son basadas en su comportamiento clinico y sus
caracteristicas macroscépicas. Principalmente los tumores se clasifican en dos amplias categorias dependiendo de su
grado de crecimiento agresivo, es decir, en malignos y benignos [5, 7].

Un tumor benigno son los tumores que crecen localmente sin invadir tejidos adyacentes. La gran mayorfa de los
tumores primarios que surgen en humanos son benignos e inofensivos, excepto en los casos excepcionales en que la
expansién de estas masas logra presionar érganos o tejidos vitales. También, algunos tumores benignos pueden ser
causa de problemas clinicos por la alta liberacién de hormonas que crean desequilibrios fisiolégicos. No obstante,
las muertes causadas por tumores benignos son relativamente poco frecuentes, incluso un tumor benigno puede ser

curado completamente a diferencia de los tumores malignos [5, 63, 64].
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Un tumor maligno o neoplasia cancerosa tienen la propiedad de invadir tejidos cercanos y diseminarse a otras
partes del cuerpo, es decir, pueden producir metdstasis [5, 63]. Una caracterfstica letal de las células cancerosas
que las diferencian de las células sanas, es su capacidad de sobrevivir y proliferar excesivamente logrando vivir por
siempre, lo cual es comtinmente conocido como inmortalidad [5], observe la Figura 3.2 a). En cambio, las células
normales tienen una vida media muy variable (horas, dias, meses, etc.), pero mueren después de aproximadamente
50 generaciones. En los incisos b) y ¢) de la Figura 3.2 se aprecian las diferencias morfolégicas y estructurales entre

las células sanas y las células cancerosas.

Normal Cancer Diferencias

o o fh Nucleos grandes y de forma
S 0 / variable.

Muchas células dividiéndose;

Acomodo desorganizado.

Variacién en tamafio y forma.

Pérdida de caracteristicas
normales.

Figura 3.2: Caracteristicas generales de las células cancerosas. a) Células cancerosas de pulmén en la etapa final de
la mitosis (divisién celular), lo cual conlleva a una proliferacién aberrante. b) Micrograffa de una seccién a través
de un adenocarcinoma de estémago. Las células tumorales son de color pirpura y el tejido conectivo es de color
marrén. ¢) Diferencias entre las células normales y las células cancerosas. Las células tumorales son pobremente
diferenciadas, ademds presentan caracteristicas anormales en sus membranas, sus proteinas citoesqueléticas y su

morfologia. Recuperado y adaptado de a) [65], b) [66], ¢) [67].

La acumulacién de las células cancerosas conlleva a la formacién de un tumor, que generalmente se desarrolla
durante décadas. Antes de la formacién del tumor maligno, las células normales evolucionan en células con fenotipos
cada vez mds neopldsicos a través de un proceso denominado progresiéon tumoral [5, 63]. La progresién del
tumor es impulsada por una secuencia de mutaciones que ocurren al azar y alteraciones epigenéticas del Acido
Desoxirribonucleico (ADN) que afectan los genes que controlan la proliferaciéon celular, la supervivencia y otros
rasgos asociados con las células malignas [5].

La mayorfa de los tumores humanos surgen de tejidos epiteliales. Los epitelios son ldminas de células que recubren
las paredes de las cavidades y canales o, en el caso de la piel, que sirven como la cubierta exterior del cuerpo. Por
debajo de las capas de células epiteliales de cada tejido se encuentra una membrana basal (Idmina basal) que separa
las células epiteliales de la capa subyacente de células de tejido conectivo de soporte denominado estroma, observe
la Figura 3.3 a). La membrana basal es una red laminar de componentes de la Matriz Extracelular (ECM, por

sus siglas en inglés) y esta se ensambla a partir de proteinas secretadas en gran parte por las células epiteliales
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[5]. La ECM es el conjunto de componentes extracelulares que forman parte de un tejido. Dentro de este medio
complejo también se encuentran proteinasas extracelulares, unidas a la membrana plasmatica y unidas a la ECM. En
condiciones sanas, existe un equilibrio en las actividades bioquimicas de estas entidades moleculares, sin embargo,

a menudo este equilibrio es interrumpido dentro del microambiente patolégico de las células tumorales [7].

b)
Matriz extracelular
i —— Fibras de sustancia
Macréfago fundamental

* Fibra de colageno
* Fibra elastica

¢ Fibra reticular
Fibroblasto

Linfocito

Adipocito > V-G Capilar
Mastocito ' 2

Neutréfilo

Estroma

Fibras de colageno

Figura 3.3: Estructura del tejido epitelial. a) Microscopia electrénica de barrido del epitelio corneal de pollo. La
imagen muestra la unién de las células epiteliales a la membrana basal, formandose una malla de proteinas de ECM.
Una red de fibras de coldgeno ancla la parte inferior de la membrana basal a la ECM del estroma. b) Estructura
celular y fibrosa del tejido conectivo areolar. Recuperado y adaptado de [5, 68].

El componente estromal frecuentemente protege a las células malignas. Las células cancerosas reclutan,
manipulan y nutren este microambiente para establecer y mantener su nutricién y supervivencia. Las células del
estroma incluyen células endoteliales que recubren los vasos sanguineos tumorales y los linféticos; pericitos para
apoyar el endotelio maduro en vasos mas grandes; fibroblastos asociados con el cdncer que proporcionan andamiaje
fisico; y otras células asociadas a tumores [7]. En la Figura 3.3 b) se aprecia la composicién de la ECM.

En los epitelios se generan los cdnceres mas comunes denominados Carcinomas. Entre los carcinomas se incluyen
tumores que surgen de las capas de células epiteliales del tracto gastrointestinal, que abarcan boca, eséfago, estémago
e intestino delgado y grueso, asi como piel, gldindula mamaria, pdncreas, pulmén, higado, ovario, itero, préstata,

vesicula biliar y vejiga urinaria [5]. Generalmente los carcinomas se dividen en dos grupos:
= Carcinomas de Células Escamosas: Surgen de las células epiteliales que forman las laminas epiteliales.

= Adenocarcinomas: Surgen de los epitelios compuestos por células epiteliales especializadas que secretan

sustancias en los conductos o cavidades que recubren.

El resto de los tumores malignos surgen de tejidos no epiteliales de todo el cuerpo. Estos tipos de tumores se
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clasifican de manera general de la siguiente forma:

= Sarcomas: Tumores derivados de varios tejidos conectivos y células musculares. Los sarcomas constituyen solo
alrededor del 1% de los tumores encontrados en la oncologfa clinica. Algunos de los tipos son muy similares

entre si, pero otros poseen caracteristicas tinicas que influyen en su tratamiento [5].

= Neoplasias Hematolégicas: Tumores que surgen de las células que constituyen los tejidos formadores de
sangre (hematopoyéticos), incluidas las células del sistema inmunitario que tienen conexién con la sangre,
la médula 6sea y los ganglios linféticos [5]. Tradicionalmente, estas neoplasias se subdividen en dos grupos:
leucemias y linfomas. Las leucemias se derivan de células hematopoyéticas que se mueven libremente a través
de la circulacién y se caracterizan por el crecimiento réapido de glébulos blancos anormales. Los linfomas se

originan de los tejidos linfoides, como los ganglios linfdticos y el bazo.

= Tumores Neuroectodérmicos: Tumores que surgen de las células que forman diversos componentes del
sistema nervioso central y periférico. Se les llama neuroectodérmicos para reflejar sus origenes de la capa
celular externa del embrién temprano. Si bien comprenden solo el 1.3 % de todos los cdnceres diagnosticados,

estos son responsables de aproximadamente el 2.5 % de las muertes relacionadas con cancer [5].

= Otros tumores: Tumores raros que no pertenecen a las clasificaciones anteriores.

En la Figura 3.4 se observan los principales tumores malignos encontrados en la practica clinica.
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Figura 3.4: Clasificacién general de los principales tumores malignos diagnosticados en la practica clinica [5].
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Un tumor también se clasifica por su estado o etapa de progresién, es decir, en avascular, vascular y metastédsico
[69]. Un tumor avascular se desarrolla en ausencia de vasos sanguineos y estos sobreviven por transporte difusivo
cuando el tumor es pequeno. A medida que el tumor crece necesita més nutrientes y oxigeno, por lo cual se origina
el proceso de angiogénesis. El tumor se considera vascular cuando ya generé su propia red de vasos sanguineos a
partir de los vasos capilares de los tejidos de su alrededor. Mientras que el tumor metastasico es aquel que se forma
en un nuevo sitio por invasién de las células cancerosas tras abandonar el tumor primario [7].

Otra clasificacién es por medio de la apariencia de las células y el tejido canceroso al microscopio, estas
clasificaciones se dividen por grados. El grado de un tumor es una indicacién de la rapidez con la que probablemente
crecerd y se extenderd [6]. Dependiendo del tipo de cédncer, los tumores se clasifican como grado 1, 2, 3 o 4. Los
tumores de grado 3 y 4 tienden a crecer mds rdpidamente y a diseminarse con méds rapidez que los tumores con
menor grado [6]. En la Figura 3.5 se observa una clasificacién llamada Patrones de Gleason utilizada ampliamente

para identificar los grados del cdncer de préstata [70].
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Figura 3.5: Representacion del sistema de clasificacién de Gleason [70]. Los grados mds altos indican una mayor
malignidad. Recuperado y adaptado de [70].

3.2. Etiologia del cancer

La etiologia del cdncer es la ciencia encargada de estudiar las causas u orfgenes del cancer [6]. Aunque todavia
no se conoce bien las causas que originan la mayor parte de los tumores, la investigacién actual estd descubriendo
numerosas alteraciones moleculares y celulares, asi como situaciones ocupacionales y ambientales que favorecen el

desarrollo del cdncer [71]. Algunos de estos origenes del céncer se ilustran en la Figura 3.6.
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Figura 3.6: Algunos de los posibles origenes o causas de la mayoria de los cdnceres.

Son varios los factores que pueden inducir a una célula sana a perder el control y transformarse en cancerosa,
esto principalmente es ocasionado por danos al material genético de las células sanas. Por ejemplo, se conoce
perfectamente que existe una estrecha correlacién entre las sustancias carcinogénicas (producen céncer) y las
mutagénicas (producen cambio y dafios al ADN; mutaciones), donde los carcinégenos danan el ADN y, por lo
tanto, conducen a las mutaciones que aumentan la probabilidad de desarrollar algin tipo de cdncer [5, 63].

Algunos ejemplos de sustancias carcinogénicas son los productos quimicos y agentes ambientales, es decir,
sustancias en el aire y en los alimentos que se ingieren. El agente quimico o radiactivo que produce céncer se
denomina carcinégeno. Los carcinégenos inducen cambios permanentes en la secuencia de bases del ADN de un
gen mediante las mutaciones. La WHO estima que los carcinégenos estan asociados con el 60-90 % de los cdnceres
humanos [64]. Ejemplos de carcinégenos son los hidrocarburos del alquitrdan (composicién de los cigarrillos) y las
radiaciones ionizantes, asi como los carcinégenos ocupacionales derivados de los agentes, mezclas y circunstancias
de exposicién en el ambiente laboral. Otro de los factores de riesgo incluye aspectos como la edad y los antecedentes
familiares. También la falta de actividad fisica, factores alimenticios, obesidad y sobrepeso estan asociados a muchos
tipos de cdncer [64, 72].

Por otro lado, algunos cénceres tienen origen viral o bacteriano [5, 63]. Los virus estdn implicados en
aproximadamente del 15% al 20% de todos los cdnceres. Los virus son pequenas particulas de 4cidos nucleicos,
ARN o ADN (con un millén de veces menos ADN que las células), que se pueden reproducir dentro de las
células que infectan y adquieren caracteristicas propias de las células tumorales. Algunos virus, denominados virus
oncogénicos, causan cancer a través de la estimulacion anormal de la proliferacién celular [7, 64]. En cambio, algunas
bacterias pueden ser mortales y causar inflamacién crénica que puede conducir al cdncer. Por ejemplo, la bacteria
Helicobacter Pylori (H. Pylori) causa inflamacién y gastritis crénica en las paredes del estémago, lo cual aumenta
considerablemente el riesgo de contraer cdncer gastrico [6].

En la mayoria de las ocasiones el origen de los cdnceres diseminados puede ser trazado a un tejido y a un

tipo histolégico precisos. Todas las células de tumor y sus metdstasis se originan, en la mayoria de las ocasiones,
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a partir de una solo célula aberrante, llamada Célula Progenitora del Cédncer o Células Madre del Cancer (CSC,
por sus siglas en inglés) [7, 62, 63]. Las células madre estan localizadas en microentornos especificos de un tejido y
permiten el mantenimiento de los mismos. Las CSCs comparten caracteristicas similares a las células madre adultas
especificas del tejido. Segiin una hipétesis, las células madre estdn vinculadas integralmente al inicio del cédncer, la
propagacién y la resistencia a la terapia [73]. Esto esta basado en los datos que apuntan que el origen de cada tipo
de céncer se debe generar entre las poblaciones de células madre especificas de cada tejido [7, 73].

En la actualidad, gran parte de la investigacién molecular se enfoca en investigar los oncogenes, los genes
causantes del cdncer [5, 64]. Las mutaciones presentes en las células cancerosas que provocan la aparicién de las
caracteristicas tumorales, afectan a genes cuyos productos proteicos regulan el ciclo celular y la apoptosis. El
oncogén es una forma mutada de un gen normal que expresa una proteina anormal (oncoproteina) que se mantiene
activa independientemente de las senales reguladoras. Muchos oncogenes derivan de genes normales denominados
protooncogenes, que regulan el crecimiento y el desarrollo [64]. Los protooncogenes codifican una proteina normal,
generalmente relacionada con la proliferacion celular o la apoptosis. En las mutaciones de los protooncogenes, estos
experimentan algunos cambios que determinan su expresién inadecuada, aumentan la sintesis de sus productos o

permiten que se sinteticen en un momento inadecuado [62].

3.3. Formacion del tumor maligno

El desarrollo del cédncer puede agruparse en las siguientes tres fases: la formacién del tumor primario benigno, su
progresién in-situ y el tumor maligno. El tumor primario benigno surge a partir de la etapa llamada tumorigénesis,
carcinogénesis u oncogénesis. La tumorigénesis inicia con la CSC, que surge de un determinado tejido por una
mutacién en un gen, es decir, una alteracién en la secuencia del ADN [62]. Estas alteraciones genéticas pueden
causar cdncer al activar protooncogenes y/o inactivar los Genes Supresores de Tumores (GST). Los oncogenes
especificos y los GST generalmente estdn mutados en algunos tipos de cdncer pero no en otros, y esto varia entre
los subtipos de tumores que surgen dentro del mismo tejido [7].

La proliferacién de la CSC da lugar a un clon neopldsico [62]. Una mutacién somdtica puede afectar el
comportamiento de la célula en la que ocurre y, a través de rondas repetidas de crecimiento y divisién celular,
puede transmitirse a todas las células descendientes dentro de un tejido. Estos descendientes directos de una sola
célula progenitora, que pueden ser de millones o incluso miles de millones, constituyen un clon celular, ya que
todos los miembros de este grupo de células rastrean su ascendencia directamente a la célula individual en la que
se produjo originalmente la mutacién [5]. Las acumulaciones sucesivas de estas mutaciones en los genes implicados
en el control del ciclo celular o de la apoptosis en las células descendientes, que favorecen la proliferacién o la
inmortalidad, conducen progresivamente a las propiedades genéticas anormales del cdncer [62].

El proceso de tumorigénesis sigue un patrén en su evoluciéon que implica una serie de cambios m&ds o menos
comunes a todos los tumores [5, 7]. Estas secuencias de procesos son los rasgos que distinguen a una célula tumoral

y resumidamente son:
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e Autosuficiencia en los factores (senales) de crecimiento. e Angiogénesis sostenida.

e Resistencia a la inhibicién del crecimiento. e Inestabilidad genémica.

e Evasion de la apoptosis. e Metabolismo desregulado.
e [limitado potencial de replicacion. e Invasién y metdastasis.

e Estimulacién de la inflamacién promotora de tumores. e Evasién inmunitaria.

A partir de la primera mutacién en la CSC, la tumorigénesis pasa por dos subetapas anormales llamadas
hiperplasia y displasia [5]. En la hiperplasia, hay un aumento del nimero de células en un érgano o un tejido, que
parecen normales al microscopio. En la displasia, las células tienen aspecto anormal al microscopio, pero no son
cancerosas [6]. En cdncer in-situ las células del tumor primario no han escapado del tejido donde se originaron, es
decir, no se han diseminado. Puesto que el tumor carece de capacidad invasiva, el prondstico clinico es en general
benigno y con frecuencia son curados con una simple extirpacién quirdrgica. Sélo resulta grave si por su localizacion
afecta a vasos sanguineos, nervios u érganos, en cuyo caso, aun sin ser formalmente un cancer, podria considerarse
como una neoplasia maligna [6, 62]. Los crecimientos més anormales que han invadido la membrana basal y mds
alld se consideran malignos, por lo tanto, la displasia se toma como un estado de transicién entre crecimientos
completamente benignos y aquellos que son premalignos y malignos [5, 6]. Esquemdticamente estas subetapas y las

etapas generales del cdancer se ilustran en la Figura 3.7.
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Figura 3.7: Etapas caracteristicas en el desarrollo de un tumor maligno. Estas etapas comienzan desde la primera
mutacién, pasando por una proliferacién elevada y una estructura citoplasmética anormal hasta la formacién de un
tumor premaligno. Recuperado y adaptado de [6, 74].

Los crecimientos més anormales que han invadido la membrana basal y més alld se consideran malignos. Los
criterios patolégicos y clinicos a menudo son especificos de un tipo de tumor, pero estos incluyen la diseminacién
local a lo largo de los planos tisulares y en diversos espacios y cavidades tisulares. A su vez, los tumores pueden
producir metdstasis, es decir, tienen la capacidad de invadir y propagarse desde sus origenes a otros érganos del
cuerpo [7]. Para que se lleve a cabo el proceso metastdsico, se requiere de una serie de mecanismos patoldgicos que

pueden dividirse generalmente en las siguientes etapas:
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1. Escape celular o invasividad: En los tumores, una propiedad comin de las células malignas es su capacidad
para sobrevivir y proliferar con una menor dependencia de las interacciones celulares dentro de la ECM. Se
teoriza que el proceso de migracién celular puede reactivarse en las células cancerosas para impulsar un paso
inicial importante en la metéstasis, pero luego puede revertirse cuando la célula establece un nuevo crecimiento
(colonizacién) [7]. En la Figura 3.8 a), se observa el proceso de migracién celular en los bordes de un carcinoma
que invade a otro tejido. También se conoce que las células tumorales pierden sus propiedades adhesivas y
pueden inducir a la protedlisis local (degradacién de proteinas) y migrar, no tnicamente en la membrana
basal, sino en la ECM presente en todos los tejidos del organismo siendo un preludio de la metdstasis [5]. La
protedlisis aberrante es llevada a cabo principalmente por ciertas enzimas especificas denominadas proteasas,

entre las que destacan las Metaloproteasas o Metaloproteinasas de Matriz Extracelular (MMPs) [5, 7, 62],

observe la Figura 3.8 b).
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Figura 3.8: Escape de células cancerosas. a) Las células neopldsicas pasan por la transicién migratoria que les
permiten invadir el tejido circundante (Ex). Las células de carcinoma contintian residiendo en un estado epitelial
(E). Las células de carcinoma que se han sometido a una transicién y se han vuelto méds migratorias (M) han perdido
la tincién verde. b) Proceso de migracién celular a través de la penetracién de la ECM, donde las enzimas MMPs
degradan los principales componentes de la ECM. Recuperado de [5].

2. Angiogénesis tumoral: La angiogénesis es la formacién de nuevos vasos sanguineos a partir de otros ya
existentes y es un mecanismo que puede ocurrir durante toda la vida [7]. Este proceso estd estrictamente
regulado por una serie de senales moleculares y es fundamental para la actividad reproductiva y la reparacién de
tejidos. Se puede producir una angiogénesis anormal o patolégica cuando se alcanza y sobrepasa el umbral de los
estimuladores (factores proangiogénicos) e inhibidores angiogénicos (factores antiangiogénicos). Enfermedades
como el cdncer estdn asociadas a un aumento anémalo de estimuladores angiogénicos y una disminucién de
los antiangiogénicos [64, 71]. Las células tumorales producen proteinas denominadas Factores Angiogénicos
Tumorales (FAT) que actian sobre células endoteliales vecinas para dar lugar a la formacién de una nueva red
de venas, arterias y capilares [7, 64]. Una de las principales causas de la angiogénesis se debe a la situacion

de hipoxia, observe la Figura 3.9. La hipoxia generalmente se define como una reduccién del nivel de oxigeno
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en el tejido y puede originarse a partir de varios cambios, como un mayor consumo de oxigeno, baja densidad
capilar, mala perfusién sanguinea y la presencia de oclusién vascular. Esta condicién es toxica para las células
normales, pero las células cancerosas pueden sobrevivir y seguir proliferando en la hipoxia. Las regiones
hipéxicas (y las dreas de necrosis) son relativamente comunes en los tumores sélidos avanzados y su presencia
generalmente se asocia con un mal prondstico [7]. Las células que carecen de oxfgeno y nutricién debido a
su distancia del suministro de sangre se vuelven necréticas, mientras que las més cercanas al suministro de

sangre comienzan a sentir hipoxia y secretan factores angiogénicos [75].

Difusién de oxigeno en [ Hipoxia aguda en tumor solido ]

tumor sélido l
ﬁnduccic‘m de factores angiogénicos]

Resistencia a la radiacion  g&
Células tumorales sobreviven
y proliferan

Secrecion de
factores

angiogeénicos:

VEGF, etc

Incremento de metastasis y
proliferacién de células
tumorales

Figura 3.9: El proceso de difusién de oxigeno en un tumor sélido causado por la hipoxia. Como resultado de este
proceso, se produce angiogénesis y el tumor desarrolla su propia vasculatura, independiente del tejido original.
Recuperado y adaptado de [75].

3. Tumor secundario o metdstasis: Alrededor del 90 % de las muertes por cdncer se deben a las metdstasis que
se descubren en sitios muy alejados de las ubicaciones donde surgieron los tumores primarios [7]. Mediante
la invasién o diseminacién celular, las células del tumor primario pueden fijarse en tejidos normales, para
multiplicarse (formar nuevas colonias) y diferenciarse en ellos, dando lugar al llamado tumor secundario
o metdstasis. Esta etapa es de enorme gravedad clinica por la dificultad de eliminacién por intervencién
quirurgica [62]. Cuando las células cancerosas invasoras logran fundar colonias en sitios distantes, a menudo
causan grandes estragos fisiolégicos en el cuerpo humano, por ejemplo, las metdstasis en el cerebro pueden
comprometer rdpidamente la funcién del sistema nervioso central, mientras que las del pulmén o el higado
son igualmente peligrosas para la vida debido a las funciones vitales de estos 6rganos [5]. En la Figura 3.10
a) se observa un ejemplo de un tumor diseminado. Por razones que permanecen inciertas, los tumores en
ciertos tejidos tienen una alta probabilidad de metdstasis, mientras que los que surgen en otros tejidos casi
nunca lo hacen [5]. Casi todas las metdstasis aparecen en solo cuatro tejidos: hueso, higado, cerebro y pulmén.

Las afinidades tisulares especificas pueden ser la base de la tendencia de algunos tumores a metastatizar
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preferentemente a ciertos tejidos. En la Tabla 3.1 se muestra una clasificacién de los sitios tipicos de metdstasis.

Venas Ducto toracico

A los 6rganos
sistémicos
a toracico

Canal
linfaticovenoso

Venas
sistémicas

Conducto eferente linfatico

Ganglios linfaticos

Figura 3.10: Diseminacién y rutas metastdsicas. a) Imagen de un paciente con linfoma metastdsico no Hodgkin
(LNH). La actividad asociada con el cerebro es normal. Sin embargo, las manchas amarillas en las regiones
abdominales indican multiples metdstasis de LNH [5]. b) Principales rutas metastdsicas por las cuales se pueden
diseminar las células cancerosas a través de los vasos linfaticos y sanguineos, donde estdn interconectados como se
ilustra. Recuperado y adaptado de a) [5], b) [7].

Tabla 3.1: Sitios tipicos de los tumores comtnes para hacer metdstasis [7].

Tipo de tumor Principales sitios de metdstasis
Pulmén Cerebro, hueso, glidndula suprarrenal e higado
Seno Hueso, pulmones, higado y cerebro
Prostata Hueso
Colon Higado y pulmén
Péncreas Higado y pulmén
Piel Pulmones, cerebro, piel e higado
Sarcoma Pulmones
Uveal Higado
Géstrico Ganglios linféticos, higado, pulmones, cerebro y peritoneo

Las células tumorales son generalmente muy ineficientes en la formacién de metéstasis y a menudo se detectan

en la circulaciéon sanguinea de pacientes sin evidencia de enfermedad metastésica [7]. La circulaciéon sanguinea

general representa la ruta principal de la diseminaciéon de células cancerosas, sin embargo, este ambiente

es hostil para las metédstasis de estas células. Una pequena porcién de estas células tumorales circulantes

tiene éxito en la fundacién de nuevas colonias metastdsicas dado que son capaces de reactivar el ciclo celular

[5]. Después de ingresar al érgano objetivo, algunas células pueden sobrevivir pero ingresan a un estado

estacionario denominado latencia tumoral [5, 7, 69]. Las células latentes pueden permanecer en los érganos

objetivo durante anos, sin actividad y desarrollo [7]. Desafortunadamente, las células latentes eventualmente

producirdn manifestaciones de metdstasis o de recurrencia tumoral.
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3.4. Interacciones entre el cancer y el sistema inmunitario

En esta seccién se presentan algunas generalidades del sistema inmunitario y los aspectos importantes de la
inmunologia del tumor, especificamente la vigilancia inmunitaria. Estos temas se presentan de forma sucinta en las

siguientes subsecciones.

3.4.1. Generalidades del sistema inmunitario

La inmunidad o resistencia es la capacidad de protegerse de las lesiones o de las enfermedades por medio de
las propias defensas del cuerpo humano y esto es llevado a cabo por el sistema inmunitario (también llamado
sistema inmunolégico o sistema inmune). El sistema inmunitario estd compuesto por células efectoras especializadas
que perciben y responden a antigenos y otros patrones moleculares inexistentes en los tejidos humanos [64]. En
la Figura 3.11 se muestra la distribucién de los 6rganos y tejidos del sistema inmunitario. Las células efectoras
también eliminan a las células propias que ya envejecieron o que son anormales, como las células cancerosas. El
sistema inmunitario puede caracterizarse de manera amplia en dos ramas: el sistema inmunitario innato (inmunidad

innata) y el sistema inmunitario adaptativo (inmunidad adaptativa) [7, 64, 76].

i) Primera linea de defensa:
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Figura 3.11: Composicién del sistema inmunitario a nivel tejido y nivel celular. Recuperado y adaptado de [77].

El sistema inmunitario innato es la primera linea de defensa contra los patégenos. Los componentes de la
inmunidad innata son la primera linea de defensa (las barreras fisicas y quimicas de la piel y mucosas) y la segunda
linea de defensa (sustancias antimicrobianas, células natural killer (NK), fagocitos, inflamacién y fiebre), ademads

se incluyen a las células dendriticas que presentan los antigenos a las células del sistema inmunitario adaptativo
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[7, 64]. Por un lado, los fagocitos son células capaces de rodear y destruir microorganismos patégenos y eliminar
células muertas, es decir, llevan a cabo el proceso de fagocitosis. Los dos tipos de células fagocitificas principales
son los neutréfilos y los macréfagos. En cambio, las células NK (células asesinas naturales) son un tipo de linfocito
que reconocen, atacan y destruyen una amplia variedad de células corporales infectadas y ciertas células tumorales
[64]. En general, las células NK son citotdxicas, esto les proporciona la cualidad de ser téxicas frente a otras células
que presentan alteraciones como las células cancerosas [76].

El sistema inmunitario adaptativo abarca los mecanismos de defensa relacionados con el reconocimiento especifico
de un microbio, una vez que atravesé la primera linea de defensa. Este tipo inmunidad se adapta o se ajusta para
actuar contra un organismo especifico. La inmunidad adaptativa estd mediada por las Células T Auxiliares (Th,
por sus siglas en inglés) que expresan un marcador conocido como CD4, las Células T Citotéxicas (Linfocitos
T Citotoéxicos o CTL por sus siglas en inglés) que se distinguen por el marcador CDS, y las Células B (células
plasmaéticas) que producen anticuerpos. Los componentes moleculares de los patégenos que son reconocidos por
las células T y B se denominan en general antigenos. Los antigenos son moléculas grandes y complejas, en general
proteicas. Los anticuerpos atacan a los antigenos, los neutralizan y evita la adhesién de estos a las células corporales.
A su vez, los anticuerpos atraen a los fagocitos [7, 64]. Una clasificacién completa de las células que participan en

la inmunidad adquirida se muestra en la Figura 3.12, adicionalmente se observan imdgenes de algunos linfocitos.
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Figura 3.12: Sistema que media la inmunidad adquirida. a) Clasificacién de las células que conforman la inmunidad
adquirida. b) Célula Th (célula pequefia) interaccionando con una célula B (célula grande). ¢) Células T unidas a
una célula cancerosa. Las células T reconocen un sitio especifico (antigeno) en la superficie de las células cancerosas
y se unen a él. d) Células T (rojo) unidas a una célula cancerosa. Recuperado y adaptado de a) [76], b),c),d) [65].
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Otra caracteristica del sistema inmunitario es que generalmente no ataca los propios tejidos del huésped. Este tipo
de reconocimiento y la capacidad de evitar atacarse a si mismos se denominan auto-tolerancia [64]. Este mecanismo
es clave en las células cancerosas, ya que el sistema inmunitario las considera como propias, lo cual conlleva a una
respuesta inmunitaria deficiente contra el cdncer, sin tomar en cuenta que el tumor tiene la capacidad de modular
esta respuesta. Aunque estos mecanismos de tolerancia son criticos para evitar la autoinmunidad, son impedimentos
que deben superarse en la inmunidad antitumoral [7].

Una vez activadas, las células efectoras se comunican mediante citocinas y quimiocinas. Estas destruyen virus,
bacterias y otras células extranas mediante la secrecién de citocinas y la activacién del sistema complemento [76].
Las citocinas o citoquinas son pequenas hormonas proteicas que actian casi siempre en forma paracrina para regular
respuestas inmunitarias. En la secrecién de citocinas también se reclutan otras células inmunitarias a los sitios de
inflamacién e induce la activacién y proliferacién de las células efectoras. Las citocinas también estdn encargadas

de estimular o inhibir varias funciones celulares normales, como el crecimiento y la diferenciacion celular [64].

3.4.2. Presentacién del antigeno

Una de las funciones principales del sistema inmunitario innato es presentar antigenos al sistema inmunitario
adaptativo para llevar a cabo una respuesta inmunitaria funcional. Un tipo especial de células llamadas Células
Presentadoras de Antigenos (CPAs) se encargan de procesar y presentar a los antigenos. Las CPAs incluyen células
especializadas como las células dendriticas. También los macréfagos y las células B pueden actuar como CPAs. Este
grupo de células inmunitarias se localiza en sitios estratégicos donde es mds probable que los antigenos vulneren
los mecanismos de defensa innata e ingresen en el cuerpo, por ejemplo, el tubo digestivo, los ganglios linfaticos, la
epidermis y la dermis, las mucosas que recubren las vias respiratorias, entre otros [64].

En el grupo de CPAs de antigenos exégenos, las células dendriticas son las células mds altamente especializadas y
eficientes. Una funcién clave que diferencia a las células dendriticas de otras CPAs como los macréfagos y las células
B, es su capacidad para activar a las células T virgenes. Los antigenos se presentan a las células T por las principales
moléculas de los Complejos Mayores de Histocompatibilidad (CMH). Hay 2 tipos de moléculas de CMH, los CMH
de clase I (CMH-I) y de clase II (CMH-II). Las moléculas de CMH-I se expresan en casi todas las células, mientras
que las moléculas de CMH-II se expresan principalmente en las CPAs o pueden inducirse a expresarse en las células
solo en caso de inflamacion. Las funciones de las moléculas del CMH-I y CMH-II son unir y mostrar fragmentos de
péptidos para el reconocimiento de las células T. Estos péptidos pueden derivarse de proteinas propias o proteinas
extranas. Después del procesamiento antigénico exégeno, las CPAs migran hacia los tejidos linfaticos para presentar

los antigenos a las células T [17, 64].

3.4.3. Inmunologia del tumor

La inmunidad innata sirve como una primera linea de defensa contra el cdncer, ya que los receptores de
reconocimiento detectan rdpidamente las células infectadas o estresadas. En contraste, la inmunidad adaptativa
evoluciona a lo largo de varios dias, reflejando el requisito de la activacién y expansién de raros linfocitos que

puedan reconocer especificamente los Antigenos Asociados a Tumores (TAA, por sus siglas en inglés) [17].
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Tras el arduo debate que se establecié durante anos en la comunidad cientifica sobre el papel que desempena
el sistema inmunitario en la fisiologia del tumor, se generaron varios modelos sobre como se produce la respuesta
inmunitaria antitumoral. Actualmente, el modelo aceptado es llamado vigilancia inmunitaria (Immune Surveillance),
el cual estd publicado en [78] y se basa en los pasos de la Figura 3.13. Esta vigilancia inmunitaria es més eficaz en

la eliminacién de células tumorales transformadas por accién de virus oncogénicos [7, 17, 64].
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Figura 3.13: El ciclo de cdncer-inmunidad. La generacién de inmunidad contra el cdncer es un proceso ciclico que
puede propagarse por s{ mismo, lo que lleva a una acumulacién de factores inmunoestimuladores que, en principio,
deberian amplificar y ampliar las respuestas de las células T. Este ciclo se puede dividir en siete pasos principales,
comenzando con la liberacién de antigenos de la célula cancerosa y terminando con la destruccién de las células
cancerosas. Recuperado y adaptado de [78].

Las primeras células inmunitarias que acuden al sitio de desarrollo tumoral son las células NK, las células
dendriticas, los macrofagos y las células T. Para que este proceso produzca una respuesta por parte de las células T,
debe ir acompanado de sefiales de inmunidad para que no se induzca tolerancia a los TAA, lo cual ocurrir4 si el tumor
estd produciendo algiin dano al tejido circundante. En primera instancia, las células NK y T reaccionan produciendo
citocinas proinflamatorias como el IFN-v, el cual crea un ambiente proinflamatorio local. Posteriormente, las células
NK son capaces de matar a alguna célula tumoral, aunque con baja eficiencia, lo cual genera cuerpos apoptéticos
que pueden ser fagocitados por las células dendriticas inmaduras o los macréfagos [17].

Para que se produzca una respuesta inmunitaria efectiva contra las células cancerosas, deben suceder una serie

de eventos escalonados, los cuales se observan en la Figura 3.13 y se enlistan a continuacién [17]:
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1. Los neoantigenos creados por la oncogénesis son liberados y capturados por las células dendriticas para su

procesamiento.

2. Las células dendriticas son capaces de presentar los péptidos derivados de los TAA en asociacién con el CMH-
Iy el CMH-II. Estas CPAs activadas secretan citocinas que producen una mayor activacién y capacidad
citotéxica de las células NK. Por otra parte, el IFN-a producido causa que las propias células tumorales
liberen CXCL10 (quimiocina), lo cual promueve una mayor migracién de células NK al sitio del desarrollo
tumoral. En el microambiente tumoral, las células dendriticas inmaduras que han fagocitado material celular
también reciben las senales de peligro presentes en el tejido a través de sus receptores, lo cual promueve la
maduracion, pero también el inicio de la migracién de estas células hacia los 6rganos linfoides més cercanos,

normalmente los ganglios linféticos.

3. Las células dendriticas desencadenan un programa de maduracién que incluye la expresién de muiltiples
moléculas coestimuladoras, citocinas, y la presentacién eficiente de los TAA a las células Th y las células
T citotéxicas. Esto resulta en la preparacion y la activacién de las respuestas de las células T efectoras contra
los antigenos especificos del cdncer que se consideran extranos o contra los cuales la tolerancia inmunitaria
ha sido incompleta. Tras recibir las senales bioquimicas por parte de las células dendriticas, los clones
de células Th expandidos y las propias células dendriticas, producen diversas citoquinas que generan una
concentracién que llega a ser efectiva para que se produzca la expansién clonal de las células T citotéxicas. La
citotoxicidad se consigue mediante la induccién de la expresién de las moléculas citotoxicas, como la perforina
y la granzima B. Ademds de ayudar en la expansién clonal de las células T citotéxicas, las células Th también
estimulan la produccién de anticuerpos antitumorales por medio de las células B. Estos anticuerpos incluyen
inmunoglobulinas que bloquean las vias de crecimiento o supervivencia dependientes de los receptores de la

superficie celular.

4. Una vez que se ha producido la expansién clonal en las células T citotéxicas, los clones de estas células migran

desde el ganglio linfdtico hacia el sitio de desarrollo tumoral.
5. Los clones de células T citotdxicas se extravasan dentro del tejido tumoral.

6. Una vez infiltrados los clones de células T citotéxicas en el sitio tumoral, estas células reconocerdn los TAA
en la superficie de las células tumorales asociado al CMH-I y recibirdn senales de activacién a través de sus
receptores celulares. En el caso de las células T citotéxicas ya maduras, basta con esta senal para que pongan

en marcha sus mecanismos citoliticos (de destruccion).

7. El resultado final serd la muerte de la célula tumoral, inicidndose de nuevo el ciclo cdncer-inmunidad, ya que
se produce una liberacién de antigenos tumorales que promueve la estimulacién de las células dendriticas,
reiniciando el ciclo de forma cada vez mds amplificada puesto que la infiltraciéon de células T citotéxicas
antitumorales es cada vez mayor, una vez que se ha iniciado la respuesta. Si este proceso no es frenado por
mecanismos inmunosupresores asociados al tumor o clones celulares resistentes a la actividad del sistema

inmunitario, el resultado final seria la eliminacién completa del tumor.
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3.5. Generalidades de la anatomia del estémago

El estémago es un 6rgano muscular en forma de J localizado la parte superior del abdomen. Para las discusiones
sobre secrecion, el estémago generalmente se divide en el fondo, cuerpo y antro. Una de las funciones del estémago
es servir como cdmara de mezclado y reservorio de los alimentos. Después de la ingestién, el estémago fuerza a
intervalos convenientes una pequetia cantidad de material hacia la primera porcién del intestino delgado [64]. En la
Figura 3.14 a), se muestran las regiones que dividen al estémago. En la Figura 3.14 b) se aprecian las cuatro capas

caracteristicas de la pared del estémago: mucosa, submucosa, muscular (muscularis propia) y serosa.
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Figura 3.14: Anatomia e histologia del estémago. a) Las regiones del estémago. b) Capas caracteristicas de la pared
del estémago. ¢) La mucosa géstrica y las células gastricas. Recuperados y adaptados de a) [6], b) [79], c¢) [64].

La mucosa tiene tres componentes: el epitelio gédstrico, la ldmina propia y la muscularis mucosa. El epitelio
tiene propiedades protectoras y secretoras o de absorcién. La superficie de la mucosa forma una capa de células
epiteliales prismaticas simples llamadas células mucosas superficiales. Las células epiteliales forman columnas de
células secretoras llamadas gldndulas géstricas, las cuales limitan con canales estrechos que reciben el nombre de
criptas gdstricas. Las criptas gdstricas desembocan en las fosas gastricas que finalizan en la luz del estomago. Las
glandulas géstricas en el cuerpo del estémago, incluido el fondo, contienen tres tipos de células glandulares exocrinas
que secretan sus productos en la luz del estémago: las células mucosas del cuello, las células parietales (oxinticas)
y las células principales (zimdégenas, pépticas). En la Figura 3.14 ¢) se ilustran las principales células gastricas que
conforman la mucosa géstrica y sus funciones. Las secreciones de las células mucosas, parietales y principales forman
el jugo géstrico, que llega a 2000-3000 mL por dia. Los cinco componentes que componen al jugo géstrico son el

factor intrinseco, iones de hidrégeno (HT), pepsina, moco y agua [64, 76].
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3.6. Cancer gastrico

El cancer gédstrico o de estémago representa un problema de salud desafiante en todo el mundo. De acuerdo con
las estadisticas del 2018 publicadas por la TARC, el cancer gastrico es el quinto cdncer més frecuente en hombres y
mujeres, y la tercera causa mds comin de muerte en el mundo [2]. Existen variaciones geograficas significativas en la
incidencia de cdncer gastrico. La mayor incidencia y mortalidad por esta enfermedad ocurre en paises en desarrollo
que forman parte de América Central y Sudameérica, asi como paises desarrollados de Asia Oriental (principalmente
China) y Europa Central y Oriental [8]. En la mayorfa de los paises, las tasas de incidencia y mortalidad para los
hombres son el doble que para las mujeres [8, 9].

Actualmente el cdncer gdstrico en México (mayormente adenocarcinomas géstricos) se ha posicionado como la
tercera causa de muerte por céncer en personas mayores de 20 afios [36]. De acuerdo con la evidencia epidemiolégica,
México es considerado un pafs con incidencia intermedia para cdncer géstrico (entre 10 y 20 casos por 100,000
habitantes) [36]. La combinacién de desafortunados eventos como la alta mortalidad y la baja calidad de vida de las
personas que padecen este tipo de cdncer, senalan que México enfrenta un problema de salud ptblica que requiere
investigacién dirigida a proponer intervenciones de salud [80]. Entre los factores asociados con el desarrollo del
céncer gastrico en México, los que se destacan por presentar el mayor riesgo son la infeccién por Helicobacter Pylori
(H. Pylori), la génetica, el tabaquismo y los factores dietéticos [9, 36].

Se ha logrado identificar que en dreas rurales de México la prevalencia de H. Pylori es alta (entre el 70.1 y el
84.7%) y se considera el factor de riesgo principal para el cdancer gédstrico de tipo intestinal. No obstante, las dreas
con alta prevalencia de H. Pylori no son proporcionales con una alta prevalencia de cdncer gdstrico, es decir, no
todos los sujetos con infeccién por H. Pylori pueden desarrollar cdncer géstrico [36].

El estudio de la relacién entre H. Pylori y el desarrollo del cdncer gastrico es un proceso complejo de investigar
en México [80]. Ademsds, existe una escasez de investigacién y pocos estudios que brinden resultados para apoyar el
desarrollo de politicas publicas dirigidas a la prevencion y el control del cancer géstrico [34, 80]. Por las probleméticas
antes mencionadas y los conocimientos atn limitados para la aplicacién de un tratamiento efectivo contra el cdncer
gdstrico, han motivado el diseno y el andlisis de un modelo matematico descrito en el siguiente capitulo de este
trabajo. En esta seccién se presenta una revisién sucinta del cdncer géstrico desde su etiologia y su relacién con H.
Pylori, sus clasificaciones estructurales, sus principales mecanismos de supervivencia utilizados y la aplicacién de la

inmunoterapia como tratamiento.

3.6.1. Etiologia del cédncer gastrico

La gran mayoria de los tumores malignos del estémago son adenocarcinomas [8], desarrollados en los epitelios
gastricos donde existe una proliferacién descontrolada de células epiteliales. La clasificacién de los adenocarcinomas
géstricos puede ser dificil ya que la estructura de estos tumores puede variar segiin su caso [81]. La histologia del
adenocarcinoma géstrico se divide principalmente en dos subtipos amplios: el intestinal y el difuso [8, 81].

El adenocarcinoma gdstrico de tipo intestinal se denomina asf porque su estructura también se presenta en los
cénceres primarios de colon. Diferentes estudios han demostrado que la estructura histolégica del carcinoma géstrico

a menudo muestra caracteristicas de la mucosa intestinal [81]. El tipo intestinal surge en el antro o en la unién
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antral-corpus y pueden verse en la unién gastroesofagica. El cdncer gastrico tipo antral intestinal es el mds comin
en los pafses de alta incidencia [8].

El adenocarcinoma géstrico de tipo difuso difiere del tipo intestinal tanto en la estructura general y celular como
en el modo de secrecién [81]. El tipo difuso se caracteriza por una proliferacién glandular maligna de células en
forma de anillo de sello, lo que lleva a un engrosamiento y endurecimiento de la pared gdstrica del estémago [6]. Los
cénceres de tipo difuso son mds comunes en pacientes jévenes y pueden estar asociados con infiltrados inflamatorios
de la mucosa relacionados con la infeccién por H. Pylori [8].

El tipo intestinal es la forma de cdncer gastrico visto en paises con altas tasas de incidencia, y también se conoce
como la forma endémica de cdncer de estémago [8]. El cdncer gastrico difuso representa alrededor del 10 % de todos
los cénceres de estémago [6]. Mientras que menos del 10 % representan neoplasias malignas gédstricas distintas de
los adenocarcinomas [8].

Solo un 5 % a 10 % de los canceres son causados por un defecto genético heredado, mientras que aproximadamente
solo el 8% de los cédnceres de estémago podrian estar relacionados con este componente familiar [80]. Es decir, la
mayoria de los cdnceres gédstricos, especificamente los tipos antral intestinal, no son de origen hereditario y los
factores potenciales a su causa son asociados con metaplasia intestinal preexistente, gastritis atréfica, infecciones
crénicas por H. Pylori, condicién socioeconémica baja, alto consumo de sal, alta ingesta de carnes ahumadas y
curadas, entre otras. En la Figura 3.15 se observan las principales causas para la formacién de un adenocarcinoma

géstrico de tipo intestinal.

Dieta y condicion socioecondomica

Gastritis
atrofica

Cancer Gastrico \0. - o

Infeccion cronica por H. Pylori

Metaplasia intestinal

Figura 3.15: Principales causas de formacién de cdnceres gastricos de tipo antral intestinal.

De las causas antes mencionadas, la infeccién por H. Pylori es el factor comin de incidencia por cdncer gastrico
en varias regiones del mundo. H. Pylori es un bacilo gramnegativo espiral capaz de sobrevivir al ambiente hostil
del estémago e infectar la mucosa del epitelio géstrico [8, 82]. H. Pylori es la especie de helicobacter gdstrico més
importante y estd asociada a gastritis, tlceras pépticas, adenocarcinomas géstricos y linfomas de linfocitos B del
tejido linfoide asociado a la mucosa gastrica (MALT) [8, 12, 82, 83]. La infeccién por este patégeno disminuye la

secrecion géstrica y aumenta radicalmente la proliferacion de células epiteliales gastricas, ocasionando que estas
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proliferen sin control y con una gran cantidad de mutaciones que conducen al cdncer gédstrico [14, 82]. Hasta ahora
no se sabe con exactitud cémo se transmite esta bacteria, pero se cree que es por la falta de higiene en lavado de
manos y preparacién de alimentos. La infeccién por H. Pylori generalmente persiste de por vida a menos que se
trate con medicamentos antimicrobianos [82].

H. Pylori es muy mévil gracias a los flagelos de los que estdn compuestas, observe la Figura 3.16 a). El papel
de la infeccién por H. Pylori en la tumorigénesis es probablemente indirecto ya que la bacteria actia como un
factor que causa gastritis y tlceras gdstricas [8], observe la Figura 3.16 b). El cambio de gastritis crénica hacia
céncer gastrico de tipo intestinal, sigue la misma secuencia de procesos de la progresién tumoral, es decir, atrofia,

metaplasia y displasia [13].

a) b)

Infeccion por

Ureasa Adhesinas
(neutraliza dcido)

Flagelos
(movimientos activos)

Mucosa : Ulcera Gastrica
Muscular

Inflamacién

Figura 3.16: H. Pylori en la tumorigénesis de los cénceres géstricos. a) Estructura general de la bacteria H. Pylori.
b) Infeccién del epitelio gastrico por H. Pylori. Recuperados y adaptados de [84, 85].

Para sobrevivir al pH &4cido del estémago, H. Pylori secreta grandes cantidades de una enzima denominada
ureasa, con la finalidad de hidrolizar la urea en amoniaco y diéxido de carbono, neutralizando asi el dcido géstrico.
Lo dltimo le proporciona un ambiente local para sobrevivir mientras se mueve para llegar al epitelio gdstrico
[13, 84]. La colonizacién de la capa de moco por H. Pylori depende de sus flagelos y la produccién de enzimas que
descomponen la capa de surfactante sobre el epitelio gdstrico [13]. H. Pylori puede atravesar el moco géstrico y
adherirse a las células epiteliales géstricas gracias a multiples proteinas de adhesion a la superficie. Las proteinas
de superficie se pueden unir también a proteinas del hospedador y esto ayuda a las bacterias a evitar la deteccién
inmunitaria [83]. De hecho, se considera que el sistema inmunitario puede contribuir al desarrollo del cancer gdstrico
durante la inflamacién crénica. Ademds, la inflamacién inducida por la bacteria da como resultado patrones alterados
de modificacién del ADN del huésped, que estd estrechamente relacionado con el riesgo de cancer [13]. A su vez, H.
Pylori puede promover la invasién, angiogénesis y metdstasis de las células cancerosas [15].

A pesar de la nociéon de que H. Pylori evoca una fuerte respuesta inflamatoria, es probable que el sistema

inmunitario sea insuficiente para eliminar la infeccién debido a los mecanismos de evasién del patégeno [13].
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3.6.2. Clasificaciones del cdncer gastrico

El cdncer gdstrico puede presentarse en etapas tempranas o avanzadas. El Céncer Géstrico Temprano (CGT)
es un carcinoma invasivo limitado a la mucosa o submucosa, independientemente del estado ganglionar. Esta etapa
no implica la tumorigénesis del cdncer, si no que estos son cdnceres gédstricos que a menudo se pueden curar.
Los pacientes con CGT no tratado, sobrevivirdn 5 anos sin tratamiento, donde el 70 % ya habra desarrollado
Céncer Gastrico Avanzado (CGA) [86]. Se considera que el tiempo promedio para que el cdncer géstrico progrese de
temprano a avanzado es de 39 meses [87]. La tasa de supervivencia general en CGT a 5 afios es mayor al 90 % después
de una gastrectomia (cirugfa de remocién total o parcial del estémago) [88]. La invasién serosa y las metdstasis
son consideradas como un mal prondstico y la mayoria de los pacientes mueren en estas condiciones de recurrencia
dentro de los 2 anos posteriores a una gastrectomia [89]. Cuando se diagnostica CGA la supervivencia no supera
los 12 meses y una vez diseminado, la supervivencia a 5 afios es inferior al 10 % [10].

Los CGAs estdn relacionados con estadios avanzados de la enfermedad y que compromete la capa muscular
propia del estémago y otras. Los CGAs pueden presentar varias apariencias macroscépicas, observe la Figura 3.17.
Una clasificacion divide a los carcinomas gastricos en cuatro tipos distintos: carcinoma polipoide (tipo I), carcinoma

fungoso (tipo II), carcinoma ulcerado (tipo III) y carcinoma infiltrativo difuso (tipo IV) [11].

a)

Tipo I
Polipoide

Tipo III
Ulcerado

Figura 3.17: Clasificaciones para el CGA. a) Patrones de crecimiento del CGA. b) Aspecto macroscépico del cédncer
géstrico avanzado segun la clasificacion de Borrmann (muestras quirdrgicas): (I) tipo 1 - polipoide; (II) tipo 2 -
fungoso; (IIT) tipo 3 - ulcerado; (IV) tipo 4 - infiltrativo. Recuperado y adaptado de [11].

El antro géstrico es el sitio méds comin de cdncer gédstrico en las poblaciones de América del Norte y Europa, de
acuerdo con el resto del mundo [11]. Habitualmente, en el antro géstrico se forman los adenocarcinomas gdstricos
de tipo intestinal. Solamente el tipo intestinal estd asociado con la gastritis crénica atréfica severa, metaplasia
intestinal y displasia en la mucosa vecina. Macroscépicamente, este tipo de tumor adopta la forma de polipoide,

fungoso o ulcerado con bordes elevados, mientras que el tipo difuso corresponde al tipo infiltrativo [90].
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3.6.3. Mecanismos de supervivencia del cancer géastrico

Los mecanismos de supervivencia tumoral se definen como los procesos empleados por el tumor para sobrevivir a una
respuesta inmunitaria y llevar a cabo la colonizacién tisular (metdstasis) en diferentes érganos. Como se ha descrito
anteriormente, H. Pylori ha sido identificada como un factor de riesgo para la tumorigénesis géstrica [12, 82], por
otro lado, el desarrollo del cdncer gédstrico es un proceso complejo caracterizado por una inestabilidad genémica y
de multiples procesos involucrados [9]. Para fines de este trabajo de investigacion, solo se enfocara en algunos de

los mecanismos de supervivencia del cdncer géstrico, los cuales son explicados resumidamente a continuacién.

3.6.3.1. Evasién-supresién inmunitaria

En la subseccién de Inmunologia del tumor, se describié el proceso de inmunovigilancia para eliminar un tumor en
crecimiento. Sin embargo, es evidente que el sistema inmunitario no siempre logra evitar el desarrollo del cédncer.
Derivado de la heterogeneidad de los tumores y por la presién del sistema inmunitario, el tumor va seleccionando
células tumorales que son resistentes a ser eliminadas por las células efectoras y escapan del reconocimiento
inmune, proceso denominado escape o evasién inmune. Ademds, el propio ambiente microtumoral es altamente
inmunosupresivo [17]. La inmunosupresién tumoral se debe a la liberacién alterada del contenido citosélico granular,
la presentacién disminuida de antigenos tumorales, asi como la inhibicién de la respuesta de las células T y B [7, 91].

Los niveles de antigenos tumorales se pueden modular facilmente en el microambiente tumoral por las
competencias entre células como las Células Dendriticas Inmaduras (CDIs), los fibroblastos y las células endoteliales.
Por lo tanto, muchos antigenos tumorales estdan regulados a la baja, lo que facilita la progresién del tumor. En
estas situaciones, las células T ignoran en gran medida los niveles insuficientes de antigeno tumoral (ignorancia
inmunitaria), lo que se suma a los efectos supresores de las CDIs en el microambiente tumoral. Adicionalmente, las
células CDIs inhiben la maduracién de las células dendriticas y la activacién de las células T, lo que conlleva a la
tolerancia inmunitaria [17].

En el desarrollo de céncer gastrico, H. Pylori genera mecanismos de evasién que incluyen la induccién de
una respuesta inmunitaria polarizada fuerte, la modulacién de la fagocitosis y la funcién de los neutréfilos, y la
inhibicién de la proliferaciéon de linfocitos. En tumores gédstricos con inflamacién crénica se ha encontrado que
la citocina proinflamatoria IL-13, puede provocar una funcién inmunosupresora mediante el reclutamiento de
Células Supresoras Derivadas de Mieloides (MDSC, por sus siglas en inglés), relacionadas con la invasién tumoral
y metdstasis [13]. Se ha informado que el aumento de las Células T Reguladoras (Tregs, por sus siglas en inglés) en
la circulacién y el tumor géstrico, resulta en un mayor riesgo de progresiéon tumoral. Ademds, la inmunosupresiéon

mediada por las Tregs se considera uno de los mecanismos de evasién inmunitaria cruciales en los tumores [92].

3.6.3.2. Angiogénesis

Como se describi6 en capitulos anteriores, la hipoxia es una de las principales causas del proceso de angiogénesis.
La hipoxia se ha asociado con una inmunosupresién potenciada, una respuesta terapéutica reducida, una progresiéon
maligna y una invasion local. La hipoxia es una caracteristica comin de los tumores sélidos, como el cdncer géstrico,

vinculdndosele a un mal prondéstico [92]. La induccién de la angiogénesis estd mediada por los factores angiogénicos
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liberados por las células tumorales de los cuales, el Factor de Crecimiento Endotelial Vascular (VEGF, por sus
siglas en inglés) se considera uno de los promotores més fuertes de la angiogénesis en los cdnceres gastricos de tipo
intestinal. La angiogénesis en cdncer gastrico también puede ser inducida por los macréfagos activados por las células
cancerosas gastricas, al producir varios factores de crecimiento, enzimas proteoliticas y citocinas. Adicionalmente,
se ha encontrado que la infeccién por H. Pylori induce una variedad de citocinas, factores angiogénicos, MMPs y
moléculas de adhesién. Pacientes con cdncer gédstrico infectados con H. Pylori muestran una mayor vascularizacién
tumoral que los pacientes con cdncer gédstrico después de la erradicacién del patégeno, sugiriendo que la infeccién

por H. Pylori influye en la angiogénesis [93].

3.6.3.3. Metadstasis

Las metédstasis son las causantes de la mayorfa de las muertes por cédncer. El cdncer gédstrico de tipo intestinal
tiende a hacer metdstasis en el higado de manera hematégena, mientras que el de tipo difuso es méds invasivo
y la diseminacién es predominantemente en el peritoneo (membrana serosa que cubre cavidades abdominales y
6rganos). El cdncer gastrico de tipo intestinal depende mds de la angiogénesis para la formacién de metdstasis [93].
Las MDSCs pueden inducir directamente la progresién tumoral y metdstasis mediante la produccién de MMPs
que facilitan la invasién tumoral [13]. Por otro lado, se ha demostrado que las células cancerosas géstricas estdn
relacionadas con la produccién de heparanasa, una enzima que participa en la remodelacién tisular y la migracién
celular, que finalmente conduce a la invasién y metdstasis [15].

El papel de H. Pylori en las metdstasis de los cdnceres gastricos es importante. Los datos de investigacién sugieren
que H. Pylori podria estimular una proliferacién elevada de células epiteliales géstricas con una tasa considerable
de mutacién [14]. Segun el estudio presentado en [15], H. Pylori estd significativamente asociada con la expresién
de la heparanasa, concluyendo que H. Pylori contribuye a la invasién y metédstasis del cdncer gdstrico. Sin embargo,

los mecanismos especificos de accién del patégeno para ejecutar estos procesos no estdn claros.

3.6.3.4. Canibalismo celular

El canibalismo de células cancerosas es un fenémeno temporal en el que el conjunto de una célula mas grande
contiene a una m&s pequena, a menudo en una gran vacuola citoplasmaética, detectdndose en células tumorales
cultivadas o en muestras de tumor [21]. La apariencia morfolégica del canibalismo es conocida cominmente como
célula~en-célula (cell-in-cell) porque estas células tienen un micleo en forma de media luna que a su vez contiene
otra célula mds pequena [22].

Las células tumorales pueden engullir o fagocitar otras células, incluidos los linfocitos y los eritrocitos, vivos o
muertos. Este fenémeno se ha asociado a la malignidad de los tumores derivado de las lesiones metastdsicas. El
canibalismo aumenta en condiciones microambientales hostiles, como el bajo suministro de nutrientes y de pH. En
tales condiciones, las células sanas y los linfocitos mueren o sus funciones se deterioran, lo que sugiere que tanto la
acidez microambiental como el canibalismo celular pueden representar un mecanismo de escape inmunitario [21].

El canibalismo celular se ha observado en varios canceres como el de vejiga, el de mama, el de pulmén, entre otros
[21, 22]. El canibalismo de células cancerosas hacia neutrsfilos apoptéticos ha sido reportado en adenocarcinomas

géstricos humanos [19] y en carcinomas micropapilares gdstricos [20]. Los neutréfilos apoptéticos no son funcionales
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y pierden la capacidad de moverse por quimiotaxis, generar un estallido respiratorio o desgranular. Esto tenderfa a
limitar la lesion del tejido tumoral y promover la resolucién inflamatoria, por lo cual, se hipotetiza que el canibalismo
de las células cancerosas géstricas hacia los neutréfilos es parte de un mecanismo de escape inmunitario [19].

En la Figura 3.18 se muestran algunos ejemplos de canibalismo de células cancerosas y células epiteliales (entosis).
Especificamente en la micrografia electrénica del inciso d) de la Figura 3.18; se observa el canibalismo de células
cancerosas de adenocarcinoma gastrico hacia los neutrofilos. El neutroéfilo canibalizado estd presente dentro de una
vacuola y exhibe algunos cambios apoptéticos [19].

a) d) .

Vacuola Entética

Célula
Exterior

Célula Interior

Figura 3.18: El canibalismo en células cancerosas. a) Proceso de entosis en el cual una célula epitelial viva y viable
es completamente internaliza por otra, formando la estructura cell-in-cell. Por lo general, la célula internalizada
es destruida y canibalizada por su anfitrién [94]. Este proceso es similar al de canibalismo de células cancerosas.
b) Estructura de cell-in-cell en células vivas con micleos tenidos de azul. ¢) El canibalismo de neutréfilos en un
carcinoma ductal salival humano. d) Canibalismo de células cancerosas hacia neutréfilos en un adenocarcinoma
géstrico. La micrografia electrénica compara un neutréfilo no apoptético (punta de flecha) con un neutréfilo
canibalizado (flecha). Imdgenes recuperadas y adaptadas de a,b) [94], ¢) [22] y d) [19].

3.6.4. Inmunoterapia para el cédncer gastrico

La eficacia de los tratamientos tradicionales contra el cdncer gédstrico, como la cirugfa, la quimioterapia y la
radioterapia, sigue siendo limitada para muchos de los casos [8, 95]. Aunque la etapa del tumor determina la
efectividad y estrategia del tratamiento, la cirugia se considera como la tnica terapia curativa para pacientes
con cdncer géstrico temprano [95]. Otros tratamientos como las inmunoterapias han logrado mejores resultados en
pacientes con otros tipos de tumor. Actualmente, se estdn acumulando esfuerzos de la comunidad médica y cientifica
para generar investigacién en torno a las inmunoterapias con el fin de mejorar el pronéstico de los pacientes con
céncer gastrico avanzado [16, 18, 95].

La inmunoterapia es el tratamiento de una enfermedad al inducir, mejorar o suprimir una respuesta inmunitaria
[16]. La inmunoterapia utiliza vacunas inmunitarias contra el tumor o anticuerpos antitumorales para activar el

propio sistema inmunitario [95, 96]. Existen dos tipos de inmunoterapias contra el cdncer, la activa y la pasiva.
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Las inmunoterapias activas utilizan componentes del propio sistema inmunitario del paciente para estimular la
respuesta inmunitaria contra los tumores. Las inmunoterapias pasivas utilizan componentes del sistema inmunitario
fabricados fuera del cuerpo, incluidos los anticuerpos monoclonales [16].

De los tipos de inmunoterapias activas, la Inmunoterapia Adoptiva Celular (ACI, por sus siglas en inglés) es
una de las mds viables para el tratamiento de tumores malignos [95]. Este tratamiento se basa en la administracion
de células T especificas con actividad anti-tumoral con el fin de desarrollar una respuesta inmunitaria rigurosa.
Los Linfocitos de Infiltracién Tumoral (TILs por sus siglas en inglés) es uno de los tipos de células que ha tenido
resultados prometedores en la inmunoterapia contra el cdncer gastrico [17, 18]. Los TILs son linfocitos aislados del
tumor del paciente y son amplificados via in vitro, observe la Figura 3.19. Se trata de una expansién masiva de los
TILs obtenidos de una pieza quirirgica o biopsia (una cantidad limitada que generalmente no pasa de los 100,000
linfocitos) hasta conseguir una cantidad suficiente de TILs. Luego de este producto fruto de la expansién (un proceso
que dura entre mes y mes y medio) [17], los TILs son inyectados en el sitio del tumor en cantidades grandes de 10
células [97] y se les administran niveles altos de interleucina 2 (IL-2) para promover la actividad anticancerigena
[96]. Los TILs son potencialmente ttiles porque ya reconocen algunos TAAs del tumor del que provienen [18].

La relacion entre infeccién, inflamacién y malignizacién ha sido ampliamente estudiada en el cdncer gédstrico,
sugiriendo que el tratamiento de inmunoterapia puede mejorar los resultados de esta enfermedad tan resistente a
la quimioterapia convencional [17]. Los tumores géstricos con alta carga tumoral estdn compuestos de un mayor
nimero de mutaciones que codifican neoantigenos haciéndolos méds reconocibles por el sistema inmunitario. De
acuerdo con [17], los pacientes con alta carga tumoral tienen una mejor supervivencia al emplear la inmunoterapia
como tratamiento. Los avances de la inmunoterapia contra el cdncer gastrico han sido algo eficaces, sin embargo,
se necesitan ensayos clinicos multicéntricos a gran escala para evaluar su eficacia [95]. Después de ello, el siguiente

tema critico serd seleccionar el mejor modo de tratamiento [16].

Paciente con
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Figura 3.19: Proceso de la Inmunoterapia Adoptiva Celular. Las células T especificas del tumor se extraen de
muestras tumorales resecadas, luego se expanden via in wvitro, seguido de una reinfusién en el paciente y la
administracion de IL-2 para el crecimiento de las células T. Recuperado y adaptado [96].
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Capitulo 4

Oncologia matematica

La Oncologifa Matemadtica es una rama de las Biomatemaéticas que busca estudiar una gran variedad de dindmicas
tumorales a través de su representacion matemédtica y computacional, utilizando teorfas y metodologias de las
matematicas aplicadas y las ciencias computacionales. Casi todos los fenémenos celulares de la oncologia pueden
ser modelizados para comprender la dindmica tumoral desde distintos escenarios y cuantificar la administracién de
dosis de algin tratamiento.

Hay muchos tipos de modelos matemédticos en la rama de la oncologia matemadtica, entre los mas utilizados
se encuentran los modelos deterministicos compuestos por ecuaciones diferenciales. Especialmente los sistemas de
EDOs proporcionan un marco més simple para explorar las complejas interacciones entre las células tumorales y
los diferentes tipos de células inmunitarias y de tejidos sanos [24, 26].

En décadas recientes, han sido desarrollados interesantes modelos matemé&ticos que describen la dindmica entre
el tumor y el sistema inmunitario (por ejemplo, [98, 99, 100, 101]). Particularmente, los modelos de mayor interés
para este trabajo son los modelos matemadticos basados en competencias entre poblaciones de células. Gran parte
de estos modelos estdn compuestos por EDOs que describen el crecimiento de cada poblacién celular mediante las
leyes de crecimiento tumoral aceptadas en la literatura [25, 26]. Estos modelos también emplean otros términos en
sus ecuaciones mediante la aplicacién de la ley de accién de masas y la funcién de saturacién de Michaelis-Menten.
En las siguientes secciones se presenta un resumen conciso de las leyes de crecimiento para poblaciones celulares,
la funcién de saturacion de Michaelis-Menten, la ley de accién de masas y las tasas de crecimiento y concentracién

celular utilizadas en los modelos matematicos de la oncologia matemaética.

4.1. Leyes de crecimiento de poblaciones celulares

Desde el punto de vista del modelizado matemético de poblaciones celulares, los oncélogos mateméticos estan
interesados en modelizar cémo los tumores crecen, invaden, hacen metdstasis y cémo pueden ser manejados
clinicamente. Los modelos de crecimiento tumoral tienen sus raices histéricas en los trabajos de Benjamin Gompertz
en 1825 y Verhulst en 1838 [25, 26]. Hasta ahora no existe un modelo universal que describa el crecimiento de células
tumorales (sin la interaccién de otras células), sin embargo, los modelos mds utilizados y sus soluciones se muestran
en la Tabla 4.1.

La ley de crecimiento exponencial es la ley més simple y fue propuesta en 1956 por Collins [25]. El modelo
de crecimiento exponencial estd fundamentado en que el crecimiento del tumor resulta de la proliferacién celular
exponencial (también llamado crecimiento malthusiano). Sin embargo, el crecimiento sin restricciones conduce a un

tamano infinito del tumor, lo cual no estd respaldado durante periodos prolongados en la mayoria de los tumores



Tabla 4.1: Leyes de crecimiento comtinmente utilizadas para poblaciones de células cancerosas [26].
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Ley de crecimiento Ecuacién \ Solucién ‘
Exponencial T =aT T (t) = Toe
20\ ]/0D

Potencia T =al® T()=|(1-b) (at + 107 7 >w
K Toeat

Logisti T=aT (1-0bT T#t) = 77—

ogistica aT ( ) (t) o (e — 1) 11

. 1 —at

Gompertz T=aol'In(1/0T) |T(t)= 7 (bTp)°
. TC

von Bertalanffy T=al|[bT) =1 | T(t) = 0 — 7
b (Tg (L—emeet) + )

T representa el nimero de células tumorales, ¢ es el tiempo, a, b y ¢ son pardmetros. En
cada caso la condicién inicial estd dada por T (0) = Tp.

solidos [25]. Cabe resaltar que la ley de crecimiento de potencia es la generalizacién del crecimiento exponencial [26].
La ley de potencia se aplica para explicar el crecimiento del tumor desde su superficie por la activa proliferacién de
las células cancerosas con el fin de estimular la angiogénesis.

La ley de crecimiento logistico fue propuesta en 1838 por Verhulst para describir el crecimiento de una poblacién,
sin embargo, hasta el anio 1923 fue utilizada por Thorburn Robertson para modelizar la dindmica del tumor [25]. El
pardametro a de la ecuacion logistica representa la tasa de crecimiento intrinseco de la poblacién de células cancerosas
y 1/b representa la capacidad de carga tumoral méxima [25, 26]. El modelo logistico ha sido utilizado en muchos
modelos que describen la dindmica entre el tumor y el sistema inmunitario, donde ha servido como una descripcién
matemadticamente simple del crecimiento tumoral inmunolégicamente no afectado.

La ley de crecimiento de Gompertz fue creada en 1825 por Benjamin Gompertz con un enfoque hacia la
mortalidad humana en aquel tiempo. Para el ano 1934, Casey ajusté el modelo Gompertz a los datos de crecimiento
tumoral [25]. La ecuacién de Gompertz que se muestra en la Tabla 4.1, es una version simplificada donde el pardmetro
a simboliza la tasa de crecimiento intrinseco de la poblacién tumoral y 1/b representa la capacidad de carga tumoral
méxima. La ley de Gompertz describe con éxito el crecimiento tumoral de ciertos tipos de leucemias, ademés ha
sido aplicada satisfactoriamente para representar la quimioterapia en el tumor [25].

La ley de crecimiento de von Bertalanffy fue propuesta en 1960 por el mismo autor que lleva su nombre [25].
Esta ley estd basada en principios alométricos, es decir, von Bertalanffy propuso que las tasas de crecimiento y
degradacién del tumor son proporcionales a la potencia del tamafio del tumor [25]. En la ecuacién general de von
Bertalanffy de la Tabla 4.1, el pardmetro a representa la tasa de crecimiento intrinseco de la poblacién tumoral,
1/b simboliza la capacidad de carga tumoral méxima y ¢ es una constante para ajustar la escala del tumor. Si
se considera el caso en el que la proliferacién tumoral escala al drea de la superficie del tumor y si se asume que
¢ = —1/3, se obtiene la ecuacién cldsica de von Bertalanffy

T =ar [(b1) "% - 1} = aT?/3 (1 - 6T1/3) : (4.1)

donde a = ab~'/3 y B = b!/3. La Ecuacién (4.1) puede representar un tumor avascular en forma de esfera donde
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la proliferacién est4 limitada por los nutrientes y solo algunas células a una distancia relativamente pequena de la
superficie tienen suficientes nutrientes para dividirse [25]. El pardmetro « representa ahora la tasa de crecimiento
intrinseco de la poblacién tumoral y 1/ B2 es la capacidad de carga méxima.

Las simulaciones numéricas de los modelos de crecimiento tumoral de la Tabla 4.1, se presentan en la Figura
4.1. La eleccién de la ley de crecimiento depende principalmente del tipo de célula cancerosa, la etapa de progresién
tumoral y la ubicacién del tumor. Las cientificas de Pillis-Radunskaya sugieren en [26], utilizar el modelo de
crecimiento exponencial para describir el crecimiento tumoral en una etapa temprana, sin embargo, el modelo
de crecimiento logistico que exhibe un crecimiento autolimitado suele ser mdas apropiado para el crecimiento en
etapas posteriores. En caso de utilizar datos empfiricos, el modelo de crecimiento que se deberd utilizar serd el que
mejor se ajuste a los datos [26]. Por ejemplo, el modelo de Gompertz ha tenido un éxito notable en la descripcién

de las curvas de crecimiento de varios tumores.

=
E -
T =aT
——T =aT"
—— 7T =aT(1-bT)
T0) =T, —— T =)
(ti,z:) = (0,0) t
= =
&~ &~
——T =aT ln(biT) T aT?3(1 — BTY3)
* __ p—1 * —
T(O):To' -—--T 7b T(O):To‘ -==T :Bg

Figura 4.1: Series de tiempo de las leyes de crecimiento tumoral presentadas en la Tabla 4.1. Para representar la
ley de crecimiento de potencia se considera a la superficie del tumor como la raiz cuadrada del volumen, es decir,
T = aT'/2. Para simular la ley de crecimiento de von Bertalanffy, se considera el caso de un tumor avascular con
proliferacién tumoral en su superficie, el cual esta representado mediante la ecuacién a1%/3 (1 — BTY 3).

Los modelos logistico, Gompertz y von Bertalanffy muestran crecimientos que se categorizan como sigmoidales
porque el crecimiento tumoral sigue una curva sigmoidea en forma de "S”. Todas las curvas sigmoideas tienen una
asintota superior e inferior (la asintota superior es el tamafio maximo del tumor o la capacidad de carga maxima)
[25], observe la Figura 4.1. Las curvas sigmoideas estdn compuestas por fases de crecimiento observadas en cultivos

celulares. Por ejemplo, los cultivos de células y microbios exhiben cuatro fases de crecimiento:
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= Fase I o fase de latencia: durante esta fase las células permanecen sin actividad relevante dado que se estan

adaptando a las condiciones de cultivo a partir de la inoculacién.

= Fase II o fase exponencial: en esta etapa las células estdn proliferando activamente, por lo cual la poblacién
crece de manera exponencial. La velocidad con la que lo hacen depende de los medios de cultivo y los tipos

de células.

= Fase III o fase estacionaria: etapa en la que los nutrientes se agotan y la proliferacién cesa. Hay actividad

metabdlica de sintesis y energfa.

= Fase IV o fase de muerte: las células ya no proliferan debido a su ciclo celular, por lo cual comienzan a

morir por lisis celular.

Las fases de crecimiento microbiano se ilustran en la Figura 4.2 a). Por otro lado, las células cancerosas
generan mecanismos que les permiten sobrevivir y evitar la muerte celular bajo un proceso denominado senescencia
celular, el cual estd asociado al crecimiento de tumores. Las células senescentes dejan de proliferar y permanecen
metabdlicamente activas, pero pierden la capacidad de reingresar al ciclo celular activo [5]. Las fases de crecimiento
tumoral en una curva sigmoidea son la Fase I (fase exponencial inicial), la Fase IT (fase lineal) y la Fase III (fase de
senescencia). En la Figura 4.2 b) se muestra un ejemplo del crecimiento de fibroblastos humanos con senescencia.
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Figura 4.2: Fases de crecimiento microbiano y de curvas sigmoideas. a) Fases de crecimiento microbiano observado
en cultivos. b) Fases de crecimiento de fibroblastos humanos en cultivo realizado por Leonard Hayflick. Algunas
células comenzaron a proliferar después de la explantacion del tejido vivo en cultivo (Fase I). Después algunas células
proliferan de manera robusta durante aproximadamente 60 duplicaciones (Fase II) antes de entrar en senescencia
(Fase III). Las células senescentes podrian permanecer vivas hasta por un afio [5]. Recuperado y adaptado [5].

4.2. Funcion de saturacion de Michaelis-Menten

En 1913, Leonor Michaelis y Maud Menten informaron sobre una funcién matematica que describe la velocidad

de una reaccién enzimédtica. La funcién representa la relacién matemadtica entre la concentraciéon de sustrato y la
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velocidad de las reacciones enziméticas medida por la tasa de formacién del producto (también conocida como la

velocidad de la reaccién) [97]. Esto tltimo se representa mediante la siguiente ecuacion,

[S]
[S]+ Ku’

donde Vj,sx representa la velocidad méxima de reaccién, Ky es la denominada constante de Michaelis y S es la

V(S) = Vinax (4.2)

concentracién de sustrato. La Ecuacién (4.2) genera una curva hiperbdlica que se muestra en la Figura 4.3. A
concentraciones de sustrato muy bajas, la velocidad de la reaccién aumenta linealmente con la concentracién de
sustrato. Con concentraciones elevadas de sustrato, las moléculas enzimédticas individuales funcionan a su méxima
capacidad y limitan su velocidad. Por lo tanto, a medida que estd presente una concentracién cada vez mayor de
sustrato en la mezcla de reaccién, la enzima se acerca a un estado denominado saturacién. La velocidad inicial en

este punto de saturacién tedrico se denomina velocidad méxima (Viyax) [97].

Vox p———————— —— === -

/ Reaccion Catalizada por Enzimas

Velocidad de Reaccion Inicial

Reaccion No Catalizada por Enzimas

KM =
Concentracion de Sustrato [S]

Figura 4.3: Curva hiperbdlica de la relacién entre la tasa (velocidad) de una reaccién catalizada por enzimas y la
concentracién de sustrato. La concentracién de sustrato a la que la reaccién se encuentra a la mitad de la velocidad
méxima (Vinax/2), es el valor de la constante de Michaelis. Recuperado y adaptado de [97].

Como se ha descrito anteriormente, la presencia de las células tumorales estimula la produccién de nuevas
células efectoras y el reclutamiento de estas células efectoras al sitio del tumor [26]. La interaccién entre las células
cancerosas y las células inmunitarias especificas del tumor sigue la cinética de Michaelis-Menten porque la infiltracién
de las células inmunitarias en el tumor a menudo estd restringida por la estructura cancerosa [17]. Ademds, existe
un limite de la velocidad con la que el cuerpo puede producir las células inmunitarias, es decir, la produccién de
estas células se satura [26]. Dado que las células inmunitarias se activan y estimulan a través de interacciones entre
proteinas (antigenos y citocinas), es probable que los niveles altos de antigenos y citocinas tengan un efecto de
saturacién en estas células. Por lo tanto, las células cancerosas procesadas por células efectoras reclutan a otras

células efectoras a través de una dindmica de Michaelis-Menten, la cual se expresa mediante la siguiente funcién:

a8 _
dt ~ s+T

(4.3)
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donde las variables F y T representan la concentracién de células efectoras y la concentracion de células tumorales.
El pardmetro p es el nivel de saturacién o la tasa de proliferacion méxima de células efectoras y el pardmetro s es el
coeficiente de inclinacién o la concentracion de células tumorales para la media proliferacién méxima de las células
efectoras [26]. En la Figura 4.4 se muestra la simulacién de la Ecuacién (4.3) que describe efecto de saturacién en

las células efectoras.
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Figura 4.4: Simulacién de la funcién de saturacién para células efectoras con base en la cinemética de Michaelis-
Menten [26].

4.3. La ley de acciéon de masas y los modelos de competencias

La ley de accién de masas es utilizada cominmente para modelizar las interacciones bioquimicas y celulares
mediante EDOs. Esta ley fue derivada experimentalmente y reportada por Waage y Guldberg en 1864 [102]. La
ley se origina en los principios de las reacciones enzima-sustrato y establece que cuando dos o mds reactivos estdn
involucrados en una reaccién, sus velocidades de reaccién son proporcionales al producto de sus concentraciones.

En el contexto del modelizado de poblaciones celulares, esta ley establece que las interacciones de dos poblaciones
de células ocurren proporcionalmente al nimero de colisiones entre ellas. Mateméticamente, si la poblacién ab se
forma a través de interacciones entre las poblaciones a y b en cualquier instante de tiempo ¢, entonces la ley de

accion de masas se describe mediante la siguiente EDO:

==k b]. (4.4)

Gran parte de los modelos matemaéticos de competencias entre células cancerosas y células inmunitarias, asumen
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una dindmica de accién de masas. Por ello, los modelos de crecimiento tumoral son presentados como modelos
de presa-depredador entre células cancerosas y efectoras, en los cuales se aplica la ley de acciéon de masas. La
relacién presa-depredador fue desarrollada por Lotka en 1910 y posteriormente por Volterra en 1925 [102]. Para
esta relacién se asumen la existencia de dos especies en un ecosistema, una de ellas la presa y la otra el depredador.
Si el depredador y la presa estdn presentes, el contacto entre ellos proporcionard una fuente de alimento para el
depredador, lo que le permitird extender su supervivencia y posiblemente aumentar, pero hard que la poblacién de

la presa disminuya. El modelo que describe la dindmica entre las presas y los depredadores es el siguiente:

d
d—f = za — by, (4.5)
d
d—gz = —cy+ day, (4.6)

donde x e y representan el nimero (o densidad) de individuos de las especies presa y depredador, los pardmetros a,
b, ¢ y d son constantes positivas. De acuerdo con el modelo Lotka-Volterra, los niveles de poblacién de depredadores
y presas oscilan con el tiempo, y los depredadores se quedan atréds de las presas [102].

En 1994, Kuznetsov et al. [101] aplicaron los conceptos de Lotka-Volterra considerando como presas a las células

tumorales y depredadores a las células efectoras, dando lugar al siguiente sistema de EDOs:

dE oT

— = ——FE -mET —dE 4.
dt ot g+T " ’ (47)
dr

— = aT(1-bT)—nET, (4.8)

donde E(t) representa la poblacién de células efectoras, T'(¢) la poblacién de células tumorales y s, p, g, m, d,
a, n 'y b son pardmetros positivos. La poblacién de células tumorales T'(t) tiene un crecimiento logistico donde
b~! es la capacidad de carga méxima del tumor y a la tasa de crecimiento tumoral. El término nET describe la
muerte de células tumorales en cada encuentro con las células efectoras. En la Ecuacién (4.7) el término s es el flujo
constante de células efectoras, d es la tasa de muerte natural y —mFET describe la inactivacion de células efectoras al

interaccionar con las células tumorales. El término

pTTE representa la funcién de saturacién de Michaelis-Menten
que describe la respuesta inmune hacia el tumor [26, 101]. En el contexto de la dindmica presa-depredador, la tasa
de interaccién por una dindmica de accién de masas asume que todas las células inmunitarias tienen la misma
probabilidad de interactuar con cualquier célula tumoral (asume homogeneidad espacial) [26].

El modelo de Kuznetsov describe varias caracteristicas importantes en la dindmica de los tumores inmunogénicos,
como patrones de crecimiento celular oscilatorio vinculados a ciertas leucemias y periodos de latencia tumoral. El
estado de latencia sucede cuando el tumor permanece con poco o ningin aumento en la poblacién de células
tumorales durante un tiempo prolongado. Posteriormente, el tumor crece hasta aproximadamente 10° células, lo
que se considera peligroso de acuerdo con las unidades del modelo de Kuznetsov [26, 101].

Msds adelante, el modelo de Kuznetsov fue generalizado por Kirschner y Panetta en 1998 [98] con el fin de
realizar predicciones para comprender la inmunoterapia contra el cdncer. Kirschner-Panetta introdujeron una tercera
ecuacioén en el modelo Kuznetsov para representar a las moléculas citoquinas que juegan un papel importante en la

comunicacién de las células inmunitarias y la inmunoterapia. El modelo matemé&tico se presenta a continuacién:
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— = I —pu,FE 4.
dt c :u’2 +91+C+Sl, ( 9)
dT aET

— = T(1-0bT)— 4.10
dt "2 ( ) ga + T’ ( )
dC ngT

— = — usC 4.11
dt g3 + T M3 =+ 52, ( )

donde E(t) representa la concentraciéon de células efectoras, T'(t) la concentracién de células tumorales, C(t) la
concentracién de moléculas efectoras y ¢, fo, D1, g1, 81, T2, @, b, g2, P2, g3, [t3 ¥ S2 son pardmetros positivos.

La Ecuacién (4.9) describe la tasa de cambio de las células efectoras. Esta poblacién es estimulada a través de
p]_EC

los términos cT' y . El término cT representa el reclutamiento debido a la presencia directa del tumor, donde

el pardmetro ¢ sirgéoliza la antigenicidad del tumor, es decir, que tan diferentes son las células tumorales de las
propias [98]. El otro término de crecimiento de la forma de Michaelis-Menten representa la proliferacién mediante
el cual las células efectoras son estimuladas por la citoquina Interleucina-2 (IL-2). El término —u,E simboliza la
muerte natural de las células efectoras. El iltimo término s; es un pardmetro de tratamiento de IAC que representa
una fuente externa de células efectoras como las células TILs.

La Ecuacién (4.10) describe la tasa de cambio de las células tumorales. El crecimiento de las células cancerosas
se modeliza con la ecuacién logistica. El segundo término es la eliminacién de las células tumorales por las células
efectoras a una velocidad a mediante la funcién de Michaelis-Menten. La constante de velocidad a representa la
fuerza de la respuesta inmunitaria.

La Ecuacién (4.11) describe la tasa de cambio para la concentracién de IL- 2. El crecimiento de la concentracién
de IL-2 estd dada por las células efectoras estimuladas por la interaccién con las células tumorales, lo cual estd
representado con la funcién de Michaelis-Menten para explicar la producciéon autolimitante de IL-2. El término
—p5C representa la tasa de pérdida o degradacién de IL-2. Finalmente, sy es un pardmetro de tratamiento que
simboliza una entrada externa de IL-2 en el sistema.

El sistema (4.9)-(4.11) exhibe oscilaciones en el corto plazo en el tamano del tumor, asi como las recaidas del
tumor en el largo plazo. Ademsds, el sistema puede mostrar comportamiento caético [98]. Los autores, utilizando
andlisis de estabilidad local y teoria de la bifurcacién moderna, clasificaron las dindmicas de las soluciones y la
estabilidad de los puntos de equilibrio libres de tumor de su modelo. El modelo de Kirschner-Panetta fue estudiado
en 2012 por Starkov y Coria [55], con el fin de analizar la dindmica global del sistema mediante el método de LCCI.
Calcularon cotas supremas e inferiores de las concentraciones de las poblaciones celulares y presentaron condiciones
suficientes para la estabilidad asintética global en el equilibrio libre de tumor.

Tanto el modelo de Kuznetsov como el de Kirschner-Panetta han servido de inspiracién para el disefio de otros
modelos matemdticos interesantes como los trabajos de dePillis-Radunskaya [27, 100, 103]. Por lo tanto, estos
modelos pueden ser utilizados como base para construir otro sistema con enfoque hacia los mecanismos biolégicos

que caracterizan al cdncer gdstrico.
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4.4. Concentracién y tasas de crecimiento celular

En un modelo matemético de cdncer es importante definir valores y unidades para los pardametros y las variables
con la finalidad de calibrar el modelo propuesto. Generalmente, los cientificos asignan a sus variables de estado las

siguientes unidades

g _ # dectlulas
dt  unidad de tiempo’

La unidad de tiempo puede ser segundos, minutos, dias, meses, etc. La mayoria de los cientificos estiman los valores
de sus pardmetros a partir de los datos disponibles, otros los hipotetizan desde el conocimiento bésico del sistema.
En la realidad, los pardmetros pueden variar mucho de un individuo a otro, por lo que se pueden usar miiltiples
conjuntos de datos para obtener rangos de pardmetros aceptables [100]. Gran parte de los valores de los pardmetros
se encuentran en estudios in vivo e in vitro que miden tasas o cantidades de estado estacionario en células [103].

Algunos pardmetros tienen unidades de frecuencia, por ejemplo, varias tasas de crecimiento de células tienen
unidades de dias~! [98, 101, 103]. Este tipo de unidad indica la cantidad de veces que ocurre el proceso que describe
el pardmetro en cuestién. Las reacciones intercelulares se describen mediante tasas de interaccién que suelen tener
unidades de células™! por tiempo~! [103]. Hay pardmetros que estdn vinculados a tejidos, como la capacidad de
carga maxima de las células cancerosas y la saturacion de las células efectoras, los cuales tienen unidades de volumen.
Un ejemplo de una unidad de volumen es la capacidad de carga maxima de 10° células tumorales (1 mm? de tumor)
[104]. Otros ejemplos de capacidades de carga mdxima en tumores sélidos son 1 x 10% células [98, 103], 5 x 10°
células [105], 1 x 10 células [27], 1.02 x 10 células [100], entre otros.

El tamafio celular se mide como masa o volumen (o didmetros), y la relacién de estos dos pardmetros es la
densidad. La masa es el peso de una muestra (medida en gramos), mientras que la densidad celular es la relacién
de su peso con respecto al volumen (gramos/litro). En pocas palabras, la densidad celular se refiere al nimero de
células por unidad de volumen [106]. Algunas equivalencias aproximadas entre los volimenes y las masas de las
células tumorales y las células inmunitarias, se muestran en la Tabla 4.2.

Comiunmente, las células del cuerpo humano tienen un didmetro de 10 pum a 15 pm. Algunos linfocitos tienen
didmetros pequenos que oscilan entre 6 a 9 pum, mientras que otros cuentan con didmetros grandes de 9 a 15 um
[107]. La tasa de produccién de linfocitos es de un rango del 1-2 x 10° células por dfa [108], para los neutréfilos
humanos es 0.85 a 1.6 x 109 células por dia [107] y las células dendriticas de 0.06 x 10° células por dia [109]. La
tasa de produccién de células cancerosas puede variar segin los datos utilizados y el tipo de tumor, por ejemplo,
de Pillis estima un valor de 0.514 x 10° células por dia [26].

Todos los tumores humanos son clonales, en el sentido de que todas las células neoplédsicas de la masa tumoral
tienen sus raices en una célula ancestral comin derivada de la tumorigénesis. Para detectar a un clon maligno, se
necesitarfa un umbral de detectabilidad de 10~ [110]. El volumen de un centfmetro ctibico (em?) dentro de una
masa de células tumorales contiene aproximadamente 10° células. Un tumor potencialmente mortal tiene un tamafio
de 103 em3. El umbral de detectabilidad clinico actual es entre 107 y 10° células tumorales [5], mientras que una
concentracién de aproximadamente 1012 células tumorales (1 kg) culmina en la muerte del paciente [5, 110]. En la

Figura 4.5 se muestran dos gréficas de los umbrales de detectabilidad tumoral con base en el nimero de células.
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Tabla 4.2: Equivalencias entre diferentes tipos de células con su volumen y masa.

Nimeros de Tipo de Volumen Promedio Masa Volumen
células célula en metros cibicos (m?®) | en gramos (g) | en litros (1)
Linfocito 200 pm3 [106] 0.25 ng 0.2 pl
1 Neutréfilo 300 um3 [106] 0.30 ng 0.3 pl
Dendritica 1000-1500 pm? [111] 1-1.5 ng 1-1.5 pl
Cancerosa 1000 pm? [106] 1 ng [106] 1 pl [110]
Linfocito 0.2 mm? 250 pg [112] 0.2 pul
1 x 108 Neutrdfilo 0.3 mm3 300 pg 0.3 pl
Dendritica 1-1.5 mm? 1-1.5 mg 1-1.5 ul
Cancerosa 1 mm3 1 mg 1 pl
Linfocito 0.2 cm? 0.25 g 0.2 ml
1 x 10° Neutréfilo 0.3 em? 03¢ 0.3 ml
Dendritica 1-1.5 em? 1-1.5 g 1-1.5 ml
Cancerosa 1 em3 [110] 1 g [110] 1 ml
Linfocito 0.2 dm? 250 g 0.21
1 x 102 Neutréfilo 0.3 dm? 300 g 0.31
Dendritica 1-1.5 dm? 1-1.5 kg 1-1.51
Cancerosa 1 dm? 1 kg [110] 11
a) ; b)
100 4 A
T WL S Muerte del Paciente
g 72}
= 8
g 10 Ig;:ir;,iel !T:) 10%4 -1- R MR Umbral Actual para
E (102 células) % la Deteccion Clinica
3 o
21 tumor palpable & 106
\% por I:;rirflera vez g S Remkcia
= (109 células) Z. Angiogénico emision
tumor visible por g |
0.1 primera vez en rayos X 10
(108 células)

1 10 20

30 40

duplicacion de la poblacion de células
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Figura 4.5: Generaciones de células tumorales formando la masa tumoral que culmina con la muerte del paciente. a)
El crecimiento de un tumor, desde un tamano detectable hasta potencialmente mortal, puede estar relacionado con
el nimero minimo de duplicaciones de la poblacién celular de las células cancerosas asociadas al tumor. Las 10'2
células parecen haber surgido después de 40 ciclos de crecimiento y divisién exponencial desde la célula fundadora
(1012 & 249) [5]. b) Curva de crecimiento de Gompertz de un tumor sélido y su relacién con la deteccién clinica. La
transicion de la nutricién limitada al proceso de neovascularizacién para adquirir mayores nutrientes se le denomina
switch angiogénico. La remisién se muestra como la incertidumbre del nimero de células que va desde cero hasta el
umbral clinico actual. Recuperado y adaptado de a) [5], b) [110].
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Capitulo 5

Desarrollo y resultados

En este capitulo se propone y estudia un modelo matemético de crecimiento de adenocarcinoma géstrico de tipo
intestinal bajo tratamiento con Inmunoterapia Adoptiva Celular (IAC). Este modelo describe las interacciones entre
una poblacién de células cancerosas gastricas y dos poblaciones de células inmunitarias llamadas células dendriticas
y células T. El modelo estd compuesto por un sistema de tres ODEs de primer orden y exhibe distintas dindmicas
cualitativas en el espacio de fase, como puntos de equilibrio, érbitas periddicas y ciclos limite. La primera seccién de
este capitulo comienza con la formulacién del modelo mateméatico mediante suposiciones bioldgicas, la descripcion
de las ecuaciones de estado, la obtencién de valores cualitativos para los pardmetros del modelo, la determinacién
de la positividad del sistema y algunas simulaciones numéricas preliminares. Después, se presentan todos los puntos
de equilibrio del modelo y se realiza un anélisis de la estabilidad local del sistema en el punto de equilibrio libre de
tumor. Adicional a lo anterior, se presentan dos graficos de dispersién para estudiar la estabilidad local de todos los
equilibrios. Posteriormente, se utiliza el método de LCCI para definir el dominio de localizacién donde se encuentran
todas las dindmicas que presenta el modelo. Los limites de tal dominio establecen las concentraciones maximas y
minimas de las poblaciones de células que se estudian en este trabajo. Finalmente, aplicando el método directo
de Lyapunov, los limites del dominio de localizacién y el principio de invariancia de LaSalle, es posible definir
condiciones suficientes sobre el pardmetro de tratamiento de IAC para eliminar la poblacién de células cancerosas

gastricas. Adicionalmente, se presentan simulaciones numéricas para verificar los resultados analiticos obtenidos.

5.1. Modelo matematico

El crecimiento del tumor y su interaccién con el sistema inmunitario presentan mecanismos ya conocidos que
pueden ser modelizados a través de un sistema de EDOs de primer orden. Posteriormente, mediante un analisis
matemaético y simulaciones numéricas, se proporcionan predicciones de la enfermedad que conducen a la compresién
clinica para avanzar en el desarrollo de tratamientos como las inmunoterapias [26].

En virtud de la aplicacién de las biomatemdticas para comprender la dindmica entre el tumor y el sistema
inmunitario, el interés de este trabajo es analizar matematicamente la dindmica a largo plazo de un adenocarcinoma
gastrico de tipo intestinal y su interaccién con el sistema inmunitario bajo tratamiento de TAC. La literatura sobre
modelos matemaéticos que describen estas interacciones es limitada, por lo tanto, se propone un modelo matemaético
compuesto por un sistema de tres EDOs de primer orden capaz de reflejar la respuesta tumoral al considerar la
aplicacién del tratamiento de IAC. El modelo consta de tres poblaciones de células, las células de adenocarcinoma
géstrico (células cancerosas géstricas), células presentadoras de antigenos (células dendriticas) y células efectoras de

la respuesta inmunitaria adaptativa (células T). Ademds, se consideran aspectos interesantes como el canibalismo
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celular y la presencia prolongada de una poblacién de H. Pylori que podrian estimular el crecimiento y supervivencia
del céncer gédstrico més alla de su capacidad de carga inicial. El modelo estd disenado con base en un conjunto de
suposiciones biolégicas que describen la dindmica entre el tumor géstrico y el sistema inmunitario, y la aplicacién del
tratamiento de IAC. Las suposiciones biolégicas son presentadas en la siguiente subseccién, asi como la descripcién
de las ecuaciones de estado del modelo, la determinacién de la positividad del sistema y algunas simulaciones

numéricas preliminares.

5.1.1. Suposiciones biolégicas

Las suposiciones sirven para reducir la complejidad de un sistema del mundo real y abstraer informacion de
éste mediante técnicas matemadticas. Las suposiciones biolégicas utilizadas en este trabajo estdn fundamentadas en
la literatura de la biologfa celular y molecular del cdncer gdstrico, de la inmunologia tumoral y de la oncologfa

matemadtica. Las suposiciones son las siguientes:

1. La escala de tiempo es por meses debido a que la poblacién de células cancerosas gastricas crece en un periodo

de meses a anos.

2. Un adenocarcinoma géstrico de tipo intestinal presenta inmunogenicidad para inducir una respuesta
inmunitaria. En ausencia de dicha respuesta, existe un crecimiento de la poblacién de células cancerosas
géstricas [16, 17], descrito por la ley de crecimiento logistico. El modelo logistico es uno de los mayormente

aceptados para describir el crecimiento de una poblacién de células cancerosas [26].

3. Existe evidencia morfol6gica en [19, 20] de células tumorales de adenocarcinomas gastricos avanzados que
canibalizan neutrdéfilos. No obstante, en otros cdnceres hay evidencia de canibalismo de células malignas hacia
otras células inmunitarias, como las células T citotéxicas [21, 22]. En este sentido, se asume que las células

cancerosas canibalizan a las células T' como una forma de evadir la respuesta inmunitaria.

4. Existe una proliferacién anormal de células epiteliales gastricas por la presencia de la bacteria H. Pylori, lo cual
incrementa la tasa de mutacién en estas células y contribuye al desarrollo de un adenocarcinoma géstrico.
Posteriormente, H. Pylori estimula la proliferacion de células cancerosas gédstricas una vez desarrollado el

adenocarcinoma [9, 14].

5. Las principales CPAs, las Células Dendriticas (CDs), permanecen en un estado homeostético, sin embargo,
son activadas por el estimulo de sus receptores celulares al identificar a los TAAs de las células cancerosas
[17, 78, 113]. La poblacién de CDs crece logisticamente como respuesta a la presencia del cdncer derivado de

su activacién, considerando una constante de carga méxima durante la respuesta inmunitaria.

6. Después de presentar los antigenos tumorales a las células efectoras de la respuesta adaptativa, especificamente

a las células T, las CDs maduras mueren por apoptosis [113].

7. Las células T se activan, viajan hacia el sitio del tumor y son capaces de matar por lisis a las células tumorales

al interaccionar con ellas [17, 78].
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8. Existe una muerte natural de células T [26, 64].

9. Eventualmente las células T se inactivan [26, 78, 113] después de un cierto nimero de encuentros con las

células cancerosas como consecuencia de la evasién y supresién inmunitaria del tumor [21, 22].

10. La cantidad de la poblacién tumoral eliminada por la IAC depende de la cantidad de células T suministradas

por el tratamiento.

11. En el modelo no se incluye a otras poblaciones de células, dado que se busca representar de una forma simple los
principales mecanismos relacionados al crecimiento de un adenocarcinoma géstrico de tipo intestinal. Tampoco
se consideran temas profundos de la biologia molecular del cdncer géstrico, ni aspectos bacteriolégicos como

la colonizacién de la mucosa géstrica por H. Pylori.

5.1.2. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias del Modelo

En esta subseccién se presenta el modelo matemédtico de este trabajo. El modelo tiene lugar en una escala
celular y detalla los mecanismos microbiolégicos que ocurren durante el crecimiento de un adenocarcinoma gastrico
de tipo intestinal. La poblacién de células cancerosas gdstricas se denota por z(t), la poblacién de CDs por y(t) y
la poblacién de células T por z(t). Las interacciones entre el sistema inmunitario y las células cancerosas gdstricas

estd representado por el siguiente sistema de tres EDOs de primer orden:

= azx(l—p,x) + Ny + 0px2 — VT2 (5.1)
Crecimiento logistico de x Promocién por H. Pylori Canibalismo celular Respuesta inmunitaria

y = ayy(l—=B,y)  + yTy - YE (5.2)

—— ~ S~~~

Crecimiento logistico de y ~ Activacién de CDs  Muerte de CDs

z = 3,yz - v, Tz — 2 + Q (5.3)

S~~~ S~~~

Activacién de células T TInactivacién de células T~ Muerte natural ~ Tratamiento de IAC

donde av, B My Ozs Vs Ay By Oy Vyy» 025 Vs f, Y iz SON pardmetros positivos. Las condiciones iniciales generales

de las Ecuaciones (5.1)—(5.3) son

z(0) =z0, y(0) =10, 2(0)= 20,

donde cada uno de estos valores iniciales pertenece a Rt y los valores especificos son introducidos posteriormente
cuando se presentan las soluciones numéricas del modelo. Cabe senalar que la dindmica del sistema (5.1)—(5.3) se

encuentra localizada en el octante no negativo definido por:

Ry o= {z(t) >0, y(t) >0, z(t) > 0},

bajo la propiedad de positividad para sistemas dindmicos establecida por De Leenheer et al. [19] y la cual serd
demostrada para este sistema en la siguiente seccién. La Figura 5.1 proporciona al lector un esquema de las

interacciones entre las variables y los términos empleados en el modelo.
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— Kfecto positivo.
— Kfecto negativo.
Tratamiento con IAC.

Muerte celular.

@ Células cancerosas gastricas.

Figura 5.1: Diagrama esquemadtico de las interacciones entre las variables de estado y los términos empleados en el
modelo. Los pardmetros que aparecen en este diagrama esquemadtico se describen en la Tabla 5.1.

La Ecuacién (5.1) define la razén de cambio de la poblacién de células cancerosas gastricas, donde el primer
término de la izquierda representa el crecimiento logistico de las células tumorales en el cual 1/, es la capacidad
de carga mdxima y o, la tasa de crecimiento de esta poblacién. El segundo término 7,2 simboliza el crecimiento
exponencial de la poblacién de células tumorales por la estimulacién de una poblacién constante de H. Pylori
adherida a la mucosa infectada. El tercer término ,xz representa el canibalismo de las células cancerosas hacia las
células T, siendo un beneficio para la supervivencia del tumor en condiciones metastédsicas. Por tltimo, en el cuarto
término y,xz se considera la muerte de células cancerosas debido a una respuesta inmunitaria efectuada por las
células T. Cabe resaltar que la respuesta inmunitaria se vuelve més fuerte en presencia del tratamiento de TAC.

La Ecuacién (5.2) define la razén de cambio de las CDs, donde el primer término de la izquierda representa el
crecimiento logfstico de CDs durante la respuesta inmunitaria causada por el término de activacién dyzy de esta
poblacién al interaccionar con las células tumorales. El crecimiento logistico es asumido por simplicidad del sistema
y limitar la cantidad mdxima de CDs durante la respuesta inmunitaria. El tercer término v, yz simboliza la muerte
de las CDs maduras al presentar los TAAs a las células T.

La Ecuacién (5.3) define la razén de cambio de las células T, donde el primer término de la izquierda §,yz
simboliza la activacién de las células T por las CDs maduras. El segundo término «,xz representa la reduccién o
inactivacién de células T por cada interaccién con las células cancerosas géstricas, lo cual disminuye su capacidad
de matar en el futuro. El tercer término p,z simboliza la muerte natural de células T. El suministro externo, «.,
es el pardmetro de tratamiento de TAC. Las células T extraidas del sitio del tumor de un paciente son modificadas
via in-vitro y, posteriormente, son inyectadas en el sitio del tumor en cantidades grandes de aproximadamente 10'!
células para un tratamiento exitoso [97].

Cabe resaltar que el modelo explora el caso de un adenocarcinoma géastrico avanzado debido a las manifestaciones
clinicas de los mecanismos de supervivencia tumoral en este tipo de tumores avanzados [9, 13, 14, 15, 19]. En relacién

con esto, se establece una poblacién de 10! células cancerosas (aproximadamente 100 g) para representar el estado
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de un tumor avanzado, antes de causar la muerte del paciente con 102 células cancerosas (aproximadamente 1 kg)
[5, 110]. La dimensién de las poblaciones de células cancerosas depende del tipo de tumor, pero es razonable permitir
que sea del orden de 10! células [27]. Por lo tanto, la dimensién por unidad para todas las poblaciones celulares del
modelo es 10! células y la escala de tiempo considerada es en meses. La Figura 5.2 ilustra una descripcién general
del desarrollo de un adenocarcinoma géstrico de tipo intestinal, asi como las interacciones entre las poblaciones de

células del modelo propuesto.

a) /|Inflamacion del Epitelio Géstrico debido a la infeccién por H. Pylori < :
4 PR SR °° Citoquinas 1 ibicién de células T
o ’ L ]
Epitelial C v o Célula T
o

Mucosa . . e . Cancer Gastrico ’
T Cé¢lula Epitelial Gastrica Estresada . e

Muscular . . (Adenocarcinoma Gastrico)
Inflamacién
1 : Células Cancerosas Gastricas s Células Dendriticas (CDs) Z : Células Efectoras (Células T)
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Figura 5.2: Diagrama del desarrollo de un adenocarcinoma gdstrico y las interacciones celulares del modelo
matemadtico propuesto en este trabajo. La seccién a) ilustra el proceso de inflamacién del epitelio gastrico derivado
de la infeccién por H. Pylori. Debido al dano causado por el patégeno, las células epiteliales géstricas se estresan y
liberan citoquinas para generar una respuesta inmune [12, 13]. Sin embargo, los mecanismos de evasién inmunitaria
de H. Pylori impiden una respuesta inmune rigurosa, dando origen a un adenocarcinoma géstrico en el sitio de la
infeccion. La seccién b) muestra las interacciones entre las células cancerosas gastricas [z(t)], las CDs [y(¢)], las
células T [z(t)] y el tratamiento de IAC.

5.1.3. Obtencién de valores cualitativos para los pardmetros del modelo

Un modelo matemético de cédncer ideal es aquel que utiliza estimaciones a partir de datos empiricos para cada
uno de los pardmetros que se tienen en cuenta en el modelo [103]. Comtinmente, para validar los modelos se realizan
simulaciones numeéricas donde se comparan las curvas de crecimiento de las poblaciones celulares bajo estudio con las
curvas de los datos experimentales disponibles. Esto proporciona cierta informacién sobre los rangos de pardmetros
necesarios para la consistencia con los datos experimentales y, por lo tanto, ajustar los pardmetros del modelo con
relacion a las curvas de datos experimentales [103]. Sin embargo, a menudo no es posible obtener datos biolégicos

para estimar todos los pardmetros de un modelo debido al costo de obtencién [23, 28], a la dificultad de adquirirlos
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experimentalmente [23] o la limitada disponibilidad de estos en la literatura. A pesar de estas dificultades, se han
propuesto un gran porcentaje de modelos matemadticos cualitativos sin utilizar datos empiricos de ensayos biolégicos,
con la finalidad de capturar la complejidad del cdncer mediante la aplicacién de la teoria de sistemas dindmicos,
la teoria del caos, la teorfa de control, entre otras teorfas [23, 26]. Aunque los modelos mateméticos cuantitativos
son ttiles para comprender el crecimiento y el tratamiento de los tumores desde diversas perspectivas, no han sido
suficientes para reproducir ciertos aspectos cualitativos de la evolucién tumoral [27]. Por otro lado, los modelos
cualitativos son 1tiles para estudiar la dindmica cualitativa del crecimiento del tumor, por ejemplo, oscilaciones
vinculadas a los fenémenos de latencia y recurrencia tumoral.

No obstante, parece ser que el principal problema entorno a la complejidad del cédncer gdstrico no se debe
solamente a la falta de datos biolégicos e incertidumbre, sino a una falta de compresién de las interacciones
celulares y las respuestas a tratamientos contra esta enfermedad [8, 18]. Es por ello que en este trabajo se optd
por construir un modelo matemaético cualitativo con base en las suposiciones bioldgicas establecidas anteriormente.
Para lidiar con la falta de valores numéricos para los pardametros que se consideran en el modelo y poder ilustrar
una dindmica cualitativa interesante del tumor, se utilizé una herramienta de software llamada Eureqa [114], la cual
es comercializada por Nutonian, Inc.

Eureqa crea modelos matemaéticos con tecnologia de inteligencia artificial mediante bisqueda evolutiva para
determinar ecuaciones que mejor aproximen a un conjunto de datos [114]. Eureqa proporciona diferentes tipos de
ecuaciones numéricas que mejor aproximan las trayectorias del grupo de datos ingresado, desarrollando de esta
manera modelos méas predictivos y precisos que de la forma convencional. Por lo tanto, en vista de su utilidad y
disponibilidad, se decidié utilizar esta herramienta computacional con el fin de obtener el sistema de ecuaciones
(5.1)-(5.3) y de esta forma adquirir valores cualitativos para los pardmetros. Es importante resaltar que Eureqa
proporciona una lista de funciones con coeficientes numéricos, de modo que se pueden seleccionar las mejores
ecuaciones que permitan adecuarse y parametrizarse para obtener el sistema de ecuaciones (5.1)-(5.3). Un ejemplo

ilustrativo de ello se muestra en la Figura 5.3.

Eureqa

by @tonian ., .
@ Funcién obtenida por Eureqa:

(X) =) fx,z) = —a1x? + axx — azxz
l Proponiendo los

siguientes valores
a| = dqds;, Ay = d4+de, d3 = dg—d7

Realizando algunos
calculos algebraicos

¥ = asx(l —asx) + agx + azxz — agxz

Figura 5.3: Obtencién de valores numéricos para los pardmetros del modelo de crecimiento tumoral géstrico
utilizando Eureqa. La funcién f(z,z) se obtiene a través de Eureqa y los coeficientes de esta funcién se adecuan
para representar la Ecuacién (5.1) del modelo. De esta forma se obtienen valores positivos para los pardmetros de
la Ecuacién (5.1).

Para generar las tres ecuaciones numeéricas con el fin de calcular los valores paramétricos del modelo como se
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muestra en el ejemplo de la Figura 5.3; es fundamental ingresar dentro de la interfaz de Eureqa un conjunto de datos
que describan una dindmica cualitativa (6rbitas periddicas, ciclos limite, etc.). Bajo ese objetivo, se seleccioné de la
literatura un modelo matemaético compuesto por un sistema de tres EDOs de primer orden para extraer los datos
de sus series de tiempo y transportarlos a la interfaz de Eureqa. El modelo seleccionado fue reportado por Llanos-
Pérez, et al. en [69], y describe cualitativamente la dindmica de una poblacién de células cancerosas proliferantes
durante las etapas avascular, vascular y metdstasis denotadas por las variables 1 (t), y1(¢) ¥ z1(¢) (los subindices
fueron colocados para evitar confusiones con el modelo propuesto en este trabajo); sin considerar el efecto de alguna
terapia. La eleccién de este modelo se debe a que presenta un comportamiento dindmico interesante, como 6rbitas
periédicas, ciclos limites, focos estables, nodos-sillas y caos. Una vez seleccionado este modelo de referencia para la

extraccion de datos cualitativos, fue realizado el procedimiento que se observa en la Figura 5.4.

Paso 1: Paso 2: Paso 3:

Extraccion de datos cualitativos Analisis de datos de las series de Seleccion de ecuaciones
de las series de tiempo del tiempo utilizando Eureqa para la a partir del analisis de
modelo de Llanos-Pérez. generacion de ecuaciones. datos de Eureqa.

4\ MaTiAB @ @ cureqa e rens
T e = A

z(t)

I
0 0.001 2532902338 0.019268514 0.267473172 1 AdecuaCIOn y
. R B T W 0.002 2560025291 0022575561 0267347716 1 arametrizacién
g 0.003 2587369189 0.025962684 0.26722366 ! y . ﬂx, y, Z) 1 p .
= 0.004 2614934325 0029431446 0267101037 : | de las ecuaciones
0.005 2642720958 0.032983435 0.266979877 —_ i
00 0.006 2670729312 0.036620265 0.266860211 1 Z — .f(x7 y7 Z) | SeleCCIonadaS.

0.007 2.698959551 0.040343579 0.266742075
0.008 2727411818 0.044155042 0.2666255

0.009 2756086253  0.048056332 0.26651052 z = ﬁ (x:y7 Z) ‘

0.01 2.784982949 0.052049154 0.26639717

Modelo de crecimiento de | | axx(l — Bxx) + M + 6‘xe — YxXZ
adenocarcinoma gastrico

de tipo intestinal con IAC. y ayy (1 -B yY ) + syxy —VyYz
Z=0,YZ —Y,XZ — Uz + a,

Figura 5.4: Procedimiento para la obtencién de valores cualitativos para los pardmetros del sistema (5.1)-(5.3).

El modelo matemético de Llanos-Pérez cuenta con un pardmetro de control denotado por I. Con el valor I =2y
las condiciones iniciales z1(0) = 9.9, y1(0) = 7.959 y 21 (0) = 1.547, el sistema de ecuaciones de Llanos-Pérez muestra
orbitas periédicas en sus series de tiempo. Los datos de las series de tiempo fueron extraidos en un archivo de Excel
utilizando la funcién zlswrite en MATLAB. Cabe destacar que el archivo de Excel contiene cuatro columnas, la
primera representa los tiempos de simulacién (t), mientras que la segunda, tercera y cuarta columna contienen las
soluciones 1 (t), y1(t) y 2z1(t) del modelo de Llanos-Pérez con respecto a cada instante de ¢. Posteriormente, se
transportaron estos datos a la interfaz de Eureqa.

A partir del anélisis de datos de las series de tiempo del modelo de Llanos-Pérez, dentro de Eureqa se configuré
el tipo de funciones que se deseaban conseguir para el modelo de este trabajo. El tipo de expresiones seleccionadas
fueron constantes, sumas, restas y multiplicaciones, mientras que las funciones deseadas fueron del tipo = = f(z, 2),
y=f(z,y,2) y z = f(x,y, 2), similares al sistema de ecuaciones (5.1)-(5.3). Después, en los resultados se examinan

aquellas ecuaciones que tengan las siguientes cualidades:
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= Las ecuaciones que puedan adecuarse y parametrizarse para representar el sistema (5.1)-(5.3), similar al
proceso realizado en la Figura 5.3.
= Las soluciones con una mejor aproximacién al conjunto de datos proporcionado.

= Las soluciones con un menor porcentaje de error.

Finalmente, después de examinar los criterios anteriores para las funciones = = f(z,2), vy = f(z,9,2) v

z = f(x,y,z), se selecciond el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales numeéricas:

@ = 10.24837 — 1.02482% — 3.3751zz, (5.4)
g = 3.5976y — 0.52561y2 + 0.170 9zy — 1. 481 8yz, (5.5)
i = 1.5255yz — 0.2498z2 — 0.417 1. (5.6)

Al realizar los célculos algebraicos correspondientes para adecuar el sistema (5.4)—(5.6), se obtiene:

i = 8.0504z(1 — 0.1273z) + 2.19792 + 0.1249z2 — 3.522, (5.7)
j = 3.5976y(1 — 0.1461y) + 0.1709zy — 1.4818yz, (5.8)
i = 1.5255yz — 0.2498zz — 0.41712. (5.9)

Finalmente, al parametrizar el sistema (5.7)—(5.9), se consigue el sistema (5.1)-(5.3):

T = oapx(l—pFuz)+n,x+ 002 —v,22,
y = ayy(l - Byy) + 6yxy — YyY%3,
2= 0,Yz — V,x% — Uz + Q.

La descripcién, los valores y las unidades de los pardmetros de acuerdo al procedimiento realizado en esta seccién,
se muestran en la Tabla 5.1. Al utilizar los valores de la Tabla 5.1, el espacio de fase del sistema (5.1)-(5.3) muestra
una dindmica topoldgica con ciertas similitudes a la del modelo de Llanos-Pérez, sin embargo, la composicién de las
EDOs es diferente en ambos modelos. Dado que el modelo es cualitativo, més que cuantitativo, los valores adquiridos
a través de Eureqa no tienen alguna relevancia biolégica porque no son completamente realistas. Por consiguiente,
en este trabajo no se sugiere que el modelo propuesto produzca resultados cuantitativos que reflejen cantidades de
un escenario real. Mds bien, se busca que la dindmica cualitativa del modelo refleje el comportamiento cualitativo
del adenocarcinoma géstrico de tipo intestinal, particularmente los fenémenos de latencia y recurrencia tumoral que
han sido reportados en estos tumores malignos [88, 115]. Cabe senalar que el valor del pardmetro de tratamiento,

a, se calculard posteriormente aplicando las teorias de estabilidad de Lyapunov.
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Tabla 5.1: Descripcién, valores y unidades de los pardmetros.

’ Pardametro | Descripcion \ Valores \ Unidades

Qg Tasa de crecimiento de la poblacién de células | 8.0504 meses ™!
cancerosas gastricas

B 1/6, es la capacidad de carga maxima de las células | 0.1273 10~ células™!
cancerosas géastricas

Ny Tasa de proliferacién de las células cancerosas | 2.1979 meses 1
gdstricas por la estimulacién de H. Pylori

O Tasa de canibalizacién celular de las células | 0.1249 células™' por meses™!
cancerosas gastricas hacia las células T

Yo Tasa de eliminacién de las células cancerosas 3.5 células™T por meses™1
gdstricas por las células T

ay Tasa de proliferacién de las CDs inducidas por | 3.5976 meses ™1
factores de crecimiento

B, 1/8, es la capacidad de carga maxima de las CDs 0.1461 1071 células™!

Oy Tasa de activacién de las CDs al capturar antigenos | 0.1709 células™! por meses™!
tumorales de las células cancerosas

Ty Tasa de apoptosis de las CDs al presentar los | 1.4818 células™T por meses™!
antigenos tumorales a las células T

0, Tasa de activacion de las células T por su interacciéon | 1.5255 células™ por meses™!
con las CDs

Y, Tasa de inactivacion de las células T por su | 0.2498 células™! por meses™!
interaccién con las células cancerosas gastricas

Ly Tasa de muerte natural de las células T 0.4171 meses ™ 1

Q Pardametro de tratamiento de IAC - 10 células/mg de dosis

5.1.4. Prueba de positividad para sistemas no lineales

El sistema de ecuaciones acopladas (5.1)-(5.3) tiene caracterfsticas no lineales. Para determinar la positividad
de este sistema es importante realizar una prueba de positividad con base en el Lema 1 del capitulo anterior. La
importancia de esta prueba se debe a las implicaciones biolégicas del modelo, ya que las soluciones biolégicamente
factibles deben encontrarse en el octante no negativo R?’H). Con esto, al momento de aplicar el método de LCCI,
las funciones localizadoras que se propongan tendrian que definirse dentro del dominio Ri,o donde se restringe el
campo vectorial del sistema (5.1)-(5.3).

Para la aplicacién del Lema 1, se comienza con estudiar cada ecuacién del sistema (5.1)-(5.3) evaluando la
variable de estado en cero para determinar si la solucién pertenece al conjunto Ri’o, tal que la funcién resultante
de la evaluacién sea mayor o igual a cero, considerdndose asi un sistema positivo.

Se comienza la prueba para x = 0, donde se obtiene:

dx

2| =0 (0)(1=5;(0) +n, (0) + 05 (0) 2 =7, (0) 2 20, (5.10)

=0

por lo tanto, dado que la Ecuacién 5.10 es mayor o igual a cero, implica que las soluciones x (t) son positivas.

En el caso y = 0 se obtiene:

dy

Ul =0, (0) (16, (0)) + 6,2 (0) =, (0)2 2 0, (5.11)

y=0
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lo cual implica que las soluciones y (t) son positivas.

Por tltimo, en el caso z = 0 se obtiene:

dz

s =0,(0)z—7,2(0) —p, (0)+a,=a, >0. (5.12)

z=0
Por la naturaleza del pardmetro de tratamiento «, se infiere que las soluciones z(t) siempre serdn positivas.

Al interpretar los resultados de la prueba de positividad, se concluye que todas las soluciones del sistema se

encuentran en el octante no negativo definido por:

Ri,o = {.’L‘ (t) >0, y(t) =0, Z(t) > 0}’

bajo la propiedad de positividad para sistemas dindmicos establecida por De Leenheer et al. en [19].
Matemédticamente, la positividad del sistema implica que, dadas las condiciones iniciales no negativas, todas las

soluciones del sistema (5.1)-(5.3) serdn positivamente invariantes en R? .

5.1.5. Simulaciones numéricas

En esta subseccién se presentan algunas simulaciones numeéricas de las soluciones del sistema (5.1)-(5.3). Para
lograr este objetivo, se utilizé el método numérico de Euler para resolver problemas de valores iniciales en sistemas

de EDOs. Empleando las siguientes condiciones iniciales

z(0) =1 x 10" células, y(0) = 0.1 x 10" células, z(0) = 0.1 x 10'* células,

se investigd el comportamiento cualitativo en el largo plazo del sistema (5.1)-(5.3). La Figura 5.5 muestra las
soluciones de la Ecuacién (5.1) de las células cancerosas gastricas con diferentes valores en el pardmetro 7,. De
igual forma, las Figuras 5.6 y 5.7 exponen las soluciones de las Ecuaciones (5.2)-(5.3) de las células inmunitarias
con diferentes valores en el pardmetro v,. En todas las simulaciones, se asume que el tamano del adenocarcinoma
géstrico comienza en el tiempo ¢ = 0 meses en un huésped inmunocompetente (capaz de generar una respuesta
inmunitaria).

Para evidenciar distintos escenarios en los cuales la respuesta inmunitaria es mas débil y rigurosa, se utilizaron
diferentes valores para el pardmetro «,. Este pardmetro representa la tasa de eliminacién de las células cancerosas
géstricas por las células T (vea la Tabla 5.1). Conforme aumenta de 0 a 5 el valor de v,, la magnitud y el periodo
de las oscilaciones se acortan hasta que el tamano del tumor se reduce, observe la Figura 5.5. Por lo tanto, al
incrementar considerablemente el valor de -y, la supervivencia del paciente puede aumentar en el largo plazo al
disminuir el volumen del tumor. En caso contrario, para valores extremadamente pequenos (por ejemplo, v, = 0.5),
la masa tumoral se vuelve cercana a su capacidad de carga méxima, siendo un escenario potencialmente mortal.

Para el caso 7y, = 0.5, la solucién z(t) de las células cancerosas géstricas se eleva significativamente, de modo que
el volumen del adenocarcinoma gastrico sobrepasa el tamano de su capacidad de carga (1/8,), observe la Figura
5.5. Por otra parte, las soluciones y(t) y z(t) de las células inmunitarias, comienzan como pequenas espirales que
finalmente convergen en un punto de equilibrio, observe las Figuras 5.6 y 5.7. Este equilibrio podria considerarse

un estado critico en la salud del paciente porque el tamano del tumor es cercano a su capacidad de carga.
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Equilibrio (v, = 0.5)

Ciclo limite (v, = 1.4)
Orbita periodica (v, = 3.5)
Equilibrio (v, = 5)

40

30 tiempo (meses)

7,=0.5 0

Figura 5.5: Soluciones de la Ecuacién (5.1) de las células cancerosas gdstricas, utilizando valores diferentes en el
pardmetro -y,

Equilibrio (y, = 0.5)

Ciclo limite (v, = 1.4)
Orbita periodica (7, = 3.5)
Equilibrio (v, = 5)

y(t)

40

30 tiempo (meses)

Figura 5.6: Soluciones de la Ecuacién (5.2) de las CDs, utilizando valores diferentes en el parametro -,
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Equilibrio (7, = 0.5)

Ciclo limite (v, = 1.4)
Orbita periodica (v, = 3.5)
Equilibrio (v, = 5)

x 101

25 — 70
60

0 50
. 40

7,=35 30 tiempo (meses)
20

Yz
*,/X=0.5

Figura 5.7: Soluciones de la Ecuacién (5.3) de las células T, utilizando valores diferentes en el pardmetro ,,.

Para v, = 1.4, las series de tiempo ilustran un ciclo limite y con v, = 3.5 muestran una 6rbita periédica. Las
interpretaciones biol6gicas de estas dindmicas interesantes se deben realizar con base en evidencia reportada en la
literatura. En la Figura 5.5, la érbita periédica de las células cancerosas gastricas muestra que la masa del tumor
se cicla en aproximadamente 9 meses. Durante 2 o 3 meses, el tumor alcanza un valor cercano a su capacidad
méxima de carga y luego desciende a casi cero en el estado conocido como latencia tumoral. Estas oscilaciones
coinciden parcialmente con el tiempo observado clinicamente de recurrencias tumorales en sujetos diagnosticados con
adenocarcinomas géstricos que fueron tratados con quimioterapia preoperatoria y una gastrectomia para disminuir
su carga tumoral [115].

En el caso v, = 5, la solucién z(t) de las células cancerosas gdstricas converge casi en cero debido a una
respuesta inmunitaria potente contra el tumor. Las soluciones y(t) y z(¢) de las células inmunitarias tardan varios
meses en converger a un estado homeostético, lo cual podria deberse a una activa inmunovigilancia contra las
posibles recurrencias del tumor. Ademads, las células cancerosas gédstricas y las células inmunitarias pueden coexistir
durante bastante tiempo y esto se muestra en las oscilaciones de las Figuras 5.5, 5.6 y 5.7. Se han informado
dindmicas similares en otros trabajos de modelos enfocados de forma general a tumores [27, 98, 99, 101]. Cabe
mencionar, que las simulaciones presentadas en esta subseccién estdn bajo el caso a, = 0, es decir, con ausencia de
un suministro de tratamiento de TAC.

En la Tabla 5.2 se muestra el pseudocédigo empleado para solucionar de forma numérica el sistema (5.1)-(5.3)
y simular las dindmicas presentadas en las Figuras 5.5, 5.6 y 5.7. Como se describi6é anteriormente, el método de
Euler fue utilizado para solucionar el sistema (5.1)-(5.3) considerando un tamano de paso At < 0.0001 con el fin de

disminuir los términos de error en las soluciones.
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Tabla 5.2: Pseudocédigo para solucionar el sistema (5.1)-(5.3) y simular sus dindmicas mediante series de tiempo.

Algoritmo para calcular y simular las soluciones del sistema (5.1)-(5.3).

Ment:
. Declarar todas las variables del sistema (5.1)-(5.3) y los pardmetros con sus correspondientes valores mostrados en la Tabla 5.1;
. Solamente se examina el caso cuando hay ausencia de tratamiento, es decir, oy = 0;

. Se selecciona el tamafno de paso At < 0.0001 para aplicar el método de Euler, el cual se desarrolla a continuacion;

B W N =

. Se establece el tiempo de simulacién: t = 0: At : ty;

wt

. Se asignan las siguientes condiciones iniciales:

2(0) =1 x 10*, y(0) = 0.1 x 10!, 2(0) = 0.1 x 10%*;
6. Solucién del sistema (5.1)-(5.3) por el método de Euler: ;41 = z; + f (z) Ag¢;
7. Ilustracién de los resultados mediante simulaciones de series de tiempo.

5.2. Puntos de equilibrio y analisis de estabilidad local en el equilibrio

libre de tumor

El célculo y analisis de los puntos de equilibrio de un sistema dindmico permite comprender su dindmica en el
largo plazo a través de un posterior andlisis de estabilidad local. Un punto de equilibrio zy es un punto donde las
variables permanecen sin cambios con el tiempo, es decir, se cumple f(z¢) = 0. Mediante el cdlculo de estos puntos
en sistemas que describen el crecimiento tumoral y su interaccién con el sistema inmunitario, se pueden identificar
aquellos estados de interés, como el punto de equilibrio libre de tumor y el punto de equilibrio de persistencia

tumoral. Los puntos de equilibrio del sistema (5.1)-(5.3) se obtienen igualando las ecuaciones a cero:

o x(1 — B,x) + x4+ 0pxz —y,xz = 0, (5.13)
ayy(l = Byy) + oy —yyz = 0, (5.14)
0.yz —v,xz2 — pyz+a, = 0. (5.15)

Si se resuelve para cada una de las variables explicitamente, se consiguen siete puntos de equilibrio denotados
como P, = (zf,y},z) donde i = 0,1, ...,6. En la seccién Apéndice A se encuentran los cdlculos de los puntos de
equilibrio y su andlisis de existencia en el octante no negativo Ri,o- Para los valores i = 0, 1, 2 se definen los puntos

de equilibrio libres de tumor:

(0, 0, O‘Z> .
.

b . (SZ + ﬁy/,l,z . \/Oéy(5z — By:u’z)2 + 4a2’7y/8’l/6z ay (6z _ Byuz) ay\/ay(éz - By”z)Q + 404z’7yﬁ1/62
L= ’ 2By6z 2\/ ayﬂytgz ' 273/52 2\/ ay’y?!(sz )

A
I

P. 0 0. + By, \/ay(éz a By'uz)2 + 4oy, B0 Qy (6z - /By.uz) ozy\/ay(éz o 514”2)2 + 40,60
- o - , +
: 28,0 2./, 3,0 27,0 2,/0y7,0-

Para los valores i = 3,4 se establecen los equilibrios libres de CDs:



75

po ('yz (@0 +1,) —aubors | VP1 ) Calalts 72 (ap +1,) — x/<71)
2028, 20,7, 27, (7, — 0z) ’

P, - ('yz (Qz +15) = auBop. Vo1 Bty + v, (az +n,) + WT)
20, 8,7 20,7, 27, (Y, — 0z) ’

donde
01 = (auBap, +7. (ar +1,))7 = daw By (7, — 0a).

Finalmente para i = 5,6 se definen los equilibrios de persistencia tumoral:

P5 — 2 = O‘x"'n_L + (’Yx _5:8) (903_\/@72)
° amﬂm 20‘:857" ((7? - 538) (51;52 - O‘y/By’Yz) + Oéﬂfﬁr’Yy(sz) 7
° O‘wﬁxayﬁy 2azﬂzo‘y/8y (('Yz —0z) (6y62 - O‘yﬁyV,z) + amﬁgﬂyéz) ’
P awﬁxay (52 - 61/:”2) + (O‘l‘ + 7790) (62152 - O‘yﬂyp)/z) + \/@
° 2 ((7m - 517) (6y5z - Ofyﬁy'Yz) =+ O‘fﬂﬁm’Yy(Sz) ’
Pomgr = St (7, — 0z) (3 + V2)
6 By 2008, (v, — 00) (6,0 — ayB,7.) + uBuyyds)
v = azByoy + 0y (aw +15,) B (O‘xﬁxryy + 0y (Ve — 596)) (904 - \/@)
o = O‘wﬁway (62 B By'UZ) + (a$ + nw) (6?462 - ayﬂyVZ) B \/@
‘ 2 (v, — 02) (,0: — ) B,7.) + 2,7, 0-) ’
donde
Yo = ((ar + 1) (5y5z - ay5y7z) + O‘zﬁxay (5z - 57,#2))2 + 4amﬂz0‘yﬁyaz ((71 —0z) (63/52 - ayﬁy’Yz) + azﬂm’)’y(sz) )
Y3 = aﬂ?ayﬁy (ﬁx.u’z + 72) - 053362 (ﬂray + 5?}) — Mg (5?/52 - Oéyﬁy")/z) )
Py = alﬁxay (62 - ﬁy“z) + (Olw + 773:) (6!/52 - ayﬁy’)/z) .

Los puntos de equilibrio libres de tumor son de especial interés para el sistema que se analiza en este trabajo
debido a sus interpretaciones biolégicas. En estos equilibrios la poblacién de células cancerosas géstricas es igual a
cero (xf = 0,27 = 0, 23 = 0), por lo tanto, si las soluciones o trayectorias del sistema (5.1)-(5.3) son asintéticamente
estables en estos equilibrios implicarfa la eliminacién del adenocarcinoma géastrico en algin instante de tiempo .

La expresion general de la matriz Jacobiana del sistema (5.1)-(5.3) para el andlisis de estabilidad local es la

siguiente:
ay (1=20,2) — 2 (v, — 6z) + 1, 0 —x (v, — 0z)
J(2,y,2) = byy ay (1-28,y) + 0,2 — 7,2 VY

Con las raices del polinomio caracteristico de la matriz J (z,y,2) evaluada en cada punto de equilibrio del

sistema (5.1)-(5.3), es posible determinar su estabilidad local. El andlisis analitico de estabilidad local para cada
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uno de los equilibrios se encuentra en la seccién Apéndice A. Para esta seccién solamente se enfoca en el andlisis
del punto de equilibrio libre de tumor F.

En ausencia de tratamiento con IAC (a, = 0), el equilibrio libre de tumor es el estado trivial P|, _, = (0,0,0)
donde todas las poblaciones son cero y el sistema (5.1)-(5.3) es siempre un nodo silla inestable.

En otro escenario, cuando hay un suministro de tratamiento («, > 0) el punto de equilibrio libre de tumor es

(6% . . el e
ahora Py = (0, 0, Z). Los valores propios asociados con el equilibrio Py son
4

Oy
Ay = (V.P. 2)
As = oy — v, (V.P. 3)
i

El equilibrio Py serd localmente asintéticamente estable si Ay < 0y A3 < 0. Para establecer una condicién suficiente

para la estabilidad asintética local, se debe cumplir lo siguiente:

a, > max { ac’ (ait * 77r)7 T } ) (516)
asumiendo que la condicién
Vo > Oy (5.17)

también se satisface. La condicién (5.17) implicarfa que la tasa de canibalismo en las células cancerosas gdstricas
es menor que su tasa de muerte por la respuesta inmunitaria. Intuitivamente, la condicién (5.16) implica que la
administracion del tratamiento de IAC es capaz de eliminar el tumor al converger la solucién z(t) en z§ = 0.

Calcular de forma simbdlica los valores propios vinculados al resto de los equilibrios, resulta ser una tarea
complicada debido a su gran composicién algebraica, lo cual es un problema para definir condiciones analiticas de
estabilidad asintética local sobre el pardmetro a,. Por esta razon, se decidié emplear el pseudocédigo de la Tabla
5.3 para determinar la estabilidad de todos los equilibrios conforme el valor de a, aumenta de 0 a 5 y en saltos
de 0.1 (51 valores para «,). Cada valor de «, se evalia en siete matrices Jacobianas asociadas a los siete puntos
de equilibrio del sistema (5.1)-(5.3), lo cual se realizé a través de un ciclo for. Posteriormente, con la finalidad
de visualizar estos resultados, se graficaron aquellos equilibrios que sean local asintéticamente estables mediante
graficas de dispersién que se muestran en las Figuras 5.8 y 5.9.

En la Figura 5.8, se observa que en el dominio
1<, <1.27, (5.18)

el equilibrio libre de CDs P, = (z3,ys, 25) exhibe estabilidad local. Sin embargo, la condicién de existencia del
equilibrio Py descrita en la Tabla A.2 del Apéndice A, no se satisface para el intervalo (5.18) dado que se obtiene
el estado x; < 0. Esto puede interpretarse como pérdidas en las células cancerosas géstricas al estar x} en valores
negativos mientras el suministro del tratamiento aumenta, convirtiéndose eventualmente en un estado libre de tumor
P,y donde el sistema (5.1)-(5.3) es estable para valores que satisfacen la condicién (5.16). A pesar de ello, el modelo
estd restringido en el dominio Ri,m por lo tanto, lo anterior no tendria mucho sentido al declarar que x} < 0.
Adicionalmente, se presenta en la Figura 5.9 otro gréfico de dispersién de los puntos de equilibrio que son local

asintéticamente estables conforme varfa el pardmetro «,. Fue utilizado el mismo pseudocédigo de la Tabla 5.3 solo
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que para valores diferentes de 7, sin contemplar el suministro del tratamiento de IAC (o, = 0). Al variar 7, de 0

a b, se observa que en el intervalo

0<7, <13, (5.19)

el sistema (5.1)-(5.3) converge en el equilibrio de persistencia tumoral Ps|, _, = (z3,95,23). Lo anterior tiene
sentido al considerar que, para una respuesta inmunitaria deficiente o pequena, el tumor maligno persiste hasta
lograr un tamafio mortal con el tiempo. Sin embargo, para v, = 4.5 el sistema es estable localmente, lo cual podria
implicar que el tumor estd en una fase final de persistencia al disminuir su tamano por el aumento considerable de
la respuesta inmunitaria. Finalmente, para valores de v, > 4.5, el sistema (5.1)-(5.3) converge en el equilibrio libre
de tumor P|, _o = (23,93, 23) donde el adenocarcinoma gastrico ha sido eliminado por el sistema inmunitario.

Esto coincide con la condicién (A.18) calculada en la seccién Apéndice A.

Tabla 5.3: Pseudocédigo empleado para determinar la estabilidad de los equilibrios del sistema (5.1)-(5.3) conforme
varfa o .

Algoritmo para evaluar distintos valores de a, en las matrices Jacobianas evaluadas en los puntos de equilibrio del sistema.
Meni:

1. Declarar todos los pardmetros del sistema (5.1)-(5.3);
2. Escribir todos los puntos de equilibrio del sistema (5.1)-(5.3) separados por componentes x;, ¥; y 2;;
3. Se emplea el ciclo for para evaluar distintos valores de a, con el valor inicial 0, el valor final 10 y el tamano de paso de 0.1:
for a; =0:0.1:10;
T = ..
Yi = -
Zj = ..

end

4. Se utiliza otro ciclo for dentro del ciclo del Paso 3 para evaluar cada equilibrio dentro de la matriz Jacobiana general:
for g =1:7;
Jj (®isyiy 2i) 5

end

5. Dentro del ciclo del Paso 4 se establecen instrucciones condicionales para clasificar la estabilidad de los equilibrios:
if An <05
imprimir(El equilibrio P; es local asintdticamente estable con el valor de a, = ¢)
else

imprimir(El equilibrio P; es inestable)
6. Se emplea el ciclo for para graficar aquellos puntos de equilibrio estables.

Con los resultados presentados en esta seccién, se concluye que el equilibrio libre de tumor Py es el tnico estado
biolégicamente factible y estable localmente en Rio cuando hay un suministro de tratamiento de TAC. De las

condiciones de estabilidad asociadas al equilibrio P, se obtiene el siguiente resultado.

Resultado 1. Suponga que las condiciones (5.17) y (5.16) se satisfacen en el sistema (5.1)-(5.3) que describe el
crecimiento de un adenocarcinoma gdstrico de tipo intestinal con IAC. Entonces, el punto de equilibrio libre de

tumor Py = (O,O7 az) es local asintdticamente estable.
4

El Resultado 1 establece la eliminacién de una carga tumoral limitada porque el andlisis de estabilidad es
local, es decir, en una regién alrededor del punto de equilibrio Py que no implica necesariamente una eliminacién

global para cualquier solucién o trayectoria del sistema (5.1)-(5.3) en RY .



78

o Estabilidad

Equilibrios

P()* 000000000000 000000DOCDCOCOCOOCOCODODODOODODODODODODOOO0OQ

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 )
aZ

Figura 5.8: Gréfico de dispersion de estabilidad asintética local de los puntos de equilibrio del sistema (5.1)-(5.3)
conforme varia «,.
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Figura 5.9: Gréfico de dispersién de estabilidad asintética local de los puntos de equilibrio del sistema (5.1)-(5.3)
conforme varfa 7,
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En apartados posteriores, se analiza la dindmica global del modelo con el método de LCCI y el método directo

de Lyapunov con la finalidad de calcular una condicién de estabilidad global para la eliminacién del cdncer gastrico.

5.2.1. Simulaciones numéricas

En esta seccién se muestran simulaciones numeéricas de la dindmica del modelo de adenocarcinoma géastrico de
tipo intestinal cuando la condicién (5.16) de estabilidad asintética local se satisface. Para ello, evaluando los valores

de los pardmetros en la condicién (5.16), se tiene que

Ky (am + nav)7 Qyh, } = 1.26657

a, > méx{

por consiguiente, para estas simulaciones se propone a, = 1.27. En las series de tiempo de la Figura 5.8, se visualiza
que las soluciones convergen hacia el punto de equilibrio libre de tumor Py = (g, y5, z5)- En el inciso a), la solucién
de las células cancerosas gastricas converge a cero cercano a los dos meses con el tratamiento. En el inciso b),
la respuesta de las CDs activas se ve reflejada al momento de la respuesta inmunitaria contra el adenocarcinoma
gdstrico, posteriormente, cuando el tamano del tumor disminuye, la respuesta de las CDs también lo hace. En el
inciso ¢), se observa que la solucién de las células T crece hasta converger en un estado homeostdtico derivado
de la TAC. El tiempo que tarda en converger la solucién z(t) podria deberse a la cantidad elevada de células
T suministradas por el tratamiento [97]. Adicionalmente, se muestra la trayectoria del sistema (5.1)-(5.3) en el

espacio de fase, considerando la condicién (5.16). Las condiciones iniciales utilizadas para estas simulaciones son las

siguientes:
z(0) =1 x 10" células, y(0) = 0.1 x 10" células, z(0) = 0.1 x 10'* células.
11 z(t) — — —xp
a) x10 () o} qb(z,y,z)
9r 7 ® Pﬂz(msvyéazg)
=6 i <101 | ® (0)=1x10",y(0) = 0.1 x 10", 2(0) = 0.1 x 101
B 8
3 I 4
0}____________________? _______
0 12 24 36 48 6
b) o x10t y(t) = = —u
=4
=4 1 %
ol i
0 =—————— - - - ===
0 12 24 36 48
c) 12 101! Z(t)———f«’é
~—~~ 8 [ )
T i
0 ‘ ‘ ‘ -
0 12 24 36 48

tiempo (meses)

Figura 5.10: Soluciones en el tiempo y la trayectoria en el espacio de fase para el sistema (5.1)-(5.3) al considerar
la condicién de estabilidad asintética local (5.17). Se observa que las soluciones del sistema convergen al equilibrio
libre de tumor.
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5.3. Localizacién de conjuntos compactos invariantes

Un enfoque de este trabajo es aplicar métodos matemdticos para analizar el sistema (5.1)-(5.3), particularmente
el método de LCCI y la teoria de estabilidad de Lyapunov. Con el método de LCCI es posible calcular limites
o cotas supremas e infimas que definen el dominio de localizacién, el cual establece una regién acotada en el
espacio de estados donde se ubican todos los conjuntos compactos invariantes del sistema (5.1)-(5.3). En esta
seccidn se presentan los célculos de las cotas supremas e infimas del sistema (5.1)—(5.3). Las cotas estdn dadas por
desigualdades en términos de los pardmetros del sistema y son obtenidas proponiendo cuatro funciones localizadoras
diferenciables. Estos limites describen las densidades maximas y minimas de las poblaciones celulares del modelo

bajo ciertas condiciones que son discutidas posteriormente.

5.3.1. Dominio de localizacién

Cota maxima para la poblacién de células cancerosas gastricas. Se propone la siguiente funcién localizadora
h1 =X.

La derivada direccional de la funcién h; a lo largo de & estd dada por la derivada de Lie Lfh; = %, lo que es
equivalente a

Lihy = azz(l — f2) + nyx + 022 — y,22.
Ahora, se iguala Lyh; = 0 para hacer constante el campo vectorial dado por & y se establece el conjunto
S(h1) = {Lsh1 = 0}, es decir

A simple vista, se identifica que la variable x es un factor comun en toda la expresién S(hq), por lo tanto, al resolver

para x se obtiene la unién de dos conjuntos
S(h1) ={aw(l = B,2) + 1, + 622 — 7,2 =0y U{z =0} (5.20)

Por el conjunto (5.20) y la positividad del sistema (5.1)-(5.3), es evidente que la cota infima de x es cero. Mediante

cédlculos algebraicos, se consigue la siguiente solucién no trivial para =

_ _aib—’_nzi’}/z_éfﬁ _
S(hy) = {x onf, 0B, z}U{xO},

después se evalia la funcién localizadora en el conjunto S(hq)

oy + 1, 0 — 9.
hl'S(hl) = ;mﬁ r _ zmﬁ -LZ7
x xr

donde para determinar la cota maxima de z es importante que la condicién (5.17) se cumpla para descartar el
segundo término de la expresién anterior. Si la condicién (5.17) se satisface, entonces se obtiene el siguiente conjunto

que define el limite maximo para la poblacién de células cancerosas géstricas

Ka(h) = {o(0) < o = 252 (521)
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Cota méaxima para la poblacién de células dendriticas. Se propone la siguiente funcién localizadora
ha =y,
cuya derivada de Lie estd dada por Lyhy = g, lo que es equivalente a
Lyha = ayy(1 = Byy) + dyxy — 7,97,
y de la cual se establece el conjunto S(hs) = {Lshs = 0}, es decir
S(he) = {ayy(1 = B,y) + 6,y — v,yz =0}

Nuevamente se identifica que la variable dependiente es un factor comin en toda la expresion S(hs), por lo tanto,

al resolver para y se obtiene la unién de dos conjuntos
S(ha2) = {ay(1 = Byy) + 0y — 7,2 =0} U{y = 0}.

Mediante célculos algebraicos, se obtiene la siguiente solucién para y

1 )
S(hz){y+ Y _ v

B, 0B, P,

después se evalia la funcién localizadora en el conjunto S(hsg)

Z}U{yo},

Oy Ty
hals(n,) = Fy + mx - mz.
Al igual que en el conjunto K;(hy), se descartan los términos negativos y se aplica el Teorema Iterativo con el
conjunto K (hy) para establecer una cota méxima para y:
S(he) N Ky(hy) C {y(t) < Ymax = L + O } ,

T 4
ﬂy ayﬂy max

por lo tanto, se obtiene el siguiente conjunto que define el limite méaximo para la poblacién de CDs

Ki(hs) = {y(t) < Ymax = Bi + Cf% xmax} , (5.22)
Yy Y-y

solo si la condicién (5.17) se cumple.

Cota infima para la poblacién de células T. Se propone la siguiente funcién localizadora
hg = z,
cuya derivada de Lie estd dada por Lyhz = 2, lo que es equivalente a
Lehs =6yz —v,202 — p 2 + oy,
y de la cual se establece el conjunto S(h3) = {Lshs = 0}, es decir
S(hs) ={6.yz — v,2z — pz + a, = 0}.

Mediante cédlculos algebraicos, se obtiene la siguiente solucién para z

B Q, n 0,yz
Sty gty

S(hs) = {z
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después se evalia la funcién localizadora en el conjunto S(hs)

o, 0,yz
T S O R T S ¥

h3ls(hg) =

Al igual que en los conjuntos anteriores, se descarta el término que depende de la multiplicacién de y por z, y se
aplica el Teorema Iterativo con el conjunto K (hy) para establecer la siguiente cota infima
S(hs) N Kq(h1) C {me > az} ;
My Y Tmax
por lo tanto, se obtiene el siguiente conjunto
Ki(hs) = {z(t) > 2t = 0‘} , (5.23)
sy + 7Y Tmax
solo si la condicién (5.17) se cumple.
Cota suprema para la poblacién de células cancerosas gastricas. Se puede determinar la cota suprema para

la poblacién de células cancerosas mediante la aplicacién del Teorema Iterativo con el conjunto K (hs), es decir,

a$+ T m_(sz
Kl(hl) ﬂ—Kvl(h{%) - {x(t) S Tsup = 1 - <7 )Zl'nf}7

axﬁac O‘Tﬁr

por lo tanto, el conjunto de localizacién de z estd definido por

Oy + T x 5z
K, = {o < a(t) < Toup = ﬁ" - (704 5 )sz}. (5.24)

Cota suprema para la poblacién de células dendriticas. El limite supremo para la poblacién de CDs es
resuelto de manera similar al caso anterior. Se toma el conjunto S(hz) y se aplica el Teorema Iterativo con el

conjunto K1 (hs), obteniendo el siguiente resultado

1 0 Y
Ki(h2) N Ky(hs) C {y(t) < Ysup = 7 + 5 2 Tmax — aézinf} ;

por lo tanto, el conjunto de localizacién de y estd definido por

1 ) Y
Ky = {0000 S = 5+ s~ ). (5.29)
Y Y-y Yy

solo si la condicién (5.17) se mantiene.
Cota suprema para la poblacién de células T. Aplicando nuevamente el Teorema Iterativo se puede establecer

un limite supremo para la poblacién de células T mediante la siguiente funcién localizadora
h4 - TZJ + 2

con T > 0 siendo un parametro libre. La derivada de Lie de la funcién hs estd dada por Lyhy = Yy + 2, lo que es
equivalente a

Lyhy =T (oyy(1 = Byy) + dyxy — v,uz) + (692 — 7,22 — 2 + az),

y de la cual se establece el conjunto S(hs) = {L¢hs = 0}, es decir

S(ha) = {Y (ayy(L = Byy) + dywy — v,y2) + (02yz — v, 22 — pz + o) = 0} .
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Mediante cdlculos algebraicos, se obtiene la siguiente expresion
S(hy) = {z = #iz (o Ty(1 — Byy) + 6y Yoy — v, Yyz + 0.yz — v,22 + az)} .
Ahora, se toma nuevamente la funcién localizadora hy y se resuelve para z obteniendo z = hy — Ty, lo que permite
formular el siguiente conjunto
S(hy) = {h4 — Yy = Hiz (ay Yy(1 = B,y) + 0y Yoy — v, Tyz + 6.yz — 7,02 + az)} ,
lo cual implica que
S(hy) = {h4 = /%Z (ay Yy(1 = B,y) + 0y Yoy — v, Tyz + 0.yz — 7,02 + az) + Ty} .

Al desarrollar toda la expresién anterior se obtiene el siguiente resultado

WM):{M=J%Ty—M%Tf+-yﬁw—vwﬁﬂ+yz—v%w+a+Tdm
z z z z z /“LZ /”LZ
se agrupan términos semejantes

a 5 : 0

y se aplica la técnica algebraica llamada completando el cuadrado, la cual lleva al siguiente resultado

2
S(hy) = h4:T(“z+ay+5yx)2_ayﬁyT y_w (v 0 o — Yegn 4 22
doy By p, . 2008, o Hs 1t o |

Con el fin de descartar todos los términos negativos de la expresion anterior, se define una funcién A(z,y, z) como

e + oy, + 48 2 0 .
Az, y,z) = yiByT <y — W) + <ZyT — M) Yz + lzz,
Y-y z z

z z
asumiendo que se satisface la condicién

T> 2 (5.26)

Por consiguiente, se establece lo siguiente

2
= =2 T 226

_Axayaz )
s 4oy By ( )}

por lo tanto, se descarta la funcién A(z,y, z) al ser negativa para obtener el siguiente subconjunto

. T @)
I day By,

Ahora, se sustituye el valor de la funcién localizadora hy con el fin de resolver explicitamente para z,

2
S(hy) C ZS%+T(MZ+ay+6yx) - Ty .
B doy By p,

Finalmente, si se descarta el término negativo del subconjunto y se aplica el Teorema Iterativo con el conjunto

K (hy), se establece la cota suprema para la poblacién de células T,

a, YT(p,+a,+06 ;zcmém)2
S(hy) N Kq(h1) C < 2(t) < zgup = — + £ Y Y ,
(1) 1 1 (1) {() p= o
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obteniendo asf el siguiente conjunto de localizacién de z

z z T 0 mém2
Kzz{zfnf:agz(t)gzsup:a+ (e T 0y + 0y )}, (5.27)

My Y Tmax e 4oy By,
solo si las condiciones (5.17) y (5.26) se satisfacen.

Los supremos obtenidos para cada una de las variables de estado, asi como el infimo calculado para la poblacién
de células T, definen el dominio de las densidades méximas y minimas de las poblaciones de células descritas en el
sistema (5.1)—(5.3). Es importante mencionar que la condicién v, > §, afecta a todos los conjuntos de localizacién
del sistema. Con la finalidad de acotar ain mds la dindmica del sistema (5.1)—(5.3), se analizaron otras funciones
localizadoras como h = z + Ty + 2z, h = Tix + Yoy + Y32, h = zy, h = yz, h = xz y h = z/y, entre otras. Sin
embargo, no se han podido establecer mejores cotas que las definidas en esta seccién. Con base en los resultados

que han sido mostrados en esta seccion, se establece el siguiente teorema.

Teorema: Dominio de Localizacion. Si las condiciones (5.17) y (5.26) se satisfacen, entonces todos los conjuntos
compactos invariantes del sistema (5.1)-(5.3) que describe el crecimiento de un adenocarcinoma gdstrico de tipo

intestinal con TAC, se encuentran dentro del siguiente dominio de localizacion:

Ky = K. NK,NK.,

donde
Ky = {O <a(t) < Lsup = ;xﬁ: - (Fyaxﬁwx)zfnf} )
1 ) ~
K B {O S y(t) S Ysup = 5 + Y Tméx — yzl'nf} ’
Yy p ﬁy ayﬂy ayﬁy
z d T o max 2
K, = o= —— 2 < o(t) < znp = =+ (s + @y +0ymax)” |
My + 7, Tmax W, 4ay,8yuz

5.3.2. Existencia de un dominio acotado positivamente invariante en R?

En esta subseccién se establecen condiciones suficientes de atraccién bajo las cuales el dominio K, . es acotado
positivamente invariante en Ri,o» lo cual permite asegurar la existencia de un atractor global dentro de K, ..
Este tltimo implica que las soluciones no divergentes entrarén en el dominio de localizaciéon K,,. y convergerdn
en el conjunto compacto invariante mds grande o atractivo dentro de él, como los puntos de equilibrio, las érbitas
periddicas o los ciclos limites que presenta el sistema (5.1)—(5.3). Las condiciones suficientes se obtienen por aplicar
el método directo de Lyapunov y el principio de invariancia de LaSalle. Primero se propone la siguiente funcién
candidata de Lyapunov:

hs =Tz +y+ z,
donde su derivada de Lie estd dada por Lshs = Y12 + y + £, lo que es equivalente a
Lihs =T [agz (1 — Byx) + nyx + 0,22 — y,22] + [ayy (1 — Byy) + 0y zy — "/yyz] + o, —p 2+ 6yz — y,22].

Ahora, se necesitan agrupar algunos términos y aplicar técnicas algebraicas para establecer que la derivada de Lie de

la funcién hs sea semidefinida negativa (Lyhs < 0). Para ello, se desarrolla toda la expresién anterior y se agrupan



85

términos para llegar a lo siguiente

Lyhs = —au8,T12% — ayBy° + (0w +1,) Tiw — (7,01 = 6T +7,) 22 + (ay + 8,2)y — (v, — 82) yz — pr.z + ..
(5.28)
De la Expresion (5.28), se analizan los términos — (v, 11 — 6, Y1 +7,)zz y — (v, — 0.) yz para establecer las

siguientes condiciones con el fin de asegurar la negatividad de esos términos:

Yy > 0z, (5.29)

v
T > —— 2 5.30
: Co— (5.30)

Con la finalidad de simplificar y tener el menor nimero de términos positivos en la Ecuacién (5.28), se aplica la

técnica de completando el cuadrado en los siguientes términos:

2 2
2 (ay + 0y) (ay + dy)
— y + 0, = —q, — . 5.31
ayB,y” + (ay +6y2)y ay B, (y 2ayﬂy 404y6y ( )
Se toma el término positivo de la Expresion (5.31) y se relaciona con los siguientes términos de x:
5.2
— a3, Y12 + (ap +1,) Y1z + M, (5.32)
day 3,
y se aplica nuevamente la técnica de completando el cuadrado obteniendo el siguiente resultado:
52 o (2018, (e + 1) +6,) Ao«
— | @B, Y1 — —L— | (x— Ag)° + Y A | + =2 5.33
( 4ay5y>< ) v 0 (5.33)

donde
27 e +n,)+0
4o = 1218y (o 77)23;]' (5.34)
AT a0y 8,8, — 0y

Se impone la subsecuente condicién sobre el pardmetro Y; para garantizar la negatividad del primer término

resultante de la igualdad (5.33) y la existencia de la Expresién (5.34):

52
T —r .
1> 4azﬁ;payﬂy’ (5.35)
entonces, se llega a lo siguiente
o (2718, (o +1,) +0y) Ag 62 ) (ay + 6,2) >
Lihs = a,+ 2~ Y 2 — | @B, — —% — Ap)" — - )
fhs « +45y + 13, a.B,T1 Tay5, (x—Ao)” — By, (¥ 20,5,

Con el objetivo de demostrar la atractividad del sistema (5.1)—(5.3) acotado por el dominio K, ., se hace uso del

principio de invariancia de LaSalle. Se define el conjunto
U={(z,y,2) ER | Lyhs <0},

y se asume que todo el conjunto de soluciones del sistema (5.1)—(5.3) satisface las condiciones (5.29) y (5.35). Por

férmula de U se tiene que se satisface la siguiente condicién:

2

a, (2718, (az +n,) +d,) Ag 52 ) (ay +6,2)\°
< — — _—
o + i, + i, < | BT Tay B, (= Ao0)” +ayBy (Y 20,5,
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Para un valor grande R, el dominio Ur = {hs < R} N Ri,o contiene el dominio U. Por consiguiente, se tiene que en
la frontera {hs = R} de U se satisface la desigualdad Lyhs < 0. Lo tltimo significa que Ug es un dominio acotado
y absorbente. Por el Lema 2 y el Teorema de Invariancia de LaSalle, se establece que la trayectoria que pasa por
)T

cualquier punto (x,y,z)" en Ri,o’ su conjunto w-limite de w ((x,y,z)T) es no vacio y es un conjunto compacto

invariante. Por lo tanto, se deriva lo siguiente

w ((x,y,z)T) C Ky C Ri,o-

Con base en los resultados presentados en esta seccién, se concluye con el siguiente teorema.

Teorema: Dominio de localizacién positivamente invariante. Si las condiciones (5.29) y (5.35) se satisfacen,
entonces el sistema (5.1)-(5.3) que describe el crecimiento de un adenocarcinoma gdstrico de tipo intestinal con

IAC, tiene un atractor global acotado que se localiza en el dominio de localizacion positivamente invariante Kg,,.

El teorema anterior implica que dada una condicién inicial en el octante no negativo Ri,o, todas las trayectorias
del sistema (5.1)-(5.3) que entran al conjunto Up tienden hacia el conjunto compacto invariante m&s grande
localizado dentro o en los limites del dominio de localizacién K,,, cuando ¢ > 0. Biolégicamente, lo anterior
significa que las tres poblaciones de células descritas en el modelo, tendréan crecimientos limitados que no irdn més

alld de los lfmites del dominio de localizacién K. conforme el tumor evolucione con el tiempo.

5.3.3. Simulaciones numéricas

En esta subseccién se presentan algunas simulaciones numeéricas de las soluciones del sistema (5.1)-(5.3) con
los limites del dominio de localizacién K, .. Para lograr este objetivo, se utilizé nuevamente el pseudocédigo de la
Tabla 5.2 y se anadieron las cotas descritas en el Teorema: Dominio de Localizacién. La Figura 5.11 ilustra

cuatro soluciones de la Ecuacién (5.1) con diferentes valores en el pardmetro v,. Dadas las condiciones iniciales
z(0) =1 x 10'* células, »(0) = 0.1 x 10" células, z(0) = 0.1 x 10'* células,

se observa que la solucién de las células cancerosas géstricas no pasard mds alld de estos limites superiores solo
si las condiciones de los iltimos dos teoremas se satisfacen. Para el valor v, = 0.5, se observa que el tamano del
tumor es cercano al supremo sy, lo cual podria considerarse como el tamatio méximo que pudiera llegar a tener.
En los otros valores de v,, se muestra que las dindmicas se encuentran dentro del conjunto K. De igual forma,
en las Figuras 5.12 y 5.13 se ilustra que cualquiera que sea la dindmica de las Ecuaciones (5.2)-(5.3) de las células
inmunitarias, estas dindmicas se ubicardn dentro de los limites de los conjuntos Ky y K.

Al igual que las células cancerosas gastricas, las células inmunitarias tendran crecimientos limitados que no
pasaran més alld de sus correspondientes cotas supremas. La diferencia entre los crecimientos naturales y cancerosos
se debe al tipo de proceso biolégico efectuado por cada poblacién celular. Por ejemplo, las células sanas como las
células inmunitarias, controlan su propia proliferacién por medio de la muerte celular programada [116]. Por otra
parte, las células tumorales no controlan su crecimiento, sin embargo, conforme avanza el tiempo estas células
pierden la capacidad de proliferar y entran en un estado de senescencia tumoral [5], que culmina con un crecimiento

tumoral estacionario.
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Equilibrio (7, = 0.5)

Ciclo limite (v, = 1.4)
Orbita periodica (7, = 3.5)
Equilibrio (v, = 5)

x101
12
9
= 6
8 80
3
0 50
v,=5 40
30 tiempo (meses)
+,50.5 0
Figura 5.11: Soluciones de la Ecuacién (5.1) limitadas por el conjunto K, y para diferentes valores de 7.
Equilibrio (v, = 0.5)
Ciclo limite (v, = 1.4)
Orbita periodica (y, = 3.5)
Equilibrio (v, = 5)
x10%
9
= 6
> 80

50
40

30 tiempo (meses)

7,505 0

Figura 5.12: Soluciones de la Ecuacién (5.2) limitadas por el conjunto K, y para diferentes valores de .
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Equilibrio (y, = 0.5) -

Ciclo limite (v, = 1.4) e Zsup

Orbita periodica (7, = 3.5) - e

Equilibrio (v, = 5) Phd -7 ’z:sup

Figura 5.13: Soluciones de la Ecuacién (5.3) limitadas por el conjunto K, y para diferentes valores de 7y,

Para visualizar las diferentes dindmicas del sistema (5.1)-(5.3) en el espacio de fase, se presentan las simulaciones
numéricas de la Figura 5.14 con diferentes condiciones iniciales fuera del dominio de localizacién K,.. En las
simulaciones, el dominio K,. es un poliedro donde cada una de sus caras simbolizan las cotas descritas en el
Teorema: Dominio de Localizacién. Con estas simulaciones se puede comprobar que cualquier trayectoria que
entra al dominio K., permanecerd ahi y serd atrafda al conjunto compacto més grande dentro de dicho dominio.

Para la trayectoria del inciso b) con condiciones iniciales

z(0) = 0.5 x 10" células, y(0) =12 x 10* celulas, 2(0) =5 x 10 células,

el conjunto w-limite estd dado por el ciclo limite dentro del dominio K,.. En el caso de la trayectoria del inciso c)

con las condiciones iniciales

2(0) = 11 x 10* células, y(0) = 4.6 x 10! células, 2z(0) = 4.7 x 10" células,

esta describe una érbita periddica localizada sobre los limites del dominio K,.. Por otro lado, la trayectoria del

inciso a) con las condiciones iniciales

z(0) = 0.5 x 10" células, y(0) = 12 x 10! células, 2(0) = 12 x 10" células,

estd dada por el equilibrio de persistencia tumoral Ps| (8.9593,1.7405, 2.8438) vinculado a una deficiente

a,=0 -

respuesta inmunitaria (7, = 0.5). Finalmente, la trayectoria del inciso d) con las condiciones iniciales

2(0) = 11 x 10" células, y(0) = 11 x 10" células, z(0) = 10 x 10! células,

estd dada por el equilibrio libre de tumor Ps|, _, = (0,0.2734,2.3309) vinculado a una fuerte respuesta inmunitaria

(v, = 5). Todas las condiciones iniciales utilizadas en la Figura 5.14 fueron seleccionadas para ilustrar las diferentes
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dindmicas que exhibe el sistema (5.1)-(5.3) y evidenciar que se cumplen los resultados presentados a lo largo de
esta seccién. Cabe senalar que en las simulaciones de esta subseccién no se considera el suministro de tratamiento

de TAC (a, =0).

a) Punto de equilibrio (v, = 0.5)

x10M

x 10!

6 12

c) Orbita periédica (v, = 3.5) d) Punto de equilibrio (v, = 5)

x10M

Figura 5.14: Trayectorias del sistema (5.1)-(5.3) que muestran la existencia de un dominio acotado positivamente
invariante con cualquier tipo de condicién inicial. a) Con las condiciones iniciales x(0) = 0.5 x 10!, y(0) = 12x 10!
y 2(0) = 12 x 10!, y con v, = 0.5, el conjunto w-limite del sistema (5.1)-(5.3) estd4 dado por un punto de equilibrio
dentro de K. b) Con las condiciones iniciales z(0) = 0.5x 10!, y(0) = 12x 10! y 2(0) = 5x 10!, y con v, = 1.4,
el conjunto w-limite del sistema (5.1)-(5.3) estd dado por un ciclo limite dentro de K,y ,. ¢) Con las condiciones
iniciales z(0) = 11 x 10!, 3(0) = 4.6 x 10*! y 2(0) = 4.7 x 101, y con v, = 3.5, el conjunto w-limite del sistema
(5.1)-(5.3) estd dado por una érbita periédica dentro de K,,.. d) Con las condiciones iniciales z(0) = 11 x 10!,
y(0) = 11 x 10* y 2(0) = 10 x 10!, y con 7, = 5, el conjunto w-limite del sistema (5.1)-(5.3) estd dado por un
punto de equilibrio dentro de K.

5.4. Condiciones para la eliminacién de células cancerosas gastricas y

estabilidad global

El objetivo principal de esta seccién es presentar condiciones suficientes de atraccién al punto de equilibrio libre
de tumor P, y lograr estabilidad global en Ri,o- Los resultados obtenidos previamente y la teoria de estabilidad de
Lyapunov, son aplicados con el fin de establecer las condiciones que permitan asegurar la eliminacién de la poblacién
de células cancerosas géastricas mediante la administracién de TAC. Las condiciones se establecen en forma de una

desigualdad simple impuesta sobre el parametro de tratamiento «,. Con esto, se busca que todas las soluciones de
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la Ecuacién (5.1) se dirijan al plano invariante libre de tumor dado por = 0. Este andlisis comienza proponiendo
la siguiente funcién candidata de Lyapunov,

hGZ.T,

cuya derivada de Lie estd dada por,
Lihe = azz (1 — Byz) +n,x + 6,22 — 7,22,
y al reagrupar términos semejantes se tiene
Lihg = —0af,2° + x (g +n,) — 22 (7, — 02) - (5.36)

Ahora, se busca un lfmite superior no positivo con Lhs < 0 que permita cumplir las condiciones de Lyapunov
para la estabilidad asintética global del sistema (5.1)-(5.3). Se puede encontrar una solucién para este problema
evaluando las cotas del Teorema: Dominio de Localizacién. Observe que la condicién (5.17) estd presente en

el tercer término de la Expresién (5.36), por lo tanto, se considera lo siguiente
Lihg < —apB,2% + 2 (o +1m,) — 22 (7, — 0) < 0. (5.37)
Para cumplir con la desigualdad (5.37), se establece el siguiente limite superior para la funcién L fhg:
Lyhs < @ [(a +1,) = 2t (7, — 6,)] < 0. (5.39)

El término —a,(,2% fue descartado porque el valor minimo que puede tomar la variable z para satisfacer la
desigualdad (5.37) es cero. Para determinar la solucién no trivial en la desigualdad (5.38), la siguiente restriccién
debe cumplirse,

(az +1,) = 2zms (7, — 62) < 0. (5.39)

Reescribiendo la desigualdad (5.39), se obtiene

A

/'l/z + ’nymé,X

(Oéx"_nm)_( >(71—6I)<0.

Después, si se considera el valor maximo de la poblacién de células cancerosas géstricas, se logra lo siguiente,

By
oy + 1, —( ) Yy — 0z) <O0. 5.40
Mediante calculos algebraicos se resuelve para el pardmetro de tratamiento «, y se determina la siguiente condicién:
2
a, > lu‘z (am + nx) + Vz (am + nx) (541)

Vo —0s By (7, —0s)
solo si la condicién (5.17) se satisface.

La condicién (5.41) implica que el tratamiento de IAC es capaz de eliminar la poblacién de células cancerosas
gastricas solo si la respuesta inmunitaria es mayor que la actividad canibal de las células tumorales. Si las condiciones
(5.17) y (5.41) se cumplen, con el principio de invariancia de LaSalle se concluye que cualquier solucién x (t) derivada
de una condicién inicial 2:(0), se dirigird al conjunto compacto més grande (en este caso, al equilibrio libre de tumor

Py). Por lo tanto, todas las soluciones irén al plano invariante libre de tumor z = 0 donde

lim xz(t) =af =0.

t— 00
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Con los resultados obtenidos, se establece el siguiente teorema.

Teorema 2. Si las condiciones (5.17) y (5.41) se satisfacen, entonces el plano * = 0 es asintdticamente estable
en el dominio K., lo cual implica la eliminacion tumoral por el tratamiento de IAC en el sistema (5.1)-(5.3) que

describe el crecimiento de un adenocarcinoma gdastrico de tipo intestinal.

Adicionalmente, si la condicién (5.41) se mantiene, esta desigualdad es una condicién de inexistencia de conjuntos
compactos invariantes en el conjunto R3 o N {2 > 0} del sistema (5.1)-(5.3). Retomando el limite superior de la

poblacién de células cancerosas géstricas,

Ay +77x _ (’Yz 76?")

Tsup = ~ Zinf,
amﬁx azﬂg;
donde al sustituir los valores de las cotas 2z ¥ Tmsx, S obtiene
Qg + U az(’yx B 6$)

Tsup =

aﬂcﬂm (amﬁzuz + 72 (al' + nx)) -

Entonces, si la condicién (5.41) se satisface, el resultado en la cota suprema de la poblacién de células cancerosas
es Teyp < 0, por lo tanto, los limites i ¥ Teup Serdn muy cercanos o iguales, es decir, sobre el plano libre de
tumor z = 0. Biolégicamente esto quiere decir que la condicién (5.41) no permite la existencia de una dindmica
de persistencia tumoral, por ejemplo, la latencia tumoral (oscilaciones). Mateméticamente, esto implica que todos
los tipos de conjuntos compactos invariantes (puntos de equilibrio, ciclos limite, 6rbitas periddicas y atractores
cadticos) que pueda exhibir el sistema (5.1)-(5.3), serdn dindmicas libres de tumores. Con base en estos resultados,

se concluye con lo siguiente.

Resultado 2. Si la condicion (5.41) se satisface, entonces todos los conjuntos compactos invariantes del sistema
(5.1)-(5.3) que describe el crecimiento de un adenocarcinoma gastrico de tipo intestinal con IAC, estdn localizados

en el dominio R (N {z = 0}.

5.4.1. Simulaciones numéricas

En esta subseccion se ilustran los resultados obtenidos del Teorema 2 mediante simulaciones numéricas. Con las
cotas superiores e inferiores del dominio K, y sustituyendo los valores de los pardmetros, se consigue la siguiente
condicién de estabilidad asintética global para la eliminacién del cdncer gastrico,

2
Mz (a-f + nz) FYz (a-f + nz)

= 8.8516.
Yo — 626 aiﬁw (’71 - 61‘)

a, >

Por lo tanto, para fines de simulacién se propone «, = 8.9. De igual forma, para cumplir con la condicién (5.17),

se propone 7, = 3.5. Las condiciones iniciales para cada ecuacién del sistema (5.1)-(5.3) son las siguientes:
2(0) = 9 x 10" células, y(0) =9 x 10" células, z(0) = 0.5 x 10" células.

En el espacio de fase de la Figura 5.15, se observa que la trayectoria del sistema (5.1)-(5.3) converge al punto de
equilibrio libre de tumor Py = (zf, ¥, 25), lo que implica la estabilidad asintética global del sistema. En las series

de tiempo de la Figura 5.15, también se visualiza que las soluciones convergen hacia el equilibrio Py con la condicién
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(5.41). En el inciso a), la solucién de las células cancerosas géstricas llega al estado z§ = 0 en el primer mes con el
tratamiento de inmunoterapia. En el inciso b), se observa que la solucién de la poblacién de CDs converge a yi = 0
después de presentar los antigenos tumorales a las células T. El inciso ¢) muestra que la solucién de la poblacién

de células T crece hasta converger en un estado homeostético.

2) x 10" ‘x(t) —— -z}

v

s 2

(55 Y55 %0)

of ] ny
) =9 x 101, 5(0) = 9 x 10", 2(0) = 0.1 x 10!

—9(x
o B
= 6 1 e z(0

x 101!
Vp=———— —— —— ——— 2

‘ 16.5

5.5

x 1011

tiempo (meses)

Figura 5.15: Series tiempo y espacio de fase para el sistema (5.1)-(5.3) al considerar la condicién (5.41).

Adicionalmente, se realizé un diagrama a bloques en Simulink© para verificar y comparar con las simulaciones
de la Figura 5.15. La estructura general del diagrama se muestra en la Figura 5.16, donde el subsistema llamado
Ecuaciones del modelo contiene otra estructura interna la cual se presenta en la Figura 5.17. En la Figura 5.17
se observa el sistema de Ecuaciones (5.1)-(5.3) desarrollado a bloques, as{ como otro subsistema que contiene a
la condicién de estabilidad asintética global (5.41). El diagrama interno del subsistema de la condicién (5.41) se
muestra en la Figura 5.18. El diagrama general presentado en la Figura 5.16, se utilizé un switch para manipular el
suministro de tratamiento al sistema (5.1)-(5.3). Las simulaciones obtenidas al ejecutar estos diagramas de bloques
se describen a continuacién. La Figura 5.19 muestra las oscilaciones del sistema (5.1)-(5.3) cuando no hay un
suministro de tratamiento. Tales soluciones coinciden con las soluciones presentadas en las Figuras 5.5, 5.6 y 5.7,
para las cuales el sistema exhibe una érbita periédica al tomar v, = 3.5. Finalmente, en la Figura 5.20 se observan
las soluciones del sistema (5.1)-(5.3) convergiendo al equilibrio libre de tumor P, al considerar la condicién (5.41).
Estos ltimos resultados coinciden con los mostrados en la Figura 5.15. Cabe resaltar que las dimensiones en las

simulaciones de las Figuras 5.19 y 5.20, son de 10*! células y la escala de tiempo en meses.
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Figura 5.16: Diagrama de bloques general del sistema (5.1)-(5.3).
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Figura 5.18: Estructura del subsistema que contiene a la condicién (5.41).
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Figura 5.19: Soluciones del sistema (5.1)-(5.3) para a, = 0 mediante diagramas de bloques en Simulink©.
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Figura 5.20: Soluciones del sistema (5.1)-(5.3) con la condicién (5.41) mediante diagramas de bloques en Simulink©.
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Capitulo 6

Discusiones y conclusiones

La inmunoterapia es considerada una buena alternativa para el tratamiento contra varios tipos de céncer y
actualmente ha generado un importante interés para su aplicaciéon en pacientes con cancer gédstrico. A pesar
de ello, el conocimiento de las interacciones entre el tumor gdstrico y el sistema inmunitario, asi como otros
mecanismos biolégicos relacionados, sigue siendo limitado. Hoy en dia la Oncologia Matemédtica procedente de las
Biomatematicas, se ha convertido en un drea fundamental para comprender fenémenos oncolégicos complejos y sus
interacciones con el sistema inmunitario. Por medio de modelos matemaéticos deterministicos se puede proporcionar
informacion valiosa vinculada al crecimiento tumoral y las relaciones entre células cancerosas e inmunitarias.

Los modelos matemaéticos no solo son estrategias précticas para lograr una visién cualitativa y cuantitativa més
simple del cédncer, también son cruciales para comprender la dindmica entre el tumor y el sistema inmunitario,
y avanzar en la investigacién de tratamientos contra esta enfermedad. Por lo tanto, explorar distintos escenarios
y tipos de cdncer con modelos matematicos es solo un primer paso para comprender la evolucién tumoral en
diferentes pacientes, que eventualmente conducirdn al desarrollo y evaluacién de tratamientos adecuados con la
mayor disminucién de carga tumoral y el menor porcentaje de efectos secundarios. Los modelos se han desarrollado
a partir de diferentes escalas, enfoques, teorias matemdticas y herramientas computacionales.

En este trabajo se propone y se estudia un modelo matemadtico cualitativo compuesto por el sistema de
Ecuaciones (5.1)-(5.3) que describe el crecimiento de un adenocarcinoma géstrico de tipo intestinal, abarcando
aspectos importantes como la infeccion por H. Pylori y el canibalismo celular. Ademads, se exploran los efectos de un
tratamiento de TAC al incorporar el pardmetro a, en la Ecuacién (5.3) de la poblacién de células T. El pardmetro de
tratamiento de TAC, «, se agregé al modelo para calcular una concentracién suficiente de tratamiento que permita
asegurar la eliminacién del adenocarcinoma gdstrico en algin tiempo t. Los otros pardmetros considerados en el
modelo fueron estimados con el software Eureqa al seleccionar tres ecuaciones numéricas que pudieran adecuarse
algebraicamente y parametrizarse para representar el sistema (5.1)-(5.3).

Con los valores de los pardmetros presentados en la Tabla 5.1 y o, = 0, el sistema (5.1)-(5.3) exhibe oscilaciones
y estados estacionarios para diferentes cantidades del pardmetro 7,, el cual representa la tasa de eliminacién de
células cancerosas gédstricas por las células T. Las poblaciones de células que describe el modelo pueden coexistir
durante bastante tiempo y esto se muestra en las dindmicas oscilatorias de las Figuras 5.5, 5.6 y 5.7.

En la Figura 5.5 de la Ecuacién (5.1), se observa que a medida que aumenta el valor de +,, la magnitud y el
perfodo de las oscilaciones se acortan, hasta que el tamano del tumor se vuelve pequeno, lo cual tiene congruencia
con otros modelos reportados en la literatura (por ejemplo, [69, 98]). La Figura 5.5 sefiala que con el valor 7, = 3.5,
la masa tumoral géstrica se cicla en un periodo de aproximadamente 9 meses. Esto implica que el adenocarcinoma

gdstrico tiene un tamano diminuto y permanece por aproximadamente 9 meses en un estado estacionario conocido
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como latencia tumoral. Sin embargo, durante 2 o 3 meses ocurre una recurrencia tumoral cuando el adenocarcinoma
crece y alcanza un tamano peligroso muy cercano a su capacidad de carga maxima. Aunque las tasas de recurrencia
tumoral en cdrcer géstrico varfan del 14 al 60% [115], las oscilaciones de la Figura 5.5 coinciden parcialmente
con los tiempos de las recurrencias observadas en pacientes con adenocarcinomas gédstricos que fueron tratados
con quimioterapia preoperatoria y una gastrectomfa [115]. El fenémeno de recurrencia tumoral tiene implicaciones
devastadoras en cdncer géstrico temprano y avanzado [88, 89], debido a que la tasa de supervivencia en el largo
plazo disminuye significativamente.

Para analizar la dindmica del sistema (5.1)-(5.3), se calcularon sus puntos de equilibrio donde se determinaron
tres equilibrios libres de tumor (Py, Py y P»), dos equilibrios libres de CDs (P53 y Py) y dos equilibrios de persistencia
tumoral (Ps y Ps). En ausencia de tratamiento (c«, = 0) todos los equilibrios son inestables. Sin embargo, de acuerdo
con el gréfico de dispersion de la Figura 5.9, para 0 < v, < 1.3, el sistema es local asintéticamente estable en el
equilibrio de persistencia tumoral Ps ‘04220’ mientras que para 7y, > 4.5 es local asintéticamente estable en el equilibrio

libre de tumor P»|, _,. La interpretacion de estos resultados es interesante porque se corrobora la importancia de

o
la respuesta inmunitaria contra la erradicacién del tumor al aumentar considerablemente el valor del pardmetro -,

Mediante el método indirecto de Lyapunov, se establecieron condiciones suficientes para asegurar la estabilidad
asintética local del punto de equilibrio libre de tumor Py cuando hay un suministro de IAC (a, > 0). La condicién

principal (5.16) se obtuvo como una desigualdad sobre el pardmetro «, en funcién de otros pardmetros del modelo,

es decir,

)

Yo — O Ty

Si las condiciones (5.16) y (5.17) se satisfacen, esto implica la eliminacién del adenocarcinoma géstrico en una etapa

a, > méx{uz (afb + 779:) Oéy:u’z } .

inicial. Esto puede interpretarse como el nivel de dosis adecuado de TAC para disminuir una carga tumoral inicial
del adenocarcinoma gastrico. La Figura 5.8 ilustra la eliminacién de las células cancerosas en aproximadamente dos
meses cuando se cumple la condicién (5.16). Por otro lado, establecer condiciones analiticas de estabilidad local
para el resto de los equilibrios biolégicamente validos resulta ser un reto debido a su gran composicién algebraica.
El grafico de dispersién de la Figura 5.8 establece que los equilibrios P», P3 y Ps son inestables cuando «, > 0. El
equilibrio libre de CDs, Py, es local asintéticamente estable para 1 < «, < 1.27, sin embargo, para ese intervalo de
valores no se cumple su condicién de existencia presentada en la Tabla A.2.

Uno de los principales enfoques de este trabajo fue aplicar el método de LCCI debido a la utilidad de esta
metodologia para estudiar la dindmica entre el tumor y el sistema inmunitario, y la implementacién de tratamientos
[30, 31, 55, 57, 59]. Se definieron las cotas que componen el dominio de localizacién K,,, donde se ubican todos
los conjuntos compactos invariantes del sistema (5.1)-(5.3). La importancia de estos limites se debe al crecimiento
controlado que tendrdn las poblaciones de células donde las soluciones no diverjan, solo si las condiciones del
Teorema: Dominio de Localizacién se cumplen. Ademds, con el método directo de Lyapunov y el principio de
invariancia de LaSalle se establecieron condiciones suficientes para asegurar la existencia de un dominio acotado
positivamente invariante en Rip' Lo dltimo implica la existencia de un atractor global ubicado dentro o en los
limites del dominio de localizacién K, .. Finalmente, a través del método directo de Lyapunov se determinaron
condiciones suficientes para la atracciéon de cualquier solucién al plano invariante libre de tumor xz = 0; la atraccién

de este conjunto estd directamente vinculado con el pardmetro de tratamiento a,. Por lo tanto, si la condicién de
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estabilidad asintética global (5.41),

2
> :u‘z (Oém + 771:) + ’YZ (Oéx + 171:)

Qz

se satisface, entonces cualquier trayectoria se dirigird al conjunto compacto invariante mds grande, es decir, al
equilibrio libre de tumor Py. En resumen, la condicién (5.41) puede asegurar la atraccién global de la solucién z(t)
al plano z = 0, lo cual implica la eliminacién del adenocarcinoma géstrico.

Al evaluar los valores de los pardametros, la condicién de estabilidad global es mayor que la condicién de
estabilidad local. Por lo tanto, la condicién de estabilidad global le ofrece al sistema (5.1)-(5.3) una convergencia
mds rapida al equilibrio libre de tumor Fy. Con estos resultados se puede inferir que al suministrar una dosis mayor
de TAC es tedricamente posible disminuir toda la carga tumoral del adenocarcinoma gastrico. Esto fue comprobado
con la simulacién de la Figura 5.15 que muestra la respuesta del sistema (5.1)-(5.3) al tratamiento. La solucién
de las células cancerosas géstricas converge a cero en menos del primer mes con el tratamiento. La respuesta de
las CDs activas se ve reflejada solamente al momento de la respuesta inmunitaria contra el tumor. La activacién
(maduracién) de las CDs conlleva a aumentar su inmunogenicidad y su capacidad para presentar los antigenos
tumorales a las células T. En cambio, las células T activadas crecen hasta converger en un estado homeostéatico
definido por zj. El retardo que presenta la solucién de las células T para converger en el estado z§ podria ser
consecuencia del tratamiento. Para el tratamiento de IAC, las células T se expanden via in vitro y se infunden en
el paciente con céncer en espera de que in vivo produzcan un fenémeno antitumoral rapido y eficiente, a la vez que
estas células T se mantienen activas por un periodo de tiempo [17].

De todas las condiciones derivadas de este estudio, la condicién (5.17)
’Ym > 6£Ea

es una de las mas importantes para la existencia y estabilidad de algunos equilibrios, asi como para la existencia
del dominio de localizacién K, .. Esta condicién implica que la tasa de muerte de las células cancerosas gédstricas
es mayor que su tasa de canibalismo al engullir a las células T. Por lo tanto, en este estudio se concluye que para
controlar el crecimiento del cdncer gastrico, la actividad canibal de las células cancerosas gastricas debe ser menor
en comparacién con la respuesta inmunitaria contra el tumor. En la actualidad el fenémeno de canibalismo tumoral
estd generando mayor interés en la comunidad cientifica por su posible implicacién en la supervivencia de algunos
tumores malignos al evadir la respuesta inmunitaria. Se teoriza que la actividad canibal en las células cancerosas
podria ser una forma de neutralizar la respuesta inmunitaria al engullir a las células efectoras [21, 22]. El canibalismo
celular ha sido encontrado en altos niveles en células de melanoma metastdsico [22], y en algunos casos de células
cancerosas gdstricas que canibalizan neutrdéfilos infiltrantes [19]. A pesar de ello, atin es necesario mds investigacién
respecto a la actividad canibal de las células cancerosas géstricas hacia otras células inmunitarias.

Una limitacién importante del modelo son las EDOs que describen los crecimientos de las células inmunitarias.
Generalmente debe haber efectos de saturacién en la activacién de las células inmunitarias para lograr una visién
mads realista del cdncer gdstrico. Por lo tanto, como trabajo futuro se incluird la funcién de saturacién de Michaelis-
Menten para describir el crecimiento de las células T y las CDs. Otra limitacién son los valores de los pardmetros

presentados en la Tabla 5.1. Con este conjunto de valores, el sistema (5.1)-(5.3) exhibe una érbita periédica que
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permite describir aspectos cualitativos como la latencia y la recurrencia tumoral observadas clinicamente en estos
tumores. Como trabajo futuro se planea investigar y estimar valores paramétricos que describan una dindmica
cuantitativa que reflejen cantidades en un escenario real. Al mismo tiempo, se modificard el modelo para dar un
enfoque a la colonizacién de la mucosa géstrica por H. Pylori. Se podria suponer que el pardametro de H. Pylori,
7, NO es estdtico si no que cambia en relacién con la inmunidad del huésped, lo cual aumentaria la complejidad
del modelo. También seria interesante incluir una poblacién de neutroéfilos infiltrantes dado que han sido vinculados
en el canibalismo de las células cancerosas gastricas. Adicionalmente, se buscard analizar otras propiedades del
modelo como la existencia y unicidad de sus soluciones, y se realizard un andlisis de bifurcaciones para determinar
formalmente aquellos valores de v, que influyen en la evolucién tumoral. Finalmente, es conveniente probar diferentes
tratamientos y realizar combinaciones de ellos para asesorar en ensayos clinicos del cancer gdstrico.

Los resultados teéricos obtenidos en este estudio proporcionan informacién cualitativa que ayuda a comprender
las interacciones entre el adenocarcinoma géstrico de tipo intestinal y el sistema inmunitario, sin embargo, algunas
oportunidades de mejora y limitaciones se discutieron en el parrafo anterior. Con esto ultimo, se consideraran algunas
mejoras necesarias al modelo que se verdn reflejadas en futuros trabajos de investigacién. Se espera que el enfoque
presentado en este trabajo de investigacién sea una guia inicial para comprender el efecto de la inmunoterapia en

la evolucién del cancer gastrico.
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Apéndice A
Calculo y analisis de puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio del sistema (5.1)-(5.3) se obtienen igualando sus ecuaciones a cero:

ax(1— B,x) + x4+ 0,2z —y,xz = 0, (A1)
ayy(l = Byy) +oyzy — 7,9z = 0, (A.2)
0,yz — v,z — pz+a, = 0. (A.3)

Si se resuelve para cada una de las variables, se consiguen tres ceroclinas de los ejes =, y y z. Las ceroclinas se

definen de la siguiente manera:

i 4 g + 771; '71; - 51‘
lina d : = = —
Ceroclina de z (Cy): =« 06z B, < B, > “
Ceroclinade y (Cy): y = 0 6 y= 1 n Oy — 72
2): A, B, )
az

Ceroclina d Cs): = —
eroclina de z (C3): =z ot

Las ceroclinas C7 y Cs son planos en el espacio, mientras que la ceroclina C3 es una superficie curva. Analizar
geométricamente las ceroclinas permite tener una idea de la localizacién de los equilibrios y determinar sus valores
cuando no es posible calcularlos de forma analitica. Los valores analiticos de los equilibrios del sistema (5.1)-(5.3)
son calculados intersectando las ecuaciones de las ceroclinas, obteniendo como resultado siete puntos de equilibrio
denotados como P; = (x},y},2}) donde i = 0,1,...,6. Para ¢ = 0, 1,2 se definen los puntos de equilibrio libres de
tumor (x5 = 0, 7 = 0, 3 = 0), para i = 3,4 se establecen los equilibrios libres de CDs (y5 = 0, y5 = 0), y
finalmente para ¢ = 5,6 se definen los equilibrios de persistencia tumoral. En la siguiente seccién se muestran los

célculos de estos equilibrios.

A.1. Calculos de los puntos de equilibrio

A.1.1. Puntos de equilibrio libres de tumor

En los puntos de equilibrio libres de tumor, la poblacién de células cancerosas es igual a cero, pero las células
inmunitarias sobreviven. Para que un paciente se considere “curado”, las soluciones del sistema (5.1)-(5.3) deben
estar en su subespacio estable donde se encuentre el punto de equilibrio libre de tumor [27]. Para el calcular el primer
equilibrio libre de tumor del sistema (5.1)-(5.3), se toma el caso de una ausencia de células cancerosas gdstricas

(z* =0) y de CDs activas (y* = 0), por consiguiente el valor de las células T es:
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* ay a
z = = —.
=0yt .t

Por lo tanto, el primer equilibrio libre de tumor, Py = (2, yg, 25 ), es:

Py = (0,0, 0‘) .
i

Para el célculo de los equilibrios P; y P», se debe considerar solamente el caso x* = 0, donde se obtiene el

siguiente sistema:

a, o,
=0y +p, vt oyt

Al sustituir la Ecuacién (A.5) en la Ecuacién (A.4), se consigue la siguiente expresion,

-3 () :
Y B, oyB 0.y + i, (4.6)

Ahora, al tener toda la Ecuacién (A.6) en términos de y, se resuelve para dicha variable aplicando las reglas del

dlgebra y la técnica de completando al cuadrado, obteniendo el siguiente resultado:

5 +B M, \/Oly y#z) +4a27yﬂy52
* = Y (A7)
26,0 2, /a, 3,0,
Después, para determinar el valor de z se sustituye la Ecuacién (A.7) en la Ecuacién (A.5),
(6% ay
SR 5ot By (0 = By)? 440y, 8,6
_52 Y i + Mz
28,0 2,/@,8,5-
De manera similar a la Ecuacién (A.6), se resuelve para z aplicando técnicas algebraicas obteniendo
Loy (5= By /(0 — B p)? +dazy, B0
z* = F . (A.8)
27,0 2\/ay7,0.
Por lo tanto, los dos puntos de equilibrio libres de tumor, P, = (23,47, 27) v Po = (23,93, 23), son:
5z + Byuz \/%/(5 ﬁy:u’z) + 4az,}/y6 62 Qy (5 — yp“z Oéy\/ay yluz + 4()52’Yyﬁy5z

P = |o, + ,
! 26,6. 2, /a,f,9. 27,0 NCRR

02+ Byht, B \/ozy( — Bytt,)?* +4azy,B,0. ay (6, — 3, 1) ay\/ozy(éz — Byht,)? +4azy, 8,0,
20,0 2/ay 3,0 ’ 27,0 2,/ay,0-

p = |o,

A.1.2. Puntos de equilibrio libres de CDs

Para el sistema (5.1)-(5.3), se clasifican como puntos de equilibrio libres de CDs a los puntos donde la poblacién

de CDs es igual a cero. La relevancia de estos equilibrios podria deberse a que el nimero de CDs presentes en el
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tejido de canceroso gédstrico es relativamente bajo en algunos casos [95]. Si el equilibrio de la poblacién de CDs es

igual a cero (y* = 0), se tiene el siguiente sistema:

_ oy + U _ Vo — 593
r = ond, ( 0B, >z, (A.9)

&% z

= . (A.10)
_522/* + ey + %Y ey + V2T

Si se sustituye la Ecuacién (A.10) en la Ecuacién (A.9) y se aplican algunas técnicas algebraicas, se llega a la

siguiente expresion:

Oéfﬂzf}/z 1’2 + amﬂz:u“z — 7z (am + nm) T =, + Py (af + nz)
0z — Va Oz — Vo O — Vg

Ahora, si en la expresion anterior se aplica la técnica de completando al cuadrado y se resuelve para la variable x,

se consigue el equilibrio

2
v, (g +1,) — az Bt n \/(awﬁwﬂz + 7. (@ + 1)) — dagB07. (v, — 0a)
20[365&0’72 20[159:’72' .

¥ =

(A.11)

Para determinar el valor del equilibrio z*, solo se sustituye la Ecuacién (A.11) en la Ecuacién (A.10) y se ejecutan

célculos algebraicos logrando el siguiente resultado,

« aa:ﬁzuz + Yz (aﬂi + 77;15) + \/(al’ﬁw:u’z + Yz (al’ + nz))2 - 4a$6ma272(7w - 6$)
zF = . (A.12)

Por lo tanto, los dos puntos de equilibrio libres de CDs, Ps = (x%,y%,2%5) v Py = (2}, v}, 2}), son:

P = (72 (@ +1,) = aalop. | VOL aBapt, + 7. (0 +1,) — \/cpﬁ)
208, 20,7, 27, (Y, — 0z) ’

P, — (vz (@ +m,) = 0afutty V1 wBots +7. (a4 +0,) + \/@)
2003, 20,7, 27, (v, — 0z) ’

donde ¢, = (O[-'Eﬁy;/’[’z +7. (az + 771-))2 - 4awﬁx(XZ'7z(7x —0z)-

A.1.3. Puntos de equilibrio de persistencia tumoral

Los puntos de equilibrio de persistencia tumoral son aquellos donde las células inmunitarias y las células
cancerosas coexisten con poblaciones distintas a cero [27]. A pesar de existir una inmunovigilancia, los tumores
malignos son persistentes a ella y pueden seguir evolucionando con el tiempo. Para los cédlculos de los equilibrios de

persistencia tumoral del sistema (5.1)-(5.3), se considera el siguiente sistema de ecuaciones:

x = onf, ( onf. )z, (A.13)
1 Oy — 2

- L. c A4

y 3, o, (A.14)

;= @ (A.15)

—0y + p. 7.7
La Ecuacién (A.15) representa una relacién entre el pardmetro de tratamiento y los términos —d,y + p, + 7, «,

lo cual incrementa la dificultad de calcular analiticamente los puntos de equilibrio de persistencia tumoral. Sin
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embargo, se decidié utilizar una herramienta de software que permitiria calcular estos equilibrios de forma simbdlica

y a la vez para verificar los equilibrios calculados anteriormente de forma analitica. En la Tabla A.1, se muestra el

pseudocédigo empleado para este objetivo.

Tabla A.l: Pseudocddigo utilizado para calcular los puntos de equilibrio del modelo de crecimiento de
adenocarcinoma gdstrico de tipo intestinal con TAC.

Algoritmo para calcular los puntos de equilibrio del sistema (5.1)-(5.3).

Meniti:

1.
2.

Declarar todas las variables y los pardmetros del sistema (5.1)-(5.3);
Se escribe el sistema de ecuaciones (5.1)-(5.3) igualado a cero:
Dz = azx(l — B,x) + 10 + 0gxz — Y@z = 05

Dy = ayy(l — Byy) + dyzy — v,yz = 0;
Dz =6.yz —v,22 — pyz + a, = 0;

. Se utiliza el solucionador de sistemas de ecuaciones llamado solve:

[z}, y;, 2] = solve([Dx Dy Dz],[w y 2]);

. Utilizar la instruccién simplify para simplificar los términos extensos de los puntos de equilibrios calculados de forma simbdlica.

Con base en el pseudocédigo de la Tabla A.1, los puntos de equilibrio de persistencia tumoral, Ps = (zf, y2, 22)

y Ps = (z§, g, 28), son los siguientes:

P ag +1, (Yo = 02) (v3 — V/#2)
5 = £C5 = + g oo
awﬂz 20%61 ((’Yx - 5z) (5y5z - ayﬁy7z) + axﬂx7y5z)
y* _ ozxﬁxay + 5y (049; + 7735) _ (aZE/Bm’Yy + 61} (’Yx - 69:)) (@4 + \/9072)
¥ aﬂ?ﬂrayﬁy Qleﬁxayﬁy ((H)/a" - 5%) (61;52 - O‘yﬁy’}/z) =+ Oédfﬁzr’)/de) ’
Z* _ al’ﬁzay (52 - ﬁy/u’z) + (Oém + 771:) (5952 - O‘yﬁy%z) + \/@
5 2 (2 — 62) (6y6= — ayB,7.) + 0 B7,02) ;
P _ Catiy (Ve — 02) (03 + /P3)
6 — £C6 = + g eee
awﬂz 20%61 ((’Yx - 5z) (5y5z - ayﬁy7z) + axﬂx'yy(sz)
o = CaBaoy T O () (auBovy + 0y (v, = 02)) (04 — /P2)
6 azﬂxayﬂy QO‘xﬁxayﬁy ((77« - 5:() (5y52 - Oéy/By’Yz) + 043:/8_1'71,52) ’
e al’ﬂzay (52 - ﬁy/u’z) + (Oéx + 771:) (5952 - ayﬂy’}/z) - \/@
6 )

2 ((79: - 6;70) <6y5z - O‘yﬁy')/z) + O‘xﬁw'yyéz)

donde

P2
¥3

P4

= ((057" + nz) (5y5z - ayﬂerz) + amﬁxay (62 - /Byﬂz))Q + 40%510‘3/51,0‘2 ((’Yz - 67") (63/62 - ayﬂyr)/z) + aﬁﬂm’)/yéz) )

= al‘ayﬁy (ﬁxuz + 72) - O‘GL‘(SZ (ﬂxay + 6y) — Ny (63!62 - O‘yﬁy’Yz) )

= B0y (6. — Byp.) + (o +1,) (6,0 —ayB,7.) -

A.2. Condiciones de existencia para los puntos de equilibrio

En algunos modelos matema&ticos de cdncer resulta interesante establecer condiciones sobre los pardmetros del

modelo para definir si los equilibrios son positivos o negativos. Por el sentido bioldgico del sistema es claro que

todos los puntos de equilibrio deberfan ser positivos, sin embargo, numéricamente se encontré que, dependiendo de



104

los valores de los pardmetros presentados en la Tabla 5.1, se pueden conseguir equilibrios fuera del octante positivo
Ri,o que no son biolégicamente factibles. Por lo tdltimo, es importante establecer condiciones para la existencia de

equilibrios reales positivos.

A.2.1. Caso a,=0

Para el caso en el cual hay una ausencia de tratamiento, es decir, o, = 0, los puntos de equilibrio del sistema

(5.1)-(5.3) son:

&
I
—~
=
=
=)
=

1
P1|az:0 = <0,ﬁ,0> s
Yy

Ploco = (o se % (52—%%))

oy Yy0z

Oy + 1,
= —=0,0
azzo < aajﬁw ) ) ) )

P4| 0 = _&707 e (a$+nm)+awﬁxuz ,
“ Yz Yz (7:}0 - 51)
Pr| = ¥ ’yyé‘z (Oéx + nw) + ('Ym - 51’) (ayﬁylu‘z - O‘yéz)
5la,=0 5 (v, — 0x) (6y6Z — ayﬁy’yz) + awﬂx'yy(jz J
5 (Ve — 0z) (0402 — yB,7.) + @aB,7,0- ;
= (Oég; + 7796) (5y62 - O‘yﬁy’)/z) + O‘xﬁxay (52 - ﬁy:uz)
° (795 - 51) (5y5z - O‘yﬂy’Yz) + O‘mﬂxf}/y(sz '
Qg + N aﬂ?ﬁway + 5y (Otw + nac)
P6| =0 ) 0.
ay axﬂz Oéxﬂz()éyﬁy

El primer equilibrio es el estado trivial Py = (0,0,0) en el cual no hay existencia de poblaciones celulares. Al
evaluar los valores de los pardmetros de la Tabla 5.1, el resto de los equilibrios son reales positivos con excepcién
del punto Py que presenta una cantidad negativa en el estado x. Los tinicos puntos de equilibrio que siempre serdn
positivos sin importar los valores de los pardametros son Py, P3 y Pys. Por otra parte, el equilibrio libre de tumor Ps
serd positivo si

6z > Bylu’,w (A16)
se cumple. Mientras que el equilibrio de persistencia tumoral Ps existe si el denominador de todos sus estados es
(71 - 53”) (53/52 - O‘yﬁsz) + amﬁz’yydz > 07
lo que implica que

0, (6x5y - azﬁxvy) — 5zayﬁy'yz
6y52 - Oéy/Bnyz 7

Vo >

asumiendo que también se cumple

8y0: > ayB,7,- (A.17)
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A.2.2. Caso a, >0

Cuando hay un suministro de tratamiento de TAC, es decir, o, > 0, se tienen los equilibrios descritos en la
seccién anterior. La mayoria de los puntos de equilibrio estdn compuestos por raices reales conjugadas. En el caso
de los equilibrios P; y Ps, estos tienden a ser negativos en algunos de sus componentes conforme aumenta el valor
de a, por lo tanto, se requieren valores paramétricos negativos para definir condiciones de existencia en Ri,()a lo
cual carece de sentido biolégico.

Para los equilibrios Py, P>, P3, Py y Ps, se definen condiciones de existencia estableciendo que cada componente
sea mayor a cero y que los radicandos de las raices sean positivos para evitar equilibrios complejos. Estas condiciones
se imponen sobre el pardametro de tratamiento «, y se presentan en la Tabla A.2. Es interesante observar
las condiciones de existencia asociadas a la componente xf del equilibrio P5 de persistencia tumoral. Si dichas
condiciones se mantienen, el estado tumoral =} existe y es positivo. Sin embargo, si la condicién

(a$ + nm) w1
ayﬁy (Vr - 53@)2,

no se cumple, la poblacién de células cancerosas gédstricas comenzard a sufrir pérdidas al tender a valores negativos.

z

Tabla A.2: Condiciones de existencia en Ri,o para los equilibrios P; = ( x5, Y5, 2 ]) donde 5 =0,2,3,4,5.

Punto de Componente Condicién de existencia Condiciones
equilibrio del equilibrio sobre el pardmetro o, secundarias
Py = (x5, 95, 25) z5 >0 a, > 0. -
Qaypl
* ok Lk 5 >0 o, < L- -
P2:(m2’y27z2) Y2 y
z5 >0 o, > 0. -
25 >0 o (’yz (al’ + 771) B axﬁm/”"z)z Yz > 6:137
3 - 4azﬁ.1,’y ( Va ) V2 (Otw +77“U) 7& axﬁl'/’bz'
(72 (@2 +1,) + O‘mﬁ 1)
Py = (a3, 9%, 2% 23>0 a, < = £ 2 Yy > Oz
3 ( 313 3) 3 4amﬁ17 ( )
)+ amﬁ 1)’
VA, A>0 o, < Vzl0w t 0, ablz) Ny > Oy
40 8,7, (v, = 0a)
a, > :uz (al + 771)’
zi >0 (7o —0a) Yy > Op.
Py = (ﬂayZaZI) 4 o (72’ (a1+nz)+a$6zuz) “
— 40@617 (77' — 6»L) -
\/Z, A > 0 @ (r}/z (al+nx)+alﬁxﬂz) . v > (5 .
7 — 4a$ﬁz’y (’71 - 530) N
’Yx > 61’7
+ 02 > By,
x>0 o, < —(ax ) W1 5 (a _fn'u)
Oéy,@y (745 - 6.L) y z il z > .
y
( ﬂf) ( B’up’z)
0
Oy (0 . T = O
Py = (23,45, %) v >0 < G (Oa ) +auPocy) Syh. > oy
* Ve > 6$a
z: >0 oy > 0.
5 0y0z > B,
w1 = 'Yy(sz (aﬂﬂ + nz) - Qy (7:6 - 550) (52 - 6yﬂz)7 W2 = g7y (ﬂwlu’z + ’Vz) + (’YQ: - 530) (6yﬂz - O‘y'yz) + Yy 2Nz
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Para comprobar los resultados analiticos presentados en la Tabla A.2, se utiliz6 una herramienta de software.
Primero se sustituyeron los valores de los pardmetros en las condiciones de la Tabla A.2 para determinar los valores
numéricos que debe cumplir el pardmetro «,. Posteriormente, se realizé6 un programa en software para evaluar
distintos valores de a, que vayan de 0 hasta 10 con saltos de 0.1. El pseudocédigo empleado se muestra en la Tabla

A.3 y los resultados obtenidos fueron los siguientes:

Para a,; > 0, los equilibrios P, y Fs son negativos en las componentes 27 y z§.

Para «, € [0.1, 1.2], el equilibrio Py es negativo en la componente 7.

Para a, > 1, el equilibrio P» es negativo en la componente y3.

Para a, > 2, el equilibrio P5 es negativo en la componente y5.

Para a, > 2.5, los equilibrios P; y P4 son complejos.

Para a, > 9.2, el equilibrio Ps es negativo en la componente x%.

Tabla A.3: Pseudocédigo empleado para evaluar diferentes valores de «r, en los equilibrios.

Algoritmo para evaluar distintos valores de a. en los puntos de equilibrio del sistema (5.1)-(5.3).
Menii:

1. Declarar todos los pardmetros del sistema (5.1)-(5.3);

2. Escribir todos los puntos de equilibrio del sistema (5.1)-(5.3) separados por componentes x;, ¥; y 2i;

3. Se utiliza el ciclo for para evaluar distintos valores de a, con el valor inicial 0, el valor final 10 y el tamano de paso de 0.1:
for az =0:0.1:10;

end
4. Imprimir todos los resultados en una ventana emergente.

A.3. Anadlisis de estabilidad local

Para analizar la dindmica en el largo plazo del sistema (5.1)-(5.3), se examina la estabilidad local de los puntos
de equilibrio P; = (a?;‘,y;‘,zj*) donde 57 = 0,2,3,4,5, mediante el andlisis de signos de los valores propios de su
matriz Jacobiana asociada. La expresién general de la matriz Jacobiana del campo vectorial dado por el sistema

(5.1)-(5.3) es:

-,z 0,2 0.y — Py = 7%

Con las raices del polinomio caracteristico de la matriz J (z,y,2) evaluada en cada punto de equilibrio del
sistema (5.1)-(5.3), es posible determinar la direccién de las soluciones del sistema alrededor de cada equilibrio y

por ende su estabilidad.
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A.3.1. Casoa,=0

El anslisis de estabilidad local en ausencia de tratamiento, es decir, a, = 0, se comienza evaluando el equilibrio

Pyl en la matriz Jacobiana J (z,y,2) y se calculan los siguientes valores propios:

Al = ap+1,, (V.P. 1)
N = —p., (V.P. 2)
s = ay (V.P. 3)

Los valores propios (V.P. 1)-(V.P. 3) indican que el sistema (5.1)-(5.3) siempre serd un nodo-silla inestable en el
equilibrio PO‘az:o sin importar los valores de los pardmetros. Para el caso del punto de equilibrio libre de tumor

Py| los valores propios de la matriz Jacobiana evaluada en dicho equilibrio son:

a,=0

Moo= (ap+m,) — - 7 (V.P. 4)
yvz
1
do = 5 (—ayﬁyuz + \/ayﬂz (ayp.Bs —45. (5. — uzﬁy))> 7 (V.P. 5)
1
A= 5 (ayﬂyuz - \/ayuz (ayp.Bs — 45, (5. — ,uzﬁy))> . (V.P. 6)

Al sustituir los valores de los pardmetros en los valores propios (V.P. 4)-(V.P. 6), se concluye que el sistema (5.1)-
(5.3) en el equilibrio P»|, _, es inestable. Los valores propios A23 son complejos con parte real negativa. Por lo
tanto, el equilibrio Ps| ., —o Serd estable si se cumplen las siguientes condiciones sobre los pardmetros v, y p.:
Vo >
Qy (6Z — 6 y'UZ)
462
By (o, +40)’

asumiendo que la condicién (A.16) también se satisface. La condicién (A.18) se calculé al establecer A; < 0, mientras

+ 0z, (A.18)

I (A.19)

que la condicién (A.19) se obtuvo al imponer que el radicando de las raices de los valores propios A2 3 sea negativo

para garantizar la estabilidad del equilibrio P»|, _,. Por otro lado, los valores propios relacionados al equilibrio

Ps|,,.—q son:
M= —ag —1,, (V.P.7)
1
P W (azly + 0y, + agayB,) (V.P. 8)
1

con los cuales se concluye que el sistema (5.1)-(5.3) siempre se comportard como un nodo-silla inestable dado que

Re)y > 0. Para el caso del equilibrio Py| sus valores propios asociados son:

a,=0
1 i :
)\1 = W (Ol;cﬁat:uz + \/Oéxﬁx:u“z (a.l,ﬁf)f - 47z) - 472Mz (aw + 77;8)> R (VP 10)
1
o= o (@wBotts = VB2 (B, —47.) = 22, (cw + 1)) (V.P. 11)
— 5m g z z + z x + x + g x z
A3 = (O = 82) Bype — y7:) + 747 (@ + 1) + 0B vyu), (V.P. 12)

Yz (733 - 5»L)



108

Al sustituir los valores de los pardmetros en los valores propios (V.P. 10)-(V.P. 12), se concluye que las soluciones
del sistema (5.1)-(5.3) se comportardan como un nodo foco inestable en el equilibrio Py, _.

Finalmente, para el caso del equilibrio de persistencia tumoral P5|az:0 es complicado determinar de forma
simbdlica su estabilidad debido a su gran composicién algebraica, sin embargo, se obtuvieron los valores propios al

evaluar directamente los valores de los pardmetros en la matriz Jacobiana. Los valores propios resultantes fueron:

A = —3.1444, (V.P. 13)
Ao = 04144+ 1.5, (V.P. 14)
A3 = 04144 —1.52i. (V.P. 15)

Con los valores propios (V.P. 13)-(V.P. 15), se establece que el sistema en el equilibrio Ps|, _, es un nodo foco

.=C

inestable. Con los resultados de estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema (5.1)-(5.3) cuando «, = 0, se

concluye el siguiente resultado.

Resultado 3. Suponga que las condiciones (A.16), (A.18) y (A.19) se satisfacen en el sistema (5.1)-(5.3) de

crecimiento de adenocarcinoma gastrico de tipo intestinal con IAC. Entonces, el punto de equilibrio libre de tumor

5, — B,
Pl - (O,ﬂZ ay (6: = Byp-)

, es local asintdticamente estable cuando o, = 0.
0. Vy02

A.3.2. Casoa, >0

Para el andlisis de estabilidad local con suministro de tratamiento, es decir, a, > 0, se comienza evaluando el

equilibrio Py en la matriz Jacobiana J (z,y, z) y se calculan los siguientes valores propios:

a;
Moo= (agtn,) — o (Ve = 02) 5 (V.P. 16)
Ay = s, (V.P. 17)
Ao = ay— Ljy. (V.P. 18)

El sistema (5.1)-(5.3) serd estable en el equilibrio Py si A1 3 < 0, por lo tanto, al resolver para el pardmetro de

tratamiento a, en ambos valores propios, se obtienen las siguientes condiciones

Mz (al‘ + nac)

o, > T (A.20)
a, > bz (A.21)
Ty
si y solo si
Yy > Oz, (5.17)

se cumple. La condicién (5.17) implicaria que la tasa de canibalismo en las células cancerosas gastricas es menor
que su tasa de muerte por la respuesta inmunitaria. Para establecer una condicién suficiente para la estabilidad

asintética local del sistema (5.1)-(5.3) en el equilibrio Py, se debe cumplir entonces lo siguiente:

. > max{“z (00 +11,) it } : (5.16)

,Yz_éw , Yy
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asumiendo que la condicién (5.16) también se satisface. Intuitivamente, esto implica que la administracién del
tratamiento de IAC es capaz de eliminar el tumor al converger la solucién x(t) en z§ = 0.

Como se explicé en la seccién 5.2 de este trabajo, analizar analiticamente la estabilidad local del resto de los
equilibrios resulta ser una tarea complicada debido a su gran composicién algebraica. Por lo tanto, se decidié
construir el pseudocédigo presentado en la Tabla 5.3 para simular mediante graficos de dispersién la estabilidad
asintodtica local de los equilibrios conforme aumenta el valor de a,. Los resultados obtenidos fueron discutidos en

esa seccion.
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Apéndice B
Glosario y siglas

B.1. Glosario

Acidos Nucleicos: macromoléculas presentes en todas las células y virus. Los dcidos nucleicos més famosos son
el Acido Desoxirribonucleico (ADN) y el Acido Ribonucleico (ARN). El ADN codifica la informacién que la célula

necesita para fabricar proteinas. E1 ARN participa en la sintesis de proteinas.

Alteraciones Epigenéticas: Alteraciones en los cambios causados por la activaciéon y desactivacion de los genes

causando una modificacién en la estructura quimica del ADN que no altera su secuencia de codificacion.
Anticuerpos: Proteinas elaboradas por las células plasméticas (tipo de glébulo blanco) en respuesta a un antigeno.

Apoptosis: Tipo de muerte celular en la que una serie de procesos moleculares en la célula conducen a su muerte.

Este es un método que el cuerpo usa para deshacerse de células innecesarias o anormales.

Capa Celular Externa del Embrién Temprano: Un embrién es un estadio temprano de desarrollo de los seres
vivos, en humanos es la fusién del espermatozoide con el ovocito. El embrién temprano estd compuesto por células
llamadas blastémeros. Después de un proceso de diferenciacion celular (gastrulacion), el embrién forma tres tipos de
capas celulares: endodermo (capa interna), mesodermo (capa mediana) y ectodermo (capa externa). El ectodermo

estd relacionado con las células y tejidos de la epidermis, cabello, unas, ojos y el sistema nervioso.

Carcinomas Micropapilares Gdastricos: Variante rara y agresiva del adenocarcinoma géstrico que se caracteriza

por una alta incidencia de metéstasis ganglionares.

Células endoteliales: Células que se encuentran en el revestimiento interno de los vasos sanguineos, los vasos

linfaticos y el corazén.

Células supresoras derivadas de mieloides: Poblaciéon heterogénea de células mieloides inmaduras con

capacidad inmunosupresora, que poseen caracteristicas intermedias entre monocitos y granulocitos.

Células T Reguladoras: Tipos de células inmunitarias que impiden la accién de algunos otros tipos de linfocitos

para que el sistema inmunitario no se vuelva sobreactivo.

Ciclo Celular: Proceso de regulacién del crecimiento y desarrollo que una célula experimenta entre su formacién

y su reproduccién para crear nuevas células.
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Citdlisis: Proceso en el cual la membrana celular se descompone y se pierde el material genético, causando la

muerte de las células.

Diferenciacién Celular: Proceso durante el cual las células jévenes, inmaduras (no especializadas) adoptan las

caracteristicas individuales y alcanzan su forma y funcién maduras (especializadas).
Endotelio Maduro: Tejido celular con multiples funciones que tapiza el interior de los vasos sanguineos.

Entosis: Invasién homotipica de células tumorales o epiteliales al citoplasma de sus células vecinas, provocada por

el desprendimiento de la matriz extracelular.

Estroma: Tejido conjuntivo que constituye a la matriz extracelular y sirve de soporte del tejido que cumple la

funcién de un érgano.
Expansién Clonal: Proceso de activacién y proliferacién de células.

Extravasar: Proceso celular altamente complejo utilizado por las células para moverse de un sitio a otro. Este
término es utilizado para describir el movimiento de las células de un vaso sanguineo al tejido durante la inflamacién

0 metédstasis.

Factores Antiangiogénicos: Conjunto de proteinas producidas por las células para inhibir o reducir la formacién

de nuevos vasos sangul’neos.

Factores Proangiogénicos: Conjunto de proteinas producidas por las células que actian sobre las células
endoteliales vecinas para producir nuevos vasos sanguineos. Las células tumorales producen factores proangiogénicos

denominados Factores Angiogénicos Tumorales durante la induccién de la angiogénesis.
Fagocitosis: Proceso por el cual un fagocito rodea y destruye sustancias extrafias y elimina las células muertas.

Fenotipo: Caracteristicas fisicas, bioquimicas y del comportamiento que se pueden observar. Celularmente, un

fenotipo es una expresion del genotipo (informacién genética en forma de ADN) en funcién del ambiente bioquimico.

Fibroblastos Asociados con el Cancer (FAC): Células del tejido conjuntivo que elaboran y segregan proteinas

de coldgeno. Los FAC impulsan la angiogénesis y coevolucionan con las células cancerosas.

Gastritis Atréfica: Enfermedad preneoplésica sobre la que puede aparecer displasia y adenocarcinoma géstrico.

Produce inflamacién crénica de la mucosa gastrica y adelgazamiento de ésta.

Genes Supresores de Tumores: Genes que dirigen la produccién de proteinas que son parte del sistema que
regula la divisién celular. Cuando ocurre una mutacién, el gen supresor de tumor ya no es capaz de desempenar su

trabajo, y como resultado un crecimiento celular descontrolado puede ocurrir.

Granzima B: Enzima proteolitica capaz de inducir apoptosis o autodestrucciéon de la célula diana.
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Inestabilidad Genémica: Aumento en la tendencia de presentar mutaciones en el ADN u otros cambios genéticos

que aparecen durante la divisién celular. Esta inestabilidad ocurre en muchos tipos de cancer.

Inmunoglobulina: Proteina elaborada por las células B y las células plasmaéticas que ayuda al cuerpo a combatir

infecciones. En ciertos tipos de cdncer, se pueden encontrar altas cantidades de inmunoglobulinas.

Inoculacién: Introducir en un organismo una sustancia con microorganismos (gérmenes o patégenos) que creceran

y se reproducirdn.

Interferén o y ~: Tipos de citocinas producidas por las células infectadas por virus para inhibir la replicacién viral
en las células no infectadas. También activan las células T citotdxicas y las células NK, e inhiben el crecimiento de

tumores.

Interleucina 2: La interleucina (IL) es un tipo de citocina que sirve como una molécula de sefializacién. La IL-2
es secretada por las células Th y coestimula la produccién de células Th, las células T citotéxicas y las células B.

También activa las células NK.

Lisis: Deterioro de una célula debido a una lesién en su membrana plasmatica. Esta puede ser por medios quimicos

o fisicos.
Melanocitos: Células de la piel y los ojos que producen y contienen un pigmento llamado melanina.
Membrana Basal: Capa de matriz extracelular de sostén que se encuentra en la base de los tejidos epiteliales.

Metaloproteinasas de Matriz Extracelular (MMPs): Tipo de proteasas (enzimas) responsables de la

degradacion de las protefnas (protedlisis) en la matriz extracelular.

Metaplasia Intestinal: Condicién de pérdida de las glandulas géstricas y reemplazamiento de las células epiteliales

gdstricas por otros tipos celulares.

Paracrina: La comunicacién paracrina es una forma de senalizacién bioquimica utilizada por las células para alterar

su comportamiento o la diferenciacién celular.
Péptidos: Uno o més aminodcidos unidos por enlaces quimicos llamados peptidicos.

Perforina: Tipo de proteina citotéxica que crea canales en la membrana de la célula infectada para permitir el

ingreso de sustancias téxicas liberadas por los granulos de células efectoras y de esta forma causar citdlisis.

Pericitos: Células que producen componentes de la membrana basal y se enrollan alrededor de las células

endoteliales.

Quimiocina: Tipo de citocina capaz de inducir quimiotaxis para atraer a neutréfilos y otros leucocitos a regiones

de inflamacién o respuesta inmunitaria.
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Transcripcidén: Proceso por el cual se genera una copia de ARN a partir de la secuencia de un gen.

Ulceras Pépticas: Llaga que afecta a la mucosa gdstrica o de la seccién superior del intestino delgado. Casi todas

las tlceras pépticas son causadas por la infeccién por H. Pylori.

Ureasa: Enzima responsable de la degradacién de la urea en amonfaco y diéxido de carbono. La urea es la sustancia

resultante del procesamiento de proteinas y compuestos del higado.

B.2. Siglas

ADN Acido Desoxirribonucleico

ARN Acido Ribonucleico

CDs Células Dendriticas

CD4 Ciumulo de Diferenciacion 4
CD8 Ciumulo de Diferenciacion 8
CDIs Células Dendriticas Inmaduras

CGA Céncer Géstrico Avanzado

CGT Céancer Géstrico Temprano

CMH-I  Complejos Mayores de Histocompatibilidad de clase I
CMH-II  Complejos Mayores de Histocompatibilidad de clase II
CPAs Células Presentadoras de Antigenos

CSCs Cancer Stem Cells

CTLs Cytotoxic T Cells

EDOs Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
ECM Extracellular Matriz

FAT Factores Angiogénicos Tumorales
GST Genes Supresores de Tumores

IARC International Agency for Research on Cancer
IAC Inmunoterapia Adoptiva Celular

IFN Interferén

INEGI  Instituto Nacional de Estadistica y Geografia
LCCI Localizacién de Conjuntos Compactos Invariantes
MALT Mucosa Associated Lymphoid Tissue

MDSC Células Supresoras Derivadas de Mieloides
MMPs Matriz Metalloproteinases

NK Natural Killer
TAA Tumour-Associated Antigens
TILs Tumor-Infiltrating Lymphocytes

VEGF Vascular Endothelial Growth Factor
WHO World Health Organization
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Apéndice C
Publicaciones y participaciones

Publicaciones en revistas arbitradas
Martinez L.F., Gamboa D., Valle P.A. Mathematical Model of a Gastric Adenocarcinoma with Immunotherapy:

Global Dynamics and Tumor Clearance Conditions, Spora: A Journal of Biomathematics (Sometido).

Publicaciones en memorias de congresos

Martinez L.F., Gamboa D., Coria L.N., Valle P.A. Modelizado matemdtico cualitativo del cancer gdstrico. Congreso

Mexicano de Robética (COMROB) 2020, Octubre 29 a 31 en Tijuana, México: 48-53.

Participaciones en simposios y seminarios

1. Martinez L.F., Gamboa D., Valle P.A. In silico modelling for the treatment of gastric cancer. Annual
Symposium on Biomathematics and Ecology Education and Research (e-BEER) 2020, Noviembre 13 a 15

en la Illinois State University.

2. Martinez L.F. Modelizado matemdtico del cincer gdastrico bajo tratamiento con inmunoterapia. Seminario de
Investigacion del Posgrado en Ciencias de la Ingenierfa del Instituto Tecnolégico de Tijuana, Diciembre 8 de

2020.

Participaciones en escuelas y cursos de biomatematicas

1. 9na. Escuela de verano de matemdticas llevada a cabo del 24 al 28 de Junio de 2019 en el Instituto de
Matemaéticas, Unidad Juriquilla, Universidad Nacional Auténoma de México (UNAM). Tema de escuela: Eco-

epidemiologia.

2. Escuela de Modelacion y Control aplicado a procesos bioldgicos llevada a cabo del 13 al 15 de Noviembre de

2019 en el Centro de Investigacién en Matemdticas (CIMAT), Unidad Guanajuato.

3. 10ma. Escuela de verano virtual de matemdticas llevada a cabo del 15 al 19 de Junio de 2020 por el Instituto

de Mateméticas, Unidad Juriquilla, UNAM. Tema de escuela: Aprendizaje automético en biologia de sistemas.

4. Curso virtual: Fundamentos de la modelacion matemdtica: Un acercamiento a la epidemiologia matemdtica,
llevado a cabo el 25, 30 de Junio y 2 de Julio de 2020 por la Sociedad Mexicana de Computacién Cientifica y
sus Aplicaciones, y por el Depto. de Mateméticas de la Facultad de Ciencias de la UNAM.
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