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Modelado de Sistemas Dinamicos en

Ecuaciones Diferenciales Difusas

Resumen

En este trabajo se desarrolla la teoria de las ecuaciones diferenciales difusas, se pre-
sentan algunas técnicas utilizadas para resolver ecuaciones diferenciales difusas asociadas
a problemas de valor inicial y aplicaciones en la ingenieria.

Se modelan algunos problemas de dindmica de poblaciéon mediante las ecuaciones dife-
renciales difusa. También se consideran algunas aplicaciones de las ecuaciones diferencia-
les difusas en modelado de sistemas de control, tales como en un sistema de masa-resorte
amortiguador y en un motor de corriente continua.

Se analiza el problema de presa-depredador, donde se plantea que las poblaciones
iniciales son difusas, debido a que las estimaciones iniciales no se conocen con precision.

Palabras clave: FEcuaciones diferenciales difusas, incertidumbre, modelacién ma-

tematica, control.
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Modeling of Dynamic Systems in
Fuzzy Differential Equations.

Abstract

In this work the theory of fuzzy differential equations is developed, some techniques
used to solve fuzzy differential equations associated with initial value problems and ap-
plications in engineering are presented.

Some population dynamics problems are modeled by diffuse differential equations.
Some applications of fuzzy differential equations are also considered in the modeling of
control systems, such as in a mass-spring damper system and in a DC motor.

The prey-predator problem is analyzed, where it is stated that the initial populations
are fuzzy, because the initial estimates are not known with precision.

Keywords: fuzzy differential equations, uncertainty, mathematical modeling, control
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Capitulo 1
Introducciéon

Una forma de hacer modelos matematicos de sistemas dindamicos utilizados en in-
genieria u otras disciplinas es a través de ecuaciones diferenciales. Cuando se asume el
determinismo en este tipo de modelos se hace necesario conocer los parametros, valores
iniciales y relaciones funcionales de las ecuaciones diferenciales, como insumos bésicos
para encontrar posibles soluciones. Sin embargo, hay fenémenos susceptibles de ser mode-
lados por sistemas dinamicos donde no se dispone de toda la informacion necesaria para
su formulacién y validacién [8]. Dado un sistema dindmico, formular un modelo median-
te ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) no es muy preciso debido a que la mayoria
de los fenémenos son imprecisos o poseen algin tipo de incertidumbre. Las ecuaciones
diferenciales representan una idealizacién de una situacién real, pero frecuentemente no
se puede tener certeza de que el modelo sea perfecto, o que las funciones representativas
tengan parametros inciertos, por lo que el hecho de la imprecision del modelado puede
jugar un papel significativo.

En el modelado matematico de problemas del mundo real, se pueden encontrar dos
inconvenientes, a saber, la complejidad y la incertidumbre o vaguedad. A fin de tomar en
consideracién la vaguedad, la teoria de conjuntos difusos se considera como una configu-
racion adecuada [37].

Lotfi A. Zadeh, publicé en 1965 su trabajo “fuzzy set”[61], donde present6 formalmente
la teoria de estados multivaluados e introdujo por primera vez la teoria de conjuntos
difusos en la literatura técnica. Dubois y Prade, afirman que “ La principal motivacion
de la teoria de conjuntos difusos es al parecer el deseo de construir una base formal,
cuantitativa, que sea capaz de capturar la vaguedad del conocimiento humano tal como
este es expresado a través de los lenguagjes naturales” [28].

Muchos autores han ampliado el concepto de derivada en el contexto difuso, intro-

ducido por Zadeh en [61], y fueron estudiado por algunos autores tales como Kaleva en



[31, 32, 33, 34] , Nieto en [47] y Puri y Ralescu en [50].

Otros autores han generalizado el concepto de la H-diferenciabilidad, como Bede en
[6] y Chalco-Cano en [21].

La légica difusa trata de acercar la matemaética al lenguaje impreciso del hombre
comun. El ser humano se maneja habitualmente con conceptos “vagos”, los cuales no se
pueden representar con la matematica tradicional.

En Kaleva [32] se presentan varios y diferentes trabajos pioneros sobre las ecuacio-
nes diferenciales difusas, otros resultados relevantes sobre ecuaciones diferenciales difusas
(EDD) han sido obtenidos en Barros [3], donde hace referencia a problemas de modela-
cién demogréfica y expectativa de vida; Ahmad [1] trata sobre modelos de poblaciones
depredador-presa y Buckley [7] utiliza EDD con condiciones iniciales tridangulos difusos.

Es por eso, dado estas imprecisiones debido a la incertidumbre o vaguedad que se
requiere la introduccion de las EDD.

En el presente trabajo se hace un estudio de las ecuaciones diferenciales difusas, se
formulan modelos basados en dichas ecuaciones y sus aplicaciones a modelos lineales y no
lineales, ya sean de primer y/o segundo orden, como también aplicaciones a sistemas de

control y dinamicas de poblacién.

1.1. Planteamiento del problema

En este capitulo se realiza una presentacion general de la investigacion realizada,
detallando de manera especial el problema planteado, antecedentes y motivacion. Nuestro

problema a realizar es:

(1.1)

$(t0> =X

{ o' = F(tx(t))

donde F: T xR = R, 2y € R, t € [ty,T], T un nimero real.
= Dar soluciéon general por el modelo de Cauchy a la ecuacién
2 (t) = Kz(t), (1.2)

considerando

e 2(0) e .F

o K ¢ %



o 2(0),K €¢ #

= Resolver modelo de la forma
"+ ax’ + az(t) =0 (1.3)

considerando z(0), 2'(0) € .%# con aplicaciones en sistemas mecanicos.

» Resolver modelos de la forma
2+ a ' + ax(t) =7 (1.4)

considerando z(0), 2'(0) € .% con aplicaciones en ingenieria de control

s Resolver un caso no lineal

1.1.1. Antecedentes

En la década de los anos veinte del siglo XX, J. Lukasiewicz [58] desarroll6 los principios
de la l6gica multivaluada, cuyos enunciados pueden tener valores de verdad comprendidos
entre el 0 (falso) y el 1 (cierto) de la légica binaria clasica. En 1965 Lofti A. Zadeh [24, 61],
aplicé la logica multivaluada a la teoria de conjuntos, estableciendo la posibilidad de que
los elementos pudieran tener diferentes grados de pertenencia a un conjunto. Zadeh [61]
introdujo el término “difuso” (fuzzy) y desarrollé un algebra completa para los conjuntos
difusos.

El modelado difuso es un enfoque relativamente novedoso para la construccién de
modelos de sistemas utilizando un lenguaje descriptivo basado en la légica difusa con
predicados difusos.

Otros resultados relevantes sobre las EDD han sido obtenido en [27], [30], [38].

1.1.2. Justificacién

Las ecuaciones diferenciales difusas abre una amplia coleccién de posibles soluciones:

= Algunos sistemas reales son demasiados complejos, los cuales para obtener una des-

cripcion precisa es muy complicada.

= Es necesaria una teoria que permita simular los sistemas reales de forma sistematica

mediante un sistema de ingenieria.



= Algunos casos de ingenieria de control son resueltos usando conocimientos de la

experiencia, pero que dificilmente se puede expresar en ecuaciones diferenciales.

Es por eso, dado estas imprecisiones debido a la incertidumbre o vaguedad en el mo-
delo, que se requiere la introduccién de las ecuaciones diferenciales difusas.

En la modelizacién matematica, cuando se desea modelar sistemas dinamicos en con-
diciones de incertidumbre, las ecuaciones diferenciales difusas surgen de forma natural.
Este tipo de sistema proporcionara una mejor representacién de los problemas del mundo
real [63].

Los sistemas difusos se han aplicado a una amplia variedad de campos que van desde la
ingenieria de control, procesamiento de senales, comunicaciones, fabricacion de circuitos
integrados, y sistemas expertos a los negocios, la medicina, la psicologia, etc [59]. Por otro
lado, las ecuaciones diferenciales difusas permiten analizar el sistema con valores iniciales
ambiguos, con cierta incertidumbre, los cuales se han resuelto con modelos cualitativos,
tratando de encontrar un sistema de ecuaciones cuyo modelo se acerque mas a la realidad

del suceso y permita una amplia coleccion de posibles soluciones.

1.2. Objetivos

Objetivo general:

Modelar los sistemas dinamicos mediante ecuaciones diferenciales difusas y resolverlos.

Objetivos especificos:

1. Formular modelos lineales de primer y segundo orden con ecuaciones diferenciales

difusas.

2.1 Aplicar, resolver y analizarlos en problemas de la dinamica de una poblacién.

2.2 Aplicar, resolver y analizarlos en problemas de ingenieria de control.
2. Formular modelos no lineales con ecuaciones diferenciales difusas.

3.1 Aplicar, resolver y analizarlos en problemas de la dinamica de una poblacién.

3.2 Aplicar, resolver y analizarlos en problemas de ingenieria de control.

1.3. Estructura de la tesis

La tesis estd organizada de la siguiente manera:

La tesis contiene esta introduccion, tres capitulos, conclusiones, recomendaciones y
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referencias bibliograficas:

El Capitulo 2, introduce algunos conceptos y teoremas previos para el entendimiento
de la investigacion. En el Capitulo 3 se hace el estudio de las ecuaciones diferenciales
difusas. El Capitulo 4 trata sobre las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales difusas
a problemas de dinamica de poblacién y a problemas de control. En el Capitulo 5 se

presentan las conclusiones finales y el trabajo futuro a desarrollar.



Capitulo 2
Preliminares Matematicos

Se presentan los principales conceptos que son imprescindibles para el desarrollo de
esta tesis, definiciones y teoremas relacionados con la teoria de los conjuntos difusos, los

cuales fueron enunciados por primera vez en 1965 por Lotfi A. Zadeh [61].

2.1. Conjuntos difusos

Un conjunto clasico o “crisp” (en ingles) se define de tal manera que divide al universo
de posibilidades en dos grupos: los que pertenecen al conjunto y los que no pertenecen,

de allf que se le haya denominado crisp (rigido).

Definicién 2.1. En un conjunto cldsico (crisp set) se asigna el valor0 6 1 a cada elemento

para indicar la pertenencia o no a dicho conjunto.

Un conjunto clasico A se puede definir por su funcién de pertenencia como:

0 si el elemento x no pertenece a A

1 siel elemento x pertenece a A

La funcién de pertenencia (o también llamada funcién de membresia) permite asignar
a cada elemento, un valor real que indica que tanto pertenece al conjunto, generalmente
en el intervalo unitario [0, 1].

La funcion (2.1) puede generalizarse de forma que los valores asignados a los elementos
del conjunto estén en un rango particular, y con ello indiquen el grado de pertenencia de

los elementos al conjunto en cuestion.

Definicién 2.2. [61] Dado X un conjunto cualquiera (no vacio). La funcion de membresia
wa de un conjunto difuso A, es una funcion: py : X — [0,1]. La funcion pa se interpreta

como el grado con que un elemento x pertenece al conjunto difuso A, para cada x € X.



Expresado en notacién matematica, un conjunto difuso A esta definido por pares de
elementos de la forma (z, ua(x)), donde x es el elemento propiamente dicho y pa(z) es el

grado de pertenencia del elemento al conjunto A, es decir:

A={(x,pa(x)),Vre X}. (2.2)

La funcién p4 en si misma se utiliza a menudo para representar el conjunto difuso.
Dado un conjunto difuso u sobre X y un valor de a € [0, 1], la expresién u(z) > «

significa que el nivel de pertenencia de los elementos x al conjunto difuso u es a lo més

1 — a. De esta forma, con & = 0 o @ = 1 se tiene incertidumbre nula. El conjunto de los

elementos de x € X tales que u(x) > « se denomina el nivel @ del conjunto difuso w.

Definicién 2.3. (Nivel de un conjunto difuso)
Sea u : X — [0,1] la funcién de membresia de un conjunto difuso sobre X, se define el

a-nivel como el conjunto [u]* = {x € X : u(x) > a}, para cada a € (0, 1].
La Figura 2.1 muestra el a-nivel de un conjunto difuso

1 T T

08k

0.6+

0.4

02k

Figura 2.1: a-nivel de un conjunto difuso

Uno de los conceptos muy importantes dentro de la teoria de conjuntos difusos es
el concepto de a-nivel de un conjunto difuso, debido a que a cualquier conjunto difuso,
se le puede asociar una familia de niveles indexada por el intervalo [0, 1], los cuales se

denominan los a-niveles del conjunto difuso.

Definicién 2.4. (Soporte de un conjunto difuso)

Se define el soporte de u al conjunto [u]° = cl{z € X : u(z) > 0}, donde cl denota la
clausura de un subconjunto.

Definicién 2.5. Se denomina el nicleo de u al conjunto [u]' = {z € X : u(z) = 1}.

Existen varias propiedades de la teoria de conjuntos, como la compacidad y convexidad,

estas propiedades son vistas como una generalizacion de la teoria de conjuntos clédsicos.



Definicién 2.6. Un conjunto difuso u sobre R es compacto si y sélo si [u]* es un conjunto

compacto en R para todo o € (0,1].

Definicién 2.7. Un conjunto difuso u sobre R es convezo si y sélo si [u]* es un conjunto

convezo para todo a € (0, 1].

Sea .#(X) el espacio de todos los conjuntos difusos compactos y convexos en X.
Entre los diversos tipos de conjuntos difusos, para una mejor compresion, se suele
restringir la colecciéon de conjuntos difusos sobre el conjunto R de nimeros reales a una

clase particular denominada ntimeros difusos, cuya definicion se puede dar como:

Definicién 2.8. Sea u conjunto difuso. Se dice que u es un numero difuso si u : R —

0,1], y ademds satisface las siguientes condiciones:

i) u es normal; es decir, existe al menos un * € R tal que u(z*) =1

ii) u es un conjunto convexo difuso. Es decir u(Ax + (1 — Ay)) > {min{u(x),u(y)}}
para todo x,y € R y Va € [0, 1].

iii) u es semi continua superior en R, es decir que [u]* es cerrado VYA € [0, 1].

w) [u]® es compacto en R.
Dado que X = R, se puede reescribir la definicién 2.8 como:

Definicién 2.9. Sea u la funcion de membresia de un conjunto difuso. Se dice que u es

un nimero difuso siu: R — [0,1], y ademds satisface las siguientes condiciones:

i) u es normal; eziste al menos un x* € R tal que u(z*) =1,
i) [u]* es cerrado Yo € (0, 1],
i) [u]® es acotado.

Se denota como .# al espacio de todos los nimeros difusos en R. Este espacio ha sido
estudiado por varios autores [23], [32], [47] v [55].

Los operadores difusos constituyen un importante componente en la comprensién de las
aplicaciones de los conjuntos difusos. Dentro de las operaciones mas importantes en estos
conjuntos se destacan: el complemento, la unién, interseccion y aritmética con nimeros
difusos [29].

De la Definicién 2.9 esta claro que un nimero difuso puede tener diferentes represen-
taciones geométricas. Para comprender las operaciones aritméticas que se pueden realizar
sobre el conjunto de nimeros difusos es importante definir el concepto de intervalo cerrado

para un conjunto difuso:



Definicién 2.10. Si u € %, entonces el a-nivel [u]* es un intervalo cerrado denotado

por [ug(t),u%(t)], donde u§ y u$y son los extremos inferior y superior respectivamente de
[u].

Entre el nimero infinito de posibles conjuntos difusos en .7 (X)) que califican para ser
niumeros difusos, algunos tipos de funciones de membresia son de especial importancia,
sobre todo en relacion con el uso de los nimeros difusos, los cuales son muy ttiles en
aplicaciones, por ejemplo, en la aritmética difusa. A continuacion se presentan ejemplos

de algunos nuimeros difusos:

Definicién 2.11. Funcion triangular. (Nimero difuso tridngular)
Un nimero difuso se denomina niumero difuso triangular o triangulo difuso, si su funcion

de membresia cumple con lo siguiente:

0
rZa g < g <b.
=9 = 20T 23)
0 T >c
Cuya representacion grafica se puede observar en la Figura 2.2, y su a-nivel es
Al =[a+a(b—a),c— a(c—1Db)] (2.4)

para algin o € (0, 1].

Figura 2.2: Tridangulo difuso (a, b, ¢)

Definicién 2.12. Funcion trapezoidal. (nimero difuso trapezoidal )
Definida por sus limites inferior a, superior d, y los limites de soporte inferior b y superior

¢, tal que a < b < c < d. En este caso, si los valores de b y ¢ son iquales, se obtiene una



funcion triangular,

(0 x
T a<zr<b
plrz)=< 1 b<z<c (2.5)
iz <z <
L 0 x>d

Figura 2.3: Trapecio difuso (a, b, ¢, d)

La coleccion de los a-niveles de un conjunto difuso u satisface las siguientes propieda-
des:

Teorema 2.1 (Teorema de Stacking). Sea u € .Z y sea [u]® la coleccion de los a-niveles

del conjunto u, entonces:
(i) [u]® es un intervalo cerrado no vacio [u]* = [u,,ul] para algin o € [0, 1]}.
(ii) Si0<a<B<1 entonces [u]® C [u]®

(iii) Para alguna sucesion «, no decreciente tal que converge a o« , lim, o @, = «,

entonces (), [u]*" = [u]*

(iv) Para alguna sucesion o, tal que converge a « , lim, ,0a, = «, entonces

cl (Upzy [u]*) = [u]”

El siguiente resultado es el teorema de caracterizacion de Negoita y Ralescu [45] y es

el reciproco del Teorema Stacking:

Teorema 2.2 (Teorema de Representacién de Neogoita - Ralescu). Dada una familia de

subconguntos {M, : a € [0,1]} tal que satisface las siguientes condiciones:
(i) M, es un intervalo cerrado no vacio para algin o € [0,1] ;

(ii) 0 <a < B <1 entonces Mg C M,;
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(iii) Para alguna sucesion «, no decreciente tal que converge a « , lim, o @, = «,
entonces ()7~ My, = M,

(iv) Para alguna sucesion «, tal que converge a « , lim, ,oa,, = «, entonces

(e}

cd(U,_; Ma,) = My entonces existe un unico uw € F, tal que [u]* = M, para

algin o € [0, 1]

Zadeh en [61] propuso su principio de extensién, mismo que se ha convertido en una
herramienta importante en la teoria de los conjuntos difusos y su aplicaciones, lo cual
permite decir que si dos elementos u, v € .%, se puede afirmar que u + v € .%.

Dada una funcién f : X — Y, puede ser extendida al contexto difuso a otra funcion
f: F(X) — F(Y), definida para cada conjunto difuso v en X por:

i sup  u(x) if fTHy) #0
flu)(y) = { =X fl@)=y (2.6)
0 if f(y) =0
paray €Y.
Una generalizacién para funciones de producto cartesiano, es la siguiente:
f: Xy x Xy — Y induce otra funcién f : Z(X;) x .F(X,) — Z(Y), definidos para

cada conjunto difuso u,v, u en .#(X;), v en .#(Xs) por:

i sup  {min{u(z1),v(22)}} i fH(y) # 0
f(u,v)(y) = (z1,22),f(21,32)=y (2.7)

0 it fHy) =0

Una aplicacién se puede apreciar en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.1. Sea f: R xR — R, f(z1,x2) = x1 + 2, entonces [ FXF —F

f(u,v)(x) = sup {min{u(z;),v(z2)}} (2.8)

xr1+To=2

La definicion de adicién de conjuntos difusos puede hacerse gracias al principio de ex-
tension de Zadeh [61], lo cual permite al conjunto de nimeros difusos darle una estructura
lineal.

Existen muchas formas de extender la Métrica de Hausdorff para conjuntos difusos,
por ejemplo:

Definicién 2.13. D(u,v) = sup dg([u]®, [v]*) Para todo u,v € F, donde dy es la

a€(0,1]
métrica de Hausdorff usual.
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Definicién 2.14. Distancia de Hausdorff

dy = sup,cy inf ey dist(z,y)
dy(X,Y) = max{dy, ds }, donde (2.9)

dy = sup,cy Inf e x dist(z,y)}

2], [33].

Sea (%, D) un espacio métrico sobre R, con D la métrica de Hausdorff.
Teorema 2.3. Dado .F un espacio vectorial.

El espacio vectorial (%, @, ) para u,v € . y A € R, la suma u® v y el producto A -u

estan definido por:
(udv)(z)= sup {min{u(z;),v(x2)}} (2.10)
T1+T2=T
u(y) si A#0,
(A-u)(x) = (2.11)
Xo(xz) si A=0
donde xjoy es la funcién caracteristica del 0 en R, la cual se puede ver que coincide con
(2.8).
Ejemplo:

Sea A un numero difuso con v definida como:

0 r<-—1
1 —1<z<0
w(p)=4 LT TEEES (2.12)
l—-2 0<z<1
0 r>1

cuya representacion grafica se puede ver en la Figura 2.4

o9

o.6|

0.3}

Figura 2.4: u(x)
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y sea B un numero difuso con v definida como:

0 x <0
0<z<1
wz)=4{ " =T= (2.13)
42 1<1<2
0 T > 2

cuya representacion gréafica se puede ver en la Figura 2.5.

1

o9

os|

0.7}

o.6|

05|

0.4

0.3}

oz}

o1

o
-2 -1 o 1 2 3 a

Figura 2.5: v(z)

Entonces:

0 r < —1
=l 1< <1
udv)(x) = 2 - = 2.14
@@ =1 2 ), oy (214)
0 >3

cuya representacion gréafica se puede ver en la Figura 2.6.

1

o9

o8|

0.7}

o6

os|

0.4

0.3}

o2}

oaf

o
-2 -1 o 1 2 3 a

Figura 2.6: (u + v)(x)

Observese que [29]:
[u @ v]* = [u]® + [v]*
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udv]*=la-1,1—ao]+[,2—a] =[2a — 1,3 — 2]
Teorema 2.4. Sea f : R — R continua, entonces por el principio de extension de Zadeh
existe f : F — F bien definida y continua, tal que:

[f(w)]® = f([u]*),Ya € [0,1),u € .Z. (2.15)

La definicién de diferenciabilidad en el sentido difuso, fue inicialmente introducida por

[50] y esta basada en la H-diferencia de conjuntos.

Definicién 2.15. Sean u,v € F™. Si existe w € F" tal que u = v H w, entonces, w es

llamada la H-diferencia de u y v y lo denotamos por u © v.

Existen numerosas formas de extender la Métrica de Hausdorff para conjuntos difusos,

por ejemplo:

Definicién 2.16. d.(u,v) = sup H([u]* [v]*), Para todo u,v € F#, donde H es la
a€gl0,1]
métrica de Hausdorff usual.

Teorema 2.5. [51] (F",dw) es un espacio métrico sobre R"™, con d la métrica de
Hausdorff.

Demostracion. Sean u,v € (F",y ds) la métrica de Hausdoff, entonces:

1. doo(u,u) =0.
doo(u, u) = supH([u]a, [U]a) = sup{max{d(a, [u]a)’ d(a, [u]a}}
= sup{maz(0,0)} =0

2. Si u # v, entonces duo,(u,v) > 0.
Sea dy(u,v) = d(a,b), para algin a € [u]* y b € [u]*. Dado que u # v, tenemos que
[u]® # [v]*, por lo que podemos suponer que a € [u]* y que a ¢ [v]*, por lo tanto
doo(u,v) < supH (a,[v]*) > 0.

3. doo(u,v) = dy(v,u), dado que H es una métrica.

4. doo(u,v) < doo(u, w)+doo (w, v) sigue de la desigualdad correspondiente en la métrica

H
[l

Una de las propiedades fundamentales del espacio métrico (", d,) esta dada por el

siguiente teorema:
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Teorema 2.6. (", dy) es espacio métrico completo.

Demostracion. Sea (u,) una sucesién de Cauchy en (F",dy,).
Entonces [u,]”
do que (K (R"™), H) es completo, para cada a € [0, 1], existe un M, € K(R") tal que

H([up)*, M) — 0 cuando p — oo

es una sucesién de Cauchy en (K(R"),H) para cada a € [0,1]. Da-

Ahora probamos que la familia M, verifica las condiciones del Teorema (2.2)
(i) M, € K(R™) para todo a € [0, 1]
(ii) o < B entonces M, C Mg
(iii) a1 < ag..., lim, o o, = v, entonces M, = ()~ My,

Por lo tanto existe un v € " tal que [u|* = M, para todo a € [0, 1]. Finalmente se
concluye que: u, — u cuando p — oo.
[

Una demostracién similar se pueden encontrar [51].
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Capitulo 3
Ecuaciones Diferenciales Difusas

El término “ecuacién diferencial difusa” (EDD) fue concebido en 1978 por Kandel y
Byatt [35], v justo después de dos anos, una versiéon més amplia fue publicada en [36].
La generalizacion de la derivada difusa fue inicialmente realizada por Puri y Ralescu [50]
donde establece los primeros teoremas de existencia y unicidad de solucion a problemas de
valor inicial a partir de la nocién de derivada de Hukuhara y las cuales son estudiadas en
[32]. O. Kaleva y S. Seikkala formularon una ecuacién diferencial difusa [55]. Resultados
relevantes sobre ecuaciones diferenciales difusas han sido obtenidos en, [4],[5], [22],[23],
[35] y [34].

Un concepto que conecta la teoria difusa y los sistemas dinamicos es el de ecuaciones

diferenciales difusas.

3.1. Diferenciacion difusa.

La definicion de la H-derivada para funciones difusas fue inicialmente introducida por

Puri y Ralescu [50] como:

Definicién 3.1. Sea F : T — F" yty € T. La funcion F se dice diferenciable en ty si:
(I) existe un elemento F'(ty) € F™ tal que, para todo h > 0 suficientemente cercano a
cero, F(to+ h) © F(ty), F(ty) © F(to — h) y los limites

Flto+h) & F(t
i Lo M O F ) _ g

h—0t+ h—0t

F(ty) © F(ty — h)

(3.1)

son iguales a F'(ty).

(I1) eziste un elemento F'(ty) € F™ tal que, para todo h < 0 suficientemente cercano a
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cero, F(ty+ h) © F(ty), F(ty) © F(to — h) y los limites

lim F(to+h) o F(t) _ lm F(ty) © F(to — h)

2
h—0— h h—0— h (3:2)

son iguales a F'(ty).

Notar que si F' es diferenciable de la primera forma (I), entonces no es diferenciable
de la segunda forma (II) y viceversa. El siguiente teorema es fundamental para resolver

una ecuacion diferencial difusa:

Teorema 3.1. Sea F : T — F", y [F(t)]* = [FP(t), Fi(t)], para cada « € [0,1].
Entonces
(i) Si F diferenciable en la primera forma (I) entonces F(t) y F(t) son funciones

diferenciables y
[F'(0)]" = [(FL @), (FR (1), (3.3)

(ii) Si F diferenciable en la sequnda forma (II) entonces Ff(t) y Fg(t) son funciones

diferenciables y

[F'(#)]" = [(FR(®), (FL(1)']. (3.4)
Demostracion. .

(i) Sih >0y a € [0,1], entonces [F(t+h)© F(t)|* = [FR(t+h)© FR(t),[FR(t+h)©

Fg(t)], multiplicando por 7, tenemos

F(t+h)o Fp(t) FR(t+ h) o Fg(t)
h ’ h

(3.5)

pasando a limite, y la definicién (3), se obtiene [F'(¢)]* = [(Fg(t)), (Ff(t))]. El caso
[F(t) © F(t + h)]* se demuestra de manera similar.
(ii) Sih < 0y «a € [0, 1], entonces [F(t+h)SF(t)|* = [FR(t+h)SFi(t), [Fa(t+h)oFg(t)],

multiplicando por &, tenemos

h
Fg(t+h)o Fg(t) FR(t+h) o Fi(t)
; (3.6)
h h
pasando a limite, y la definicién (3), se obtiene [F'(t)]* = [(Fg (%)), (F{(t))']
El caso [F(t) © F(t + h)]* se demuestra de manera similar. O

Basado en el Teorema 3.1, se origina la definicién siguiente: [21]
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Definicién 3.2. Sea F : [a,b] — F". Se dice que F es (i)-diferenciable sobre [a,b] si
F' es diferenciable en el sentido (I) de la Definicion 3.1 y similarmente (ii)-diferenciable
sobre [a,b] si F' es diferenciable en el sentido (1) de la Definicion 3.1.

3.2. Solucién de una ecuacion diferencial difusa de

primer orden

En este apartado se muestra la metodologia para resolver las ecuaciones diferenciales
homogéneas difusas de primer orden.

Considérese la ecuacién diferencial de primer orden:
ax'(t) + bx(t) = 0, (3.7)
donde a,b € R numeros reales, la cual se puede expresar de la siguiente manera:

Hiiea

con K = g y a # 0. La ecuacién (3.7) se reescribe de la siguiente manera:

() = Kz(t) (3.9)
z(0)=c,cc R K €R,’ '

la cual tiene la solucién z(t, c) = ceft. Note que z(t,c) es una funcién continua en ¢ € R
para todo t > 0.

3.2.1. Meétodo para resolver problema con condicion inicial

difusa

Dado el problema de valor inicial:
{ 2/(t) = Ka(t) (310)

donde C' € .% es un nimero difuso y K constante en R.
Para resolver la ecuacion (3.10), se escribe la funcién z(t) en su forma representativa

de a-nivel: [x(t)]* = [ua(t),v4(t)], la condicién inicial se representa mediante un
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triangulo difuso y K una constante real, entonces usando la Definicién 2.12, se tiene que
[C1* = [a+ a(b—a),c — a(c —b)], para o € (0, 1]. Para encontrar la solucién se usa el
Teorema 3.1; el cual nos permite discutir dos casos, el primer caso: si x(t) es diferenciable
en la primera forma, es decir (i)-diferenciable y el segundo caso si z(t) es diferenciable en

la segunda forma, es decir (ii)-diferenciable.

Caso 1:(i)-diferenciable:
Si 2/(t) se considera en la primera forma (I), el sistema de ecuaciones diferenciales sera

como se indica a continuacién:

{ U (t) = Kua(t), ua(0)
vl () = Kua(t), v4(0)

Ug

, (3.11)

Vo

Como las ecuaciones del sistema son independientes, se resuelve de manera indepen-

diente cada ecuacion, entonces la solucion general del sistema es:

o t) = Kt

Ua(t) =cre™ (3.12)
Va(t) = coelt

dado que la condicién inicial es el tridngulo difuso [C]* = [a + a(b — a),c — a(c — b)],

entonces tenemos que las condiciones iniciales son ug = a + a(b —a) y vg = ¢ — a(c — b),

la solucién del sistema 3.11 es:

Uo(t) = [a + a(b — a)]e™ (3.13)
va(t) = [c — a(c — b)]eX!
Por lo tanto, la resolucién de la ecuacion (3.10) tiene conjunto de a-niveles:
[2(®)]" = [(a + a(b—a))e™, (c — alc = b))e™] (3.14)

Caso 2:(ii)-diferenciable:
Si 2/(t) se considera en la segunda forma (II), el sistema de ecuaciones diferenciales sera

como se indica a continuacién:

{ W (1) = Kva(t), ua(0)

o (3.15)
(t) = Kua(t), va(0)

Vo

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales (3.15), primero se determinan los

eigenvalores y los eigenvectores de la matriz de coeficientes del sistema. El sistema (3.15)
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en forma matricial:

[u’(t)] _ [0 K] [u(t)] (316)
V(1) K 0l |v()

0 K
A:[K O] (3.17)

La matriz de coeficiente es:

Los eigenvalores son A = +K, y los eigenvectores son para A\; = K el eigenvector es
vy = [=1,1]7, para Ay = —K el eigenvector es vy = [1,1]7. Se concluye que la solucién

general del sistema (3.15) es :

{ U (t) = —cre Kt + cpekt | (3.18)

Va(t) = cre™ Kt 4 cpeltt

se tiene que las condiciones iniciales son ug = a + a(b—a) y vop = ¢ — a(c — b), aplicando
las condiciones iniciales en la solucién general, se obtienen los valores para las constantes

C1 'y Co:

el = (1—a)2(c—a)
3.19
Ccy = (l—a)(a;—c)-i—Qba ( )

Por lo tanto, la solucién del sistema (3.15) es:

2 2
va(t) = Uzalema) gkt | (-adate)ida ki (3.20)

{ Uo(t) = —Uzellema) o—Kt | (-a)ato)+dba Kt
2

3.3. Solucién de una ecuacion Diferencial difusa de
primer orden,

condicién inicial difusa y parametros difusos.

Dado el problema de valor inicial:

"(t) = Kx(t
2'(t) = Kx(t) , (3.21)
z(0)=C
donde C, K € .% son numeros difusos.
La funcién 2/(t) se puede expresar de la siguiente manera:
[2/(6))* = [ua (1), va ()] = [KL, Kg[ua(t), va(t)] (3.22)
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debido al producto de intervalo [29], tiene solucién en varios casos:

Primera forma:

Caso 1:
[ug (1), v (8)] = [Krua(t), Krva(t)] (3.23)
Caso 2:
[ (1), v4 ()] = [KRua(t), Kpva(t)] (3.24)
Segunda forma:
Caso 3:
[, (1), 0, (1)) = [K1va(t), Krua(t)] (3.25)
Caso 4:
[ (8), vo ()] = [KRrva(t), Kpua(t)] (3.26)
Caso 1:

Si 2/(t) es considerado diferenciable en primera forma:

' (1) = K% (1), 1g(0) = C
(1) = Kjua (1), ua(0) o
va(t) = Kjva(t), va(0) =C
la solucion general es:
o(t) = Cefit
uall) =Ce = (3.28)
vo(t) = Celrt
donde K, = [a+ a(b—a)], Kr = [c — a(c — b)]
Caso 2:
Si 2'(t) es considerado diferenciable en primera forma:
(1) = KSug(t), ug(0)=C
vl (t) = K§va(t), va(0)=C
la solucion general es:
N t)=C K¢t
Ua(t) = Cen (3.30)
v, (t) = Cekit

donde K = [a+ a(b—a)], Kr = [c — a(c — b)]
Caso 3:

21



Si 2'(t) es considerado diferenciable en segunda forma:

la solucion general es:

— Kp VKL KRt _ Kp ,~vVKLKRt
ua(t) = ¢ e Coy/ Fee
Va(t) = creVELBrl 4 oo VELKRE

donde ¢; = %(1 + %) Y ¢y = %(1 _ /%)
Caso 4:

Si 2/(t) es considerado diferenciable en segunda forma:

{ W (1) = KSva(t), ua(0)=C
vl (t) = K§u(t), va(0)=C

la solucion general es:

_ Kr K[ Kgrt Kr ,—vKrKgrt
ua(t)—c“/ﬁe LRRE — ¢y [ 3t LAR
)

Va(t) = creVELERl 4 che=VELKRL

donde ¢; = £(1 + \/%) ver=5(1- %)
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Capitulo 4
Resultados y Aplicaciones

En este capitulo se realiza el analisis, solucién y discusién de la ecuaciones diferenciales
difusas de primer orden con ejemplos y aplicaciones. Se describen los resultados obtenidos

y las conclusiones de cada ejemplo.

4.1. Soluciones posibles de la ecuacion diferencial
difusa lineal (3.10) con condiciones iniciales di-

fusas

A continuacion se presentan algunos ejemplos para el sistema planteado en el capitulo
3 de la forma (3.10).

La constante de proporcionalidad K de la ecuacién diferencial en las soluciones del
modelo (3.10) se considera como negativa y positiva, utilizando la metodologia descrita
en la seccién 3.2.1, condicion inicial difusa un nimero difuso triangular. Cuando K = 0,

la solucién es la trivial, z(¢) = 0.

Ejemplos con constante de proporcionalidad negativa

4.1.1. Ejemplo 1. (K = —1)

Considérese el siguiente problema de valor inicial:



donde X es un tridngulo difuso simétrico con soporte [—a, a] (véase la Figura 4.1).

1

Figura 4.1: Tridngulo difuso, soporte [-a, a]
Entonces los a-niveles de la condicion inicial son:
[(Xo]* = [-a(l —a),a(l —a)] = (1 — a)[—a,d],

La funcién x(t) se expresa mediante los a-niveles de la siguiente manera:

[2(6))* = [ua(t), va(t)]. (4.3)

Resolviendo las ecuaciones diferenciables difusas utilizando el Teorema 3.1, el sistema de

EDO correspondiente a (i)-diferenciable es:

{ ul (t) = —va(t), ua(0) =—a(l —a) ’ (4.4)
U;(t) = _ua(t)’ UQ(O) - a(l N a)

y la solucion del sistema es:

—a(l — a)e! ' (4.5)

a(l — a)e’

{ Ualt)
v, (t)

El sistema de EDO correspondiente a (ii)-diferenciable es:

{ to(t) = —ualt), ua(0) = —a(l ) (4.6)
() = —valt),  al0) = a(l - )

y la solucion del sistema es:
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4.1.2. Ejemplo 2. (K = —1)

Del ejemplo 4.1.1, sea a = 1, entonces, se tiene el siguiente problema de valor inicial:
(4.8)

donde X, es un tridngulo difuso simétrico con soporte [—1,1]. Como se explico en el

ejemplo anterior 4.1.1, la soluciéon general del sistema dada en 4.4 correspondiente a la
(i)-diferenciable es:

Uy (t) = —(1 — a)éet

{ () =—(1-a) (4.9)

va(t) = (1 — a)e!

La soluciones del sistema correspondiente a la (i)-diferenciable se pueden ver en la

Figura 4.2:

tiempo (s)

Figura 4.2: Solucién (i)-diferenciable del sistema (4.8)

y la solucién al sistema dada en 4.7 correspondiente a la (ii)-diferenciable es:

{ Ua(t) = —(1 — a)e (410

va(t) = (1 —a)e™

La soluciones del sistema (4.10) se pueden ver en la Figura 4.3
En la Figura 4.3, se grafican todas las soluciones para cada 0 < a < 1, lo cual permite

apreciar la convergencia de las soluciones u,(t), v,(t) a la solucién real x(t).
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tiempo (s)

Figura 4.3: Solucién (ii)-diferenciable del sistema (4.10)

4.1.3. Ejemplo 3. (K = —1)

Considérese el siguiente problema de valor inicial:

(4.11)

donde X es un tridngulo difuso (1,2, 5). Entonces la representacion de la condicién inicial

€S
[Xo]* = [1+a,5 — 3]

el sistema de EDO correspondiente a (ii)-diferenciable es:

)

{uuﬂ:—%@,u4m21+a
vl () = —ua(t), v,(0) =5—3«a

y la solucion del sistema 4.13 es:

t

Ua(t) = —cret + cpe™t
va(t) = cre! + coe”

usando las ecuaciones (3.19) para calcular las constantes ¢; y co se obtiene:
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ey 15

por lo tanto, la solucién del sistema 4.13 es:

{ Ua(t) = —2(1 — a)e' + (3 — a)e™ (4.16)

va(t) =2(1 —a)e' + (3 — a)e?

La soluciones del sistema 4.13 se pueden ver en la Figura 4.4

150

1001

501

-100}

-150
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

tiempo ()
Figura 4.4: Solucién (ii)-diferenciable del sistema (4.13)

Tomando un valor especifico de a, sea o = 0, entonces la solucion es:

{ up(t) = —2¢' + et = —5senh(t) + cosh(t) (4.17)

vo(t) = 2e' 4+ e~ = —senh(t) + 5 cosh(t)

La soluciones del sistema para a = 0 se pueden ver en la Figura 4.5

El sistema de EDO correspondiente a (i)-diferenciable :

{ U//a(t) - _ua(t)a Ua<0) = 1 + o (418)

(t) = —va(t), v,(0) =5 — 3«
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150 T T T T T T T

100

50

-100}

_150 ! ! ! ! ! ! !
0 05 1 15 2 25 3 35 4

tiempo (s)

Figura 4.5: Solucién (ii)-diferenciable del sistema (4.8) para o =0

y la solucion del sistemad.18 es:

{ Ua(t) = (1+ a)e! (419

Vo (t) = (5 — 3a)et’

La soluciones del sistema son mostrada en la Figura 4.6

tiempo (s)

Figura 4.6: Solucién (i)-diferenciable del sistema (4.8)
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En la figura 4.6 se grafican todas las soluciones para cada 0 < o < 1, lo cual permite
apreciar la convergencia de las soluciones u,(t), v,(t) a la solucién real z(t) = 2e~* con

condicién inicial z(0) = 2.

4.1.4. Ejemplo 4. (K = —3)

Considérese el siguiente problema de valor inicial:
(t) = —3a(t
{ o/(t) = —3x(1) (420

donde Xy = (1,2, 3) un tridngulo difuso, [Xo|* = [1 +a,3 — a].

La solucién real del sistema

{ /() = —3a(t) (21)

es la funcién z(t) = 273,

La solucién del sistema (i)-diferenciable es:

{ ta(t) = (14 a)e™ (4.22)

La soluciones del sistema se pueden ver en la Figura 4.7

y la solucién del sistema (ii)-diferenciable es:

Ug(t) = 2673 — (1 — a)e?
{ (t) ( ) (4.23)
La soluciones del sistema se pueden ver en la Figura 4.8

En la figura 4.8 se grafican todas las soluciones para cada 0 < a < 1, lo cual permite
apreciar la convergencia de las soluciones uq(t), v, (t) a la solucién real z(t) = 273

Tomando un valor especifico a = 0:

{ ug(t) = 2e73 — €3t = —3senh(3t) + cosh(3t) (4.24)

vo(t) = 273 4 €3 = — senh(3t) + 3 cosh(3t)

La soluciones del sistema para o = 0 se pueden ver en la Figura 4.23
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0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
tiempo (s)

Figura 4.7: Solucién (i)-diferenciable del sistema (4.20)

Il Il Il Il

1 1
01 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tiempo (s)

Figura 4.8: Solucién (ii)-diferenciable del sistema (4.20)

4.1.5. Ejemplo 5.(K = —2)

Considérese el siguiente problema de valor inicial:

{ 2'(t) = —2x(t) (4.25)



donde X es un tridngulo difuso simétrico con soporte [1, 3].

[(Xo]*=[14+a,3—q] (4.26)

El sistema de EDO correspondiente a (ii)-diferenciable es:

{ U/a(t) - _QUa(t)v U’Oé(o) = ]‘ + @ (427)

vl (t) = —2ua(t), v,(0) =3 —«

y la soluciéon del sistema 4.25 es:

{ Ua(t) = —(1 — a)e? + 272 (4.28)

Va(t) = (1 — a)e? + 27

La soluciones del sistema se pueden ver en la Figura 4.9

Il Il Il Il

Il Il
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tiempo ()

Figura 4.9: Solucién (i)-diferenciable del sistema (4.25)

Tomando un valor especifico de a, sea a = 0, entonces la solucion es:

{ ug(t) = —e? + 27 = cosh(2t) — 3senh(2t) (4.20)

vo(t) = €* + 2e7?" = 3 cosh(2t) — senh(2t)

El sistema de EDO correspondiente a (i)-diferenciable es:

(4.30)

{ W (1) = —2ua(t), ua(0)=1+a
vl (1) = —204(t), v4(0) =3 — «
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y la solucion del sistema es:

{ Ua(t) = (1 + a)e™? (4.31)

{ to(t) =™ (4.32)

2 25 é 3.‘5 4
tiempo (s)

0 0.5 1 15

Figura 4.10: Solucién (ii)-diferenciable del sistema (4.25)

4.1.6. Ejemplo 6. (K = —1)

Considérese el siguiente problema de valor inicial

{ 2'(t) = —x(t) (433

Donde Xj es la parte positiva del tridngulo difuso C' = (—1,0,1).

Los a-niveles de X, son:
(4.34)

[Xo]* = [0,1 = q

El sistema de EDO correspondiente a (i)-diferenciable es:
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o

T(t) = —va(t), «(0)=0
y la solucion del sistema 4.35 es:

(1=a) ot @e—t = (1 — ) cosh(?)

_ (=)t (=a) —t _
{ Za((;) ; —_Te + 5~e " = —(1 — a)senh(?) (4.36)

La soluciones del sistema se pueden ver en la Figura 4.11

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14
tiempo ()

Figura 4.11: Solucién (i)-diferenciable del sistema (4.33)

Témese un valor especifico de «, sea a = 0, entonces la solucién es:

{ Uo(t) = — senh(t) (4.37)
va(t) = cosh(t)

La soluciones del sistema para o = 0 se pueden ver en la Figura 4.12

El sistema de EDO correspondiente a (ii)-diferenciable es:

w(t) = —ua(t),  ua(0) =0 (4.38)
Va(t) = —valt), va(0) =1-a |

y la solucion es:
() =0
{ alt) (4.39)



—uo(t)]
—ax(t) ||
— (1)

091

0.8

0.7f

0.6

051

0.4

0.3F

0.2

0.1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
tiempo (s)

Figura 4.12: Solucién (ii)-diferenciable del sistema (4.33)

La soluciones del sistema se pueden ver en la Figura 4.13

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tiempo (s)

Figura 4.13: (ii)-diferenciable
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4.1.7. Ejemplo 7.(K =7)

Considérese siguiente problema de valor inicial:
{ /(b)) = Ta(t) (.40

donde Xj es un triangulo difuso simétrico con soporte [1, 3].

y la solucion del sistema para la primera forma es:

(4.41)

Ug(t) = —(1 — a)e ™ + 2¢™
Va(t) = (1 — a)e™™ + 2¢™

La soluciones del sistema se pueden ver en la Figura 4.14

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
tiempo (s)

Figura 4.14: Solucién (i)-diferenciable del sistema (4.40)
y La solucién del sistema para a = 0:

{ ug(t) = —e~ " + 2e™ = 3senh(7t) — cosh(7t) (1.42)

vo(t) = e~ + 2™ = 3 cosh(7t) — senh(7t)

La soluciones del sistema para a = 0 se pueden ver en la Figura 4.15

{ ta(t) = =(1+ ae™ (4.43)

va(t) = (3 — a)e™
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
tiempo (s)

Figura 4.15: Solucién (i)-diferenciable del sistema (4.8) para o =0

La solucién del sistema para la segunda forma se puede ver en la Figura 4.16

Il Il Il Il Il Il Il

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
tiempo (s)

Figura 4.16: Solucién (ii)-diferenciable del sistema (4.40)
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4.1.8. Ejemplo 8. (K = 3)

Considérese el siguiente problema de valor inicial:
"(t) = 3x(t
{ 2'() = 3a(t) (44

C' = (1,2,3) un tridngulo difuso.

Las soluciones del sistema para (i)-diferenciable es Fig 4.17:

o(t) = (1 3t
va(t) = (3 —a)e?
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
tiempo (s)
Figura 4.17: Solucién (i)-diferenciable del sistema (4.44)
Las soluciones del sistema para (ii)-diferenciable es:
o t) =2 3t _ 1— —3t
talf) = 2¢% = (1~ aje (4.46)
Vo (t) = 2¢3 + (1 — a)e™
Las soluciones del sistema para (ii)-diferenciable es Fig 4.18:
Para o = 0:
ug(t) = 2€3* — e73t = 3senh(3t) + cosh(3t) (4.47)
vo(t) = 2€3* + 73 = senh(3t) + 3 cosh(3t) '

Las soluciones del sistema para (ii)-diferenciable con o = 0 es Fig 4.19:
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Il Il Il Il Il Il Il Il Il

1
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
tiempo (s)

Figura 4.18: Solucién (ii)-diferenciable del sistema (4.44)

10 T T T T T T T T T

Il Il Il Il Il Il Il Il Il

1
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
tiempo (s)

Figura 4.19: Solucién (ii)-diferenciable del sistema (4.8) para a =0

38



4.1.9. Soluciéon de una ecuacién diferencial de primer orden no

homogénea, con condicién inicial difusa

Considérese el siguiente problema de valor inicial:

donde Xy = (1,2,3) es un tridngulo difuso.

La solucidn real del sistema (4.48) es:
z(t)=3e " +t—1.
Las soluciones del sistema para (i)-diferenciable es:

ua(t) =2+ a)et+t—1
Vo(t) = (4 —a)et+t—1"

Las soluciones del sistema para (i)-diferenciable se pueden ver en la Figura 4.20

"0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6 18 2
tiempo (s)

Figura 4.20: Solucién (i)-diferenciable del sistema (4.48)

Las soluciones del sistema para (ii)-diferenciable es:

ug(t) = —(1—a)e +4e '+t —1
va(t) = (1 —a)et +4e t 4+t —1
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Las soluciones del sistema para (ii)-diferenciable se pueden ver en la Figura 4.21

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6 18 2
tiempo (s)

Figura 4.21: Solucién (ii)-diferenciable del sistema (4.48)

Para aa = 0:

t)=—e' +de "+t -1
{uo() e’ +4e™" + (4.52)

vo(t) =e+4det+t—1

Las soluciones del sistema para (ii)-diferenciable para o = 0 se pueden ver en la Fig 4.22

|—(t)
— (t)

_2 1 1 Il

Il Il Il Il

Il Il
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tiempo ()

Figura 4.22: Solucién (i)-diferenciable del sistema (4.48) para a = 0
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4.2. Solucién de una ecuacion diferencial de primer
orden con constante de proporcionalidad y/o

condicion inicial difusa.

En esta seccién se muestra la solucién de la ecuacion (), y las condiciones dadas en la

seccién 3.21.

4.2.1. Solucién que considera condicion inicial real y constante
de crecimiento difusa

Dado K triangulo difuso (1,2,3), y C = 7, entonces [K|* = [a+ 1,3 — a]. La solucién

del sistema es:
— Ki VKL Kgrt Ky K Kgt
(I (IL) = C _KRe — Cy —KRB

4.53
Vo(t) = creVBLErt 4 c)eVELERE (453)

donde K, = (1+a), Kp=(3—«a)

X 10

16

u(?)

12f _x<t)
— ()

10|

tiempo (s)

Figura 4.23: Constante de crecimiento difusa
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4.2.1.1. Ejemplo 2
Sea K el tridngulo difuso (2,3,4), y C = 2, entonces [K|* = [a+ 2,4 — a].

la solucién del sistema es:
{ Ua(t) — 267(o¢+2)t

I (4.54)

La cual se puede ver en la Figura 4.24 para o = 0, donde la solucién real z(t) esta dentro

de la banda que forman las soluciones ug(t), vo(t).

Figura 4.24: Caso 2. constante de crecimiento difusa

4.2.2. Solucion que considera Condicién inicial difusa y cons-

tante de crecimiento difusa
4.2.2.1. Ejemplo 1

Dado K triangulo difuso (2,3,4), y C' tridngulo difuso (1,2, 3), entonces
K]*=[a+2,4—a]ly [C]*=[a+1,3—aqa].

{ Ua(t) = (o + 1)e(+2) (4.55)

Vo (t) = (3 — a)e~ (=)t

La cual se puede ver en la Figura 4.25, para a = 0, donde la solucién real x(t) esta dentro

de la banda que forman las soluciones ug(t), vo(t).
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—ug(t)
257 —T (t)
— Uy (t)
2
15F
1
0.5F
00 OiZ Oi4 0f6 0i8 1
tiempo (s)

Figura 4.25: Caso 3. Condiciones iniciales difusas y constante de crecimiento difusa
(i)diferenciable

1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tiempo (s)

Figura 4.26: constante de crecimiento difusa (i)diferenciable

solucién de la segunda forma

(4.56)
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—ug(?)
25} — X (t) §
vy (1)
2 |
1.5F |
1 |
>l \
00 012 014 0‘.6 018 1

tiempo (s)

Figura 4.27: constante de crecimiento difusa (ii)diferenciable
4.3. Aplicciones

4.3.1. Modelo de Malthus difuso

Uno de los primeros intentos para modelar el crecimiento de la poblacién humana
mediante una formula matematica fue realizado por el economista britanico Thomas Mal-
thus (1766-1834), el cual escribi6é un ensayo sobre el principio de la probacién,la cual fue
publicada en el siglo XVIII originalmente en ingles como An Essay on the Principle of
Population (1798). en el que desarrollo las teorias de crecimiento y decrecimiento de la
poblacién, donde senalaba que la razén de crecimiento de la poblacién de un pais en un
cierto tiempo es proporcional a la poblacion total del pais en ese tiempo [41]. Este modelo
de cambio en la poblacién se denomina la ley de crecimiento exponencial o ley de Malthus.
En términos mateméticos podemos expresar si x(t) denota la poblacién en el tiempo ¢,

entonces, lo podemos expresar como un problema con valores iniciales:
2 (t) = Kx(t

donde k es una constante de proporcionalidad, sirve como modelo para diferentes fendéme-
nos que tienen que ver con crecimiento o decaimiento, siendo xq la poblacién inicial.

El caso de estudio es un modelo clasico de demografia, el modelo de Malthus, pero
planteado bajo contexto difuso, y resuelto por medio de la generalizacién de la derivada

en la nocién de la H-derivada [32].
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Sea el siguiente problema de valor inicial:
{ 2'(t) = Ka(t) (458

donde X es un conjunto difuso y k es la constante de crecimiento relativo de la poblacion.
A continuacion se presentan algunos resultados aplicados a modelos de crecimiento o

decrecimiento de una poblacién.

4.3.1.1. Caso de estudio 1

La poblacion de bacterias en un cultivo decrece a una razén proporcional a la cantidad
de bacterias presentes al tiempo con una razén proporcional K = 2. Si la poblacién inicial
Py se estima alrededor de los 2 millones (2 x 10°), que se puede decir de la poblacién?

Para que el modelo sea tratado en el contexto difuso, se debe suponer que la poblacién
inicial esta entre 1 a 3 millones, por lo tanto, se plantea el problema como una ecuacion
diferencial difusa:

Sea el siguiente problema de valor inicial:
{ 2/(t) = —2a(t) (459

donde X es un tridngulo difuso con soporte [1, 3] x 10%, tomando como base la teorfa del
Capitulo 3, y el Ejemplo 4.25, se tiene la siguiente solucion:

para el sistema (i)-diferenciable:

Ug(t) = —(1 — a)e? x 10% + 272 x 10° (4.60)
Vo (t) = (1 — a)e? x 10% + 272 x 105’ '
estas soluciones son mostradas en la Figura 4.28.
Para el sistema (ii)-diferenciable:
o(t) = (1 2 % 10°
Ualt) = (1 4+a)e 2 x 10° o
va(t) = (3 — a)e 2 x 10°

estas soluciones son mostradas en la Figura 4.29.
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Figura 4.28: Trayectorias del sistema (4.63) para (i)-diferenciable

0 01 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tiempo (s)

Figura 4.29: Trayectorias del sistema (4.63) para (i)-diferenciable

4.3.1.2. Caso de estudio 2

La poblacién de un pueblo crece con una razén proporcional a la poblacién en el tiempo

1

t. La poblacién inicial estimada en 500 personas aumenta con una proporcion k = 155-

., Cual sera la poblacion pasados 30 anos?

Para que el modelo sea tratado en el contexto difuso, se debe suponer que la poblacion
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inicial esta entre 400 a 600 personas, por lo tanto, se plantea el problema como una
ecuacion diferencial difusa:

Sea el siguiente problema de valor inicial:
{ /() = () (462

donde Xj un tridngulo difuso con soporte [400,600]. tomando como base la teoria del
Capitulo 3 tenemos las siguientes soluciones:

Para el sistema (i)-diferenciable:

(4.63)

Ua(t) = —100(1 — a)e16 + 500€ 100
a(t) = 100(1 — a)eT00 + 500e 100

2400
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400 ; !
0 50 100 150

tiempo ()

Figura 4.30: Trayectorias del sistema (4.63) para (i)-diferenciable

para el sistema (ii)-diferenciable:

{ ta(t) = (400 + 100a)erin (4.64)

Ve (t) = (600 — 100cv)e 100
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Figura 4.31: Trayectorias del sistema (4.64) para (i)-diferenciable

4.3.2. Modelo depredador-presa difuso

El modelo depredador-presa de Lotka-Volterra es un sistema no lineal formado por un
par de ecuaciones diferenciales de primer orden no lineales que modeliza el crecimiento de
dos poblaciones que interactian (depredador y presa).

A principios del siglo XX, dos matematicos, el estadounidense Alfred Lotka y el italiano
Vittora Volterra, desarrollaron de manera independiente unas ecuaciones matematicas que
describen la relacion entre dos especies que comparten un mismo recurso. Este sistema
fue propuesto primeramente por Alfred James Lotka en el afio 1925. Un ano después, en
1926, lo propuso Vito Volterra.

Este modelo evalia la variacion de poblacion entre dos especies, una de depredadores
que sean los zorros y las presas, conejos, donde se evalian sus interacciones y como afec-
tan en el tamano de la poblaciéon, siguiendo el modelo de Lotka-Volterra que contiene el
problema de valor inicial. Sea F'(t) y R(t) las poblaciones de zorros y conejos, respectiva-
mente, en el tiempo ¢, el modelo depredador-presa de Lotka-Volterra se define mediante

un sistema que incluye las siguientes dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

4.65
dE — _bF + dFR (465)

dt

{ & _ R — cFR

con condiciones iniciales de las especies R(ty) = Ro, F(to) = Fo
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A continuacion se presenta un caso del clasico modelo depredador-presa, con condicion
inicial nimero real. Para un espacio real, se puede suponer el sistema (4.65) con condicién
inicial de quince conejos y seis zorros.

Dado el siguiente sistema no lineal

i — R _ 0.2RF

dt

dE — _(0.4F + 0.02RF

dt

(4.66)

con condiciones iniciales R(ty) = 15, F(ty) = 6.
Se resuelve el sistema, mediante métodos numéricos, se obtienen las soluciones mos-
tradas en la Figura 4.32, donde se obtienen los graficos de solucién de la poblacién presa

en rojo y de la poblaciéon depredador en azul.

30

—— Conejos
—Zorros

25

20

15

10+

0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
tiempo de simulacion (t)

Figura 4.32: Solucién real: Evolucion temporal de las poblaciones de presas y depredado-
res. (tiempo de simulacién ¢t = 100)

La figura 4.33 muestra un plano de fase para el sistema depredador-presa. Eviden-
temente, el punto critico (20,5) es un centro estable que representa el equilibrio de las
poblaciones de 20 conejos y 5 zorros.

Ahora, se supone que la condicion inicial es de alrededor de quince conejos y seis zorros.
(Cuando las poblaciones iniciales de presas y depredadores son difusas, no se conocen los
valores exactos).

Dado el siguiente sistema no lineal, con condiciones iniciales difusas:

aE — R _ 0.2RF
dt (4.67)

4 — —0.4F + 0.02RF

donde R(0) es un triangulo difuso (14,15,16) y F(0) el triangulo difuso (5,6,7). Se cal-
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Figura 4.33: Orbita del Plano fase: Conejos vs Zorros.
culan los a-nivel de las condiciones iniciales de las poblaciones Ry y Fjp.

[R]* = (o + 14,16 — a)
[F* = (@ +5,7 — )

Resolviendo el sistema, mediante métodos numéricos, se obtiene las soluciones para el
sistema depredador-presa difuso mostradas en las Figuras 4.34 y 4.35. Se puede apreciar
que al inicio de la gréfica existe una banda, el ancho es debido a las condiciones iniciales
difusas, las cuales a medida que crece el tiempo de simulacién, van convergiendo a la

solucién real del sistema.

30

—x

25 . - XR(t)
oy ®
Ve

15 \/ \/

10r

(0] 2‘0 46 6‘0 E;O 160
tiempo de simulacion (t)

Figura 4.34: Solucién difusa: Conejos vs Zorros. (tiempo de simulacién ¢ = 100)

En la Figura 4.35 se observa cémo con el paso del tiempo las poblaciones de conejos
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y zorros se estabilizan y se crea un ciclo constante.

30

25|} —xg(t)

: I

10r

AMAMAMAMAMAMAMAMAMAMAAAMARARARAAAN

[0] 160_ 260 . 360 i 460 560
tiempo de simulacion (t)

o

Figura 4.35: Solucién difusa: Conejos vs Zorros. (tiempo de simulacién ¢ = 500)

Los planos de fases son representaciones graficas de la trayectoria que siguen las densi-
dades de un par de especies bajo ciertas condiciones definidas a priori. Haciendo el Plano

de Fases, se puede observar un ciclo limite o ciclo de limite estable.

i i i i i i i i
12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Figura 4.36: Orbita del Plano fase: Conejos vs Zorros (tiempo de simulacién ¢ = 100)

Esta es una representacién en 3D de la gréfica 4.34 para todo o € [0, 1]; aqui es im-
portante tener en cuenta que las graficas comienzan con una incertidumbre y desaparecen
a lo largo del tiempo. Si a = 1, la proyeccion de los picos de los tridngulos coincide con
la solucion para el espacio real mostrada en la Figura 4.32.

Si se aumenta el tiempo de simulacion, se puede observar que el sistema es estable.
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Figura 4.37: Gréfica solucién: Conejos y Zorros vs a.(tiempo de simulacién ¢ = 10)
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Figura 4.38: Gréfica solucién: Conejos y Zorros vs a.(tiempo de simulacién ¢ = 100)

4.4. Casos de estudio en ingenieria de control

En ingenieria, tratar con las incertidumbres en el diseno del sistema de control es
problema comun en las diferentes ramas de la industria, esto debido a las incertidumbres
que deben agregarse a un modelo de objetos a priori o a posteriori. El modelado difuso
es comun considerar las incertidumbres, y estos modelos difusos se basan en el trabajo
pionero de Zadeh [61]. Existe amplia literatura [19, 39, 18, 46, 40, 60, 57, 49, 56, 53, 54,
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43, 26, 44, 10, 11] sobre control difuso, pero esta literatura se basa en los modelos de
tipo Mamdani y Takagi Sugeno, y no consideran una modelacién con enfoque en ecuacion
diferencial difusa. En esta seccién se presenta un enfoque de modelado de sistemas de
control con ecuaciones diferenciales difusas.

Considérese la ecuacion diferencial difusa:
XMW 40, XY 4 4, X () = ko7(t) (4.68)
con condiciones iniciales
X(t)) = Xo, XO(t) = X0 (i=1...n—1) (4.69)

donde a; i = 1...n,y ky constantes, 7(t) un controlador difuso, t es el tiempo, X son
las i-ésimas derivadas.

La funcién X (t) tiene las siguientes propiedades:

(X (8)* = [XT (1), XR(1)] (4.70)

X (t) = UaeojaX*(t); Va € (0,1] (4.71)
(X)) = [(XE)Y, (Xz(0)"] (4.72)
(X9(1) = GL(JH (X7 (1)), (Xz() ™) (4.73)

Entonces, el controlador 7(t) esta dado por:
T(t) ==Yk, XU(1) (4.74)
=0

donde k,, j = 1...r denotan los pardmetros de ajuste del controlador. [62].

La ecuaciéon diferencial difusa, que describe el sistema de control de orden n = 2,
r = 0, teniendo esto en cuenta las ecuaciones caracteristicas del sistema de control difu-
so se describiran mediante la siguiente ecuacién diferencial difusas del tipo controlador

“Proporcional”:
X"+ a1 X" + (ag + kopkpo) X (t) = 0 (4.75)
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X(to) = Xo, X'(to) = X, (4.76)
(0 es cero difuso)
Dada la accién de control 7(t) la cual esta formada por las funciones difusas ¢ (t),

1=1...n,

(6) =~k 3 10, (4.7

donde k., j = 1...r denotan los pardmetros del controlador, r el orden del controlador
difuso y k., es una constante real [62].
Entonces con base en [32] se pueden escribir las siguientes expresiones para la ecuacién

diferencial difusa (4.75), y también para condiciones iniciales (4.76):

(XE)"(8) + ar(XT)'(8) + (a2 + kopkipo) X1 () = OF (4.78)
(XR)"(8) + ar (XR)'(t) + (a2 + Kopkpo) Xr(t) = O (4.79)
Se debe senalar que el intervalo 0 = [0%,0%], es el a-corte del cero difuso, es lo

suficientemente pequeno.

La funcién difusa ¢(t) tiene las siguientes propiedades por el Teorema 3.1
(@) = (g2 (), (g ()], (4.80)

4.4.1. Analisis de amortiguacion

En la practica muchos objetos tecnolégicos (incluyendo robét manipulador como ob-
jeto de control automadtico) se describen por ecuaciones diferenciales de segundo o tercer
orden. Teniendo en cuenta lo siguiente, el problema formulado de sintesis paramétrica de
control en (4.68), puede resolverse analiticamente por un método como se sugiere en [62].

Sea la ecuacién diferencial difusa

X"+ a1 X'+ (ag + kopkyo) X (t) = 0 (4.81)

con condiciones iniciales los tridngulos difusos con soportes X' = [—0.001,0.001], 0 =

[—0.0001,0.0001] y X, = [2,4].
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4.4.1.1. Movimiento sobreamortiguado

Para los valores a; = 4.5, as = 0.95, ko, = 20, kyo = 1.7, se sustituyen en la ecuacion

(4.81) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

(XE)(6)+ 45(Xp) (1) + 435X (1) = 0001, Xp(0) =2, X'(0) =—0.0001 o
(X2)(t) + 4.5(X8) (t) + 435X, (R) = 0.001,  Xp(0) = 4, X(0) = 0.0001
La solucién del sistema (4.82) es:
X1(t) = 3.66551e~ 14059028t _ 1 6655130910972 _ () 0000229885 (4.83)
Xg(t) = 7.33078e~ 14059028t _ 3 3310130910972 + ().0000229885 '

Las soluciones estan representadas en la Figura 4.39

=X
| _XR(t)A

0 05 1 15 2 25 3 3B 4 45 5
tiempo (s)

Figura 4.39: Soluciones del sistema 4.82

4.4.1.2. Movimiento criticamente amortiguado

Para los valores a; = 4.5, ay = 1, kyp = 20, kyp = 1.5, se sustituyen en la ecuacion

(4.81) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

{ (XE)"(t) +A(XE) (1) +4X.(t) = —0.001, Xp(0) =2, X'(0) = —0.0001 (4.84)

(X2)"(t) + 4(XS)(£) + 4Xp(t) = 0.001,  Xp(0) =4, X’(0) = 0.0001
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La solucion del sistema es:

X1(t) = 2.00025e7% + 4.0004te " — 0.00025
Xr(t) = 3.999755e~% + 7.9996te~* + 0.00025

Las soluciones estan representadas en la figura 4.40

45

—X,(1]
— Xp(t)|

35

tiempo (s)

Figura 4.40: Soluciones del sistema 4.84.

4.4.1.3. Movimiento subamortiguado

(4.85)

Para los valores a; = 2.4, ay = 0.95, ko, = 20, ko = 1.7, se sustituyen en la ecuacién

4.81 se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

(X9)"(t) + 2.4(X2Y (1) + 4.35X, (1) = —0.001, X, =2, X' = —0.0001
(XS (£) +2.4(X2Y (1) + 4.35Xp(t) = 0.001,  Xp =4, X’ = 0.0001

La solucion del sistema es:

X1 (t) = 2.00023¢ 712 cos(1.7058t) + 1.40701e~ 12 sen(1.7058t) — 0.000229
Xp(t) = 2.81371e~ 1% cos(1.7058t) + 3.99977e~12 sen(1.7058¢) + 0.0002298

Las soluciones estan representadas en la figura 4.41
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4.4.2. Modelo sistema masa-resorte-amortiguador

A continuacién se presenta la dinamica de un sistema compuesto por una masa que se
desplaza sobre una mesa lisa (i.e., sin roce) y la cual estd unida a una pared, por medio
de un resorte y un dispositivo amortiguador como se ilustra en la Figura 4.42.

La ecuacién del movimiento en el contexto difuso es:

X"+ X' +aX(t) =0 (4.88)

con condiciones iniciales los tridngulos difusos con soportes X’ = [—0.001,0.001], 0 =
[—0.0001, 0.0001] Entonces, se obtiene el sistema:

(4.89)

{ (XE)(8) + ar (X§) (1) + ae Xy (1) = 0F
(X3)"(1) + ar (X3) (1) + az Xr(t) = 0%

El movimiento se determina por las raices de la ecuacién caracteristica de (4.88) . Si
las raices son reales y distintas, el movimiento esta sobreamortiguado, si las raices son
reales e iguales, el movimiento es criticamente amortiguado, finalmente, si las raices son
nimeros complejos conjugados, el movimiento es amortiguado.

Considérese el sistema, masa-resorte-amortiguador, con una masa de peso 32 lb, una
constante del resorte k = 36 [b/ft, y un coeficiente de resistencia de b = 13.

La ecuacién que describe el sistema con estos valores es:
X"+ 13X’ +36X(t) =0 (4.90)

con condiciones iniciales X’ = [~0.001,0.001], 0 = [~0.0001,0.0001] y X, = [1.9,2.1].

Entonces, la solucion del sistema es:

X1(t) = 3.7802e~4 — 1.6802¢ %
{ 1 (1) = 3.7802¢ 6802¢ (91)

Xp(t) = 3.4198¢~4 — 1.5198¢

que la respuesta se representa en la Fig. 4.43.
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Figura 4.41: Soluciones del sistema 4.86.
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Figura 4.42: Sistema masa-resorte-amortiguador
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Figura 4.43: Desplazamiento de la masa.

4.4.3. Modelo dinamico de un motor de Corriente Directa (CD)

Un motor de corriente directa (CD) de iman permanente es un componente muy comuin
en muchos sistemas dindmicos. En general, el control de motor de corriente continua se
realiza mediante el ajuste de la tensién del terminal aplicado a la armadura, pero otros
métodos tales como el ajuste de la resistencia de campo, la inserciéon de una resistencia
en serie con el circuito de inducido estan también disponibles en [25].

Un modelo lineal de un motor de CD consiste en dos ecuaciones, una ecuacion mecani-
ca y otra ecuacion eléctrica. El circuito eléctrico de armadura y el diagrama mecanico
rotacional del motor se muestran en la Figura 4.44, donde el par electromagnético T' es
proporcional a la corriente de la armadura T' = K., y la tensién inducida e es proporcional
a la velocidad mecénica del eje del rotor e = K.g

Las ecuaciones que se obtienen de aplicar la segunda ley de Newton y la ley de voltaje
de Kirchhoff son:

T+ b = K, (4.92)
di . .
LE + Ri =v — K., (4.93)

donde ¢ es la posicién angular del eje del rotor (rad), Jy; es el momento de inercia
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T

Figura 4.44: Circuito eléctrico de armadura y el diagrama mecdanico rotacional del motor

del sistema (kg.m?/s?), L es la inductancia de la armadura (H), R es la resistencia de
armadura (), K, es la constante de fuerza electromotriz (Nm/Amp), K, es la constante
de par (Nm/Amp), b es coeficiente de roce del motor, ¢ es la velocidad angular (rad/s) y
v es la fuente de tension (v).

Las ecuaciones (4.92) y (4.93) son reescritas como:

(4.94)

KK.]. LKdi K
Jmij+{b+ t } e~

R R dt R’
Considerando despreciable el coeficiente de friccién del motor (b = 0) y la inductancia
de armadura (L = 0) en (4.94), el modelo puede ser simplificado a:

KiK. . Ky

7 q(t) = =Y (4.95)

Jn(t) +

Si qq4(t) indica la senal de referencia del sistema, el error se define como

e(t) = q(t) — qa(t), (4.96)

y entonces
é(t) = q(t) — qa(t)- (4.97)
Sea la ecuacién diferencial difusa (4.68), con n = 2 y r = 1 tal que la ecuacién

diferencial difusa para el modelo en 4.95 es:
q(t) + arq(t) = 7(1), (4.98)

dado que r = 1, se puede observar que la acciéon de control es un controlador proporcional
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Tabla 4.1: Pardmetros del motor DC

Descripcion Notacion  Valor Unidad
Momento de Inercia I 1.8 x107% kg.m?
Constante de par K, 0.03 V s/rad
Constante de fuerza electromotriz K, 0.03 Nm/Amp
Resistencia R 5.7 Ohm
derivativo, por lo que (4.77) se escribe como:
T(t) = —kop(kpye(t) + kp, é(1)). (4.99)

Sustituyendo (4.99) en (4.98) y usando (4.96)-(4.97) resulta:

(.j"i_ (al + kobkm)(]: + kobkpoq(t) = kobkpoqd~ (410())

Usando la Definicién 2.10 y el Teorema 3.1, resulta:

(@2)(t) + (a1 + kopkip, )G () + kopkpo 03 (1) = Kobkpyas (4.101)

q%(t) + (a1 + kObkpl)q%(t) + kobkpoq%(t) = kobkipoQa- (4.102)

Con el fin de obtener resultados numéricos para el modelo (4.101)-(4.102) obtenido,

primero se hace una pequena simplificacién.

Observando el lado izquierdo de (4.95) y (4.100), se determina que: a; = lﬁﬁ;, kop =

ky, = Kp, k,, = K4. Donde K, es la ganancia proporcional, K, es la ganancia

Ky
Im R’

derivativa del controlador. Los pardametros nominales del modelo dindmico del motor de

corriente directa (4.95) se muestran en la Tabla 4.1. Estos pardmetros se corresponden
con la Quanser de QNET DC Motor Control de Trainer para NI ELVIS [52].
Considerando las ganancias K, = 5, K; = 0.1 y con el objetivo de control de regular
la posicién deseada del sistema en gz = 1, en las siguientes subsecciones, se presentan
los resultados teniendo en cuenta en primer lugar un caso libre de perturbaciones, y
posteriormente, teniendo en cuenta que las condiciones iniciales se ven afectados por una

perturbacion externa.
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4.4.3.1. Caso no perturbado

Considerando los parametros de la Tabla 4.1 y las ganancias del controlador, la ecua-

cién (4.100) se puede escribir como:
G+ 433.294 + 1.6248 x 10G(t) = 1.6248 x 10%. (4.103)

Con condiciones iniciales ¢(0) = 0, ¢(0) = 0, (nétese que 0 es un nimero difuso) y con
0% = [0%,0%], v resolviendo (4.103) con (4.101) - (4.102) resulta, para cada o € [0, 1]:

g (t) +433.29¢% (1) + 1.6248 x 10%q5 () = 1.6248 x 10* (4.104)

g% (t) + 433.29¢%(t) + 1.6248 x 10%g%(t) = 1.6248 x 10™. (4.105)

De la resolucién de las ecuaciones diferenciales (4.104)-(4.105), la Figura 4.45 repre-
senta la solucién de (4.104)-(4.105) para a € [0, 1]. Donde se pueden ver ¢¢(t) y ¢%(t), los

extremos inferior y superior respectivamente de ¢ para todo a € [0, 1].

—a®
——ag0

XL(t), XR(t) (rad) -2 005
tiempo de simulacion (t)

Figura 4.45: Trayectorias para (4.104)-(4.105)

Se puede observar en la Figura 4.46 que el resultado que se obtiene es una banda, y
esta banda es precisamente lo que [42] llama huella de incertidumbre. Es precisamente en
esta huella de incertidumbre en la cual estan representadas todas las trayectorias de salida
del sistema (4.103)-(4.105). También puede observarse que ¢¢(t), ¢%(t) y ¢(t) alcanzan la
referencia deseada ¢q, esto es, tlg?o (q(t) — qq) = 0. Es decir, tlg& e(t) =0, y por lo tanto

se resuelve el problema de control de regulacién de posicion.

4.4.3.2. Caso perturbado

Con el objetivo de comprobar la robustez del sistema de control en lazo cerrado, a

la senal de entrada se le anade un ruido blanco de banda limitada, el cual genera una
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Figura 4.46: Trayectorias para (4.104)-(4.105)

distribucion normal de ntimeros aleatorios y simula el efecto de la perturbacion externa

mediante el uso de una secuencia aleatoria.
La ecuacién diferencial difusa (4.103) para el caso perturbado, se puede expresar como:
(4.106)

q +433.29¢ + 1.6248 x 10%G(t) = 1.6248 x 10* + w(t),

donde w(t) representa el ruido.

Los resultados de simulacién con condiciones iniciales ¢(0) = 0, ¢(0) = 0 se representa
en la Figura 4.47, donde se puede observar que la dindmica cumple con tlggo (q(t) —qq) =0
y por lo tanto con h'rgo e(t) = 0. Se puede observar que la solucién del sistema perturbado

t—
para todo « € [0, 1] permanece acotado dentro de la banda de incertidumbre.
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Capitulo 5
Conclusiones

A continuacion, se expondran las principales conclusiones que se desprenden de la

investigacion presentada en este trabajo.

5.1. Conclusiones

En el desarrollo de este proyecto de tesis se resuelven modelos matematicos en ecua-
ciones diferenciales difusas utilizando la definicién de derivada difusa y H-diferencia dada
en [34], con base en ello se desarrolla la metodologia de solucién de la EDD trabajan-
do con funciones difusas por intervalos que llevan a resolver un sistema de ecuaciones
diferenciales.

La metodologia de solucién se aplica para resolver modelos que tienen aplicacién en
diversos problemas de ingenieria. En este trabajo se analizaron los siguientes casos de

estudio:

= Se abordo el problema de Cauchy desde el contexto de ecuaciones diferenciales
difusas, se obtuvieron soluciones considerando condiciones inicial y/o constante de
proporcionalidad del modelo como un nimero difuso. Las soluciones considerando
un numero difuso definido como un triangulo difuso muestra un comportamiento

asintdtico hacia la solucién real x(t), quedando en una banda entre [uy(t) v va(t)].

= Se resuelve un modelo de ecuacién diferencial de segundo orden homogéneo de la
forma z” + a12’ + asx(t) = 0 expresado en EDD, donde su condicién inicial es
un numero difuso. Se analiza el modelo en el contexto del sistema masa-resorte-
amortiguador para obtener las tres clases de soluciones que son caracteristica cuando
se resuelven el problema como ecuacién diferencial ordinaria. Se pudo observar que

el conjunto fundamental de soluciones para este modelo resulta en una banda de
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incertidumbre acotada, tanto en el movimiento sobreamortiguado, en el criticamente

amortiguado y en el subamortiguado.

= Se estudia el modelo no lineal depredador-presa en ecuaciones diferenciales difusas

considerando condicién inicial como nimero difuso.

= Se resuelve un caso particular de la ecuacién diferencial z” + a12’ + aqz(t) = T,
Modelo dindmico de un motor de Corriente Directa, donde z(0),2'(0) € F y 7 es

un controlador proporcional difuso.

Los resultados numéricos obtenidos en el presente trabajo permiten como relacionar las
soluciones obtenidas a partir del Teorema 3.1 de [32] con el concepto de Huella de Incerti-
dumbre de los sistemas difusos tipo-2 segun [42], lo cual da nuevas aristas de investigacién
a considerar a partir del presente trabajo.

Los resultados obtenidos permiten considerar a las ecuaciones diferenciales difusas
como una opciéon para modelar sistemas dindmicos cuando existe incertidumbre sobre las
condiciones iniciales de operacion.

Se verifica que como se previd, las ecuaciones diferenciales difusas son una herramienta
eficaz para el modelado de sistemas dindmicos, en particular para modelar sistemas de
control proporcional derivativo.

Se disena un controlador donde el andlisis del sistema en lazo cerrado se realizo con un
modelo basado en EDD. Mas atn, se reportan resultados con los cuales se puede verificar
que la huella de incertidumbre definida siguiendo el Teorema 3.1 para el sistema de control
en lazo cerrado, captura los efectos de las perturbaciones externas inducidas a la dinamica

del sistema.

5.2. Trabajo Futuro o Recomendaciones

Los resultados de esta investigacién permiten identificar diferentes lineas de investiga-

cion. En lo inmediato se puede incursionar en:

» El estudio de las ecuaciones diferenciales difusas de segundo orden.

= Analizar el modelo de depredador-presa considerando los parametros del modelo

como numeros difusos.

» Resolver ecuaciones diferenciales difusas mediante el uso de Transformacion difusa

de Laplace.
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