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Contribución Académica: 

 

Se desarrollan estas notas con el fin de contribuir académicamente en la mejora de 
la calidad de la enseñanza-aprendizaje del Cálculo Vectorial a través del uso de 
herramientas tecnológicas visuales como el Applet CalcPlot3D que puede ser 
utilizado en todo el curso de Cálculo vectorial del TecNM, así como el uso de 
Geogebra o Wolfram Alpha para visualizar o verificar algunos de los cálculos que se 
desarrollan en estas notas. 
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Introducción 

 

En el presente trabajo se desarrolla el curso de Cálculo Vectorial basado en el 
programa del TecNM apoyado en herramientas tecnológicas visuales como el Applet 
CalcPlot3D que puede ser utilizado en los cinco elementos de competencia que 
comprende el curso, así como el uso de Geogebra o Wolfram Alpha para visualizar 
o verificar algunos de los cálculos que se desarrollan en estas notas. Cabe 
mencionar que en la mayoría de los ejercicios se estará implementando el Applet 
CalclPlot3D ya que fue diseñado, por el maestro Paul Seeburger del Monroe 
Community College (State University of New York), como herramienta auxiliar para 
cálculo vectorial. 
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1. Álgebra de vectores en R2 y R3 

 

1.1 Definición de vector y escalar, gráfica y módulo de un vector en 
R2 y R3. 

Definición de vector: 

A la lista ordenada o secuencia de números reales (componentes del vector) se 
llama vector de dimensión n. Por lo tanto, un vector del espacio 𝕽𝒏 se representa 
como: 

𝒗 = �⃗� =< 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛 > ,    𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒    𝑣 ∈  𝐑𝒏
    

 

Para interés de este curso definiremos un vector como un segmento de recta 
dirigido. Esto es, un vector queda determinado por su magnitud, su dirección y su 
sentido. 

 

 

 

 

 

 

Un vector lo representaremos como un par o triada ordenada: 

𝒗 = �⃗� =< 𝑣x, 𝑣y > ,           𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒    𝑣 ∈  𝕽𝟐 

𝒗 = �⃗� =< 𝑣x, 𝑣y, 𝑣z > ,    𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒    𝑣 ∈  𝕽𝟑 

A continuación, se presentan algunos ejemplos de vectores con su respectiva 
gráfica realizada en CalcPlot3D 

 

Sentido 

θ 

θ = Dirección o ángulo de dirección 

Dirección 

Punto Final 

Punto Inicial 

1
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EJEMPLO 1 

𝑆𝑒𝑎 𝐴 =< 4, 7 >, 𝑟𝑒𝑝𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛𝑡𝑎 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑎𝑙 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟. 

Solución: 

𝐶𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑛 𝑥:      𝑎𝑥 = 4 

𝐶𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑛 𝑦:     𝑎𝑦 = 7 

Para visualizar la gráfica del vector se recurre al CalcPlot3D (ver Anexo A para el 
uso del Applet): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 2 

𝑆𝑒𝑎 �⃗⃗⃗� =< −6, −8 >, 𝑟𝑒𝑝𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛𝑡𝑎 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑎𝑙 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟. 

Solución: 

𝐶𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑛 𝑥:      𝑚𝑥 = −6 

𝐶𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑛 𝑦:     𝑚𝑦 = −8 

 

𝑎𝑦 = 7 

𝑎𝑥 = 4 
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Para visualizar la gráfica del vector se recurre al CalcPlot3D (ver Anexo A para el 
uso del Applet): 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 3 

𝑆𝑒𝑎 �⃗⃗� =< 4, −9, 5 >, 𝑟𝑒𝑝𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛𝑡𝑎 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑎𝑙 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟. 

Solución: 

𝐶𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑛 𝑥:      𝑟𝑥 = 4 

𝐶𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑛 𝑦:     𝑟𝑦 = −9 

𝐶𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑛 𝑧:     𝑟𝑧 = 5 

Para visualizar la gráfica del vector se recurre al CalcPlot3D (ver Anexo A para el 
uso del Applet): 

 

 

 

 

 

 

𝑎𝑥 = −6 

𝑎𝑦

= −8

𝑎𝑥 = 4 

𝑎𝑧 = 5 
𝑎𝑦 = −9 
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Magnitud y dirección de un vector en 𝑹𝟐: 

La magnitud de un vector conocidas sus componentes se obtienen aplicando el 
teorema de Pitágoras: 

                                                               ‖𝐴‖
2

= (𝑎𝑥)2 + (𝑎𝑌)2 

                                                                                        ‖𝐴‖ = √(𝑎𝑥)2 + (𝑎𝑌)2 

   

El ángulo de dirección θ se calcula utilizando la función tangente ya que conocemos 
los catetos (ambas componentes del vector). 

 

 

 

 

 

      

 

 

 

EJEMPLO 4 
Calcular la magnitud y dirección del vector dado gráficamente: 

 

 

 

 

𝑎𝑥 

𝑎𝑦 

El ángulo de dirección θ es con respecto al semieje x 
positivo, se debe tener en cuenta el cuadrante en el que 
se encuentra el vector. 

𝑎𝑥 

𝑎𝑦 

𝜃 

tan(𝜃) =
𝑐𝑜

𝑐𝑎
=

𝑎𝑌

𝑎𝑋
 

𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑎𝑌

𝑎𝑋
) 
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Solución: 

‖𝐴‖ = √(𝑎𝑥)2 + (𝑎𝑌)2 

‖𝐴‖ = √(4)2 + (9)2 = √16 + 81 = √97 = 9.85 

𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑎𝑦

𝑎𝑥
) = 𝑡𝑎𝑛−1 (

9

4
) 

𝜃 = 𝟔𝟔. 𝟎𝟒𝒐 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 5 
Calcular la magnitud y dirección del vector dado gráficamente: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝜃 = 66.04𝑜 
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Solución: 

 

‖𝐴‖ = √(𝑎𝑥)2 + (𝑎𝑦)
2
 

‖𝐴‖ = √(−8)2 + (−6)2 = √64 + 36 

‖𝐴‖ = √100 = 𝟏𝟎 

𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑎𝑦

𝑎𝑥
) = 𝑡𝑎𝑛−1 (

−6

−8
) = 𝟑𝟔. 𝟖𝟕𝒐 

 

Como el vector se encuentra en el tercer cuadrante, es necesario sumar 180o al 
ángulo obtenido ya que dicho ángulo corresponde al primer cuadrante: 

 

                                                                     𝜃 ≈ 180𝑜 + 36.87𝑜 = 𝟐𝟏𝟔. 𝟖𝟕𝒐 

 

 

 

 

La respuesta es: 

 

 

 

 

 

 

216.87o 

36.87o 

𝜽 = 𝟐𝟏𝟔. 𝟖𝟕𝒐 
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EJEMPLO 6 

Calcular la magnitud y dirección del vector dado gráficamente: 

 

 

 

 

 

Solución: 

‖𝐴‖ = √(𝑎𝑥)2 + (𝑎𝑦)
2
 

‖𝐴‖ = √(−7)2 + (4)2 = √49 + 16 

‖𝐴‖ = √65 = 𝟖. 𝟎𝟔 

𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑎𝑦

𝑎𝑥
) = 𝑡𝑎𝑛−1 (

4

−7
) = −𝟐𝟗. 𝟕𝟓𝒐 

 

Como el vector se encuentra en el segundo cuadrante, es necesario sumar 180o al 
valor del ángulo obtenido ya que dicho ángulo corresponde al primer cuadrante: 

 

 

 

                                                                     𝜃 ≈ 180𝑜 − 29.75𝑜 = 𝟏𝟓𝟎. 𝟐𝟔𝒐 

 

 

La respuesta es: 

150.26o 

-29.75o 
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EJEMPLO 7 

Calcular la magnitud y dirección del vector dado gráficamente: 

 

 

 

 

 

 

 

Solución: 

‖𝐴‖ = √(𝑎𝑥)2 + (𝑎𝑦)
2
 

‖𝐴‖ = √(9)2 + (−5)2 = √81 + 25 

‖𝐴‖ = √106 = 𝟏𝟎. 𝟑 

𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑎𝑦

𝑎𝑥
) = 𝑡𝑎𝑛−1 (

−5

9
) = −𝟐𝟗. 𝟎𝟓𝒐 

Como el vector se encuentra en el cuarto cuadrante, es necesario sumar 360o al 
ángulo obtenido ya que dicho ángulo corresponde al primer cuadrante: 

𝜽 = 𝟏𝟓𝟎. 𝟐𝟔𝒐 
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𝜽 = 𝟑𝟑𝟎. 𝟗𝟓𝒐 

𝜃 ≈ 360𝑜 − 29.05𝑜 = 𝟑𝟑𝟎. 𝟗𝟓𝒐 

 

 

 

 

 

 

La respuesta es: 

  

 

 

 

 

 

Componentes de un vector en 𝕽𝟐dados magnitud y dirección: 

 

 

 

    

 

 

                    

330.95° 

29.05o 

θ 

𝑎𝑥 

𝑎𝑦 

 
θ = Ángulo de dirección con respecto del semieje x positivo. 

 

𝑆𝑒𝑛 𝜃 =
𝑐𝑜

ℎ
=

𝑎𝑦

‖𝐴‖
                     𝐶𝑜𝑠𝜃 =

𝑐𝑎

ℎ
=

𝑎𝑥

‖𝐴‖
 

 

𝑎𝑦 = ‖𝐴‖𝑠𝑒𝑛(θ)                   𝑎𝑥 = ‖𝐴‖𝑐𝑜𝑠(θ) 
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𝐴 =< ‖𝐴‖ cos(θ) , ‖𝐴‖𝑠𝑒𝑛(θ) >= ‖𝐴‖ < cos(θ) , 𝑠𝑒𝑛(θ) > 

                                                                                    Vector de magnitud 1 

 

‖< cos(θ) , 𝑆𝑒𝑛(θ) >‖ = 1 

𝐴 = √(𝐴𝑥)2 + (𝐴𝑌)2 

𝐴 = √(cos(θ))2 + (𝑠𝑒𝑛(θ))
2

= √1 = 1 

 

En base a lo anterior un vector puede ser expresado en función de su magnitud y 
dirección: 

𝐴 = ‖𝐴‖ < cos(θ) , 𝑠𝑒𝑛(θ) > 

                                                   Magnitud          Dirección 

 

EJEMPLO 8 

Calcular las componentes en x y y de cada uno de los siguientes casos:      

a)  

 

 

 

 

                                                                                        

 

 

𝜃 = 50° 

‖𝐴‖ = 30 
Solución: 

𝑎𝑥 = ‖𝐴‖𝑐𝑜𝑠(θ) = 30𝐶𝑜𝑠(50𝑂) = 19.28 

𝑎𝑦 = ‖𝐴‖𝑠𝑒𝑛(θ) = 30𝑆𝑒𝑛(50𝑂) = 22.98 

�⃗⃗⃗� =< 𝟏𝟗. 𝟐𝟖, 𝟐𝟐. 𝟗𝟖 > 
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b)  

 

 

 

 

 

 

 

 

c)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

d)  

 

  

 

 

 

 

 

Solución: 

Considerando el ángulo con respecto a la 
horizontal (semieje x positivo): 

θ = 180𝑜 − 45𝑜 = 𝟏𝟑𝟓𝒐 

𝑐𝑥 = ‖�⃗⃗�‖𝑐𝑜𝑠(θ) = 9𝐶𝑜𝑠(135°) = −6.36 

𝑐𝑦 = ‖�⃗⃗�‖𝑠𝑒𝑛(θ) = 9𝑆𝑒𝑛(135𝑂) = 6.36 

�⃗⃗⃗� =< −𝟔. 𝟑𝟔, 𝟔. 𝟑𝟔 > 

𝜃 = 45° 

‖𝐶‖ = 9 

Solución: 

Considerando el ángulo con respecto a la 
horizontal (semieje x positivo): 

θ = 360𝑜 − 30𝑜 = 𝟑𝟑𝟎𝒐 

𝑑𝑥 = ‖�⃗⃗⃗�‖𝑐𝑜𝑠(θ) = 14𝐶𝑜𝑠(330°) = 12.12 

𝑑𝑦 = ‖�⃗⃗⃗�‖𝑠𝑒𝑛(θ) = 14𝑆𝑒𝑛(330𝑂) = −7 

�⃗⃗⃗� =< 𝟏𝟐. 𝟏𝟐, −𝟕 > 

𝜃 = −30° 

‖�⃗⃗⃗�‖ = 14 

𝜃 = 230° 

‖�⃗⃗�‖ = 15 

Solución: 

𝑏𝑥 = ‖�⃗⃗�‖𝑐𝑜𝑠(θ) = 15𝐶𝑜𝑠(230°) = −9.64 

𝑏𝑦 = ‖�⃗⃗�‖𝑠𝑒𝑛(θ) = 15𝑆𝑒𝑛(230𝑂) = −11.49 

�⃗⃗⃗� =< −𝟗. 𝟔𝟒, −𝟏𝟏. 𝟒𝟗 > 
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Componentes de un vector dados punto inicial y punto final: 

Sean 𝑃(𝑥1, 𝑦1)   y 𝑄(𝑥2, 𝑦2)  los puntos inicial y final del vector �⃗⃗� , entonces las 

componentes de �⃗⃗�  vienen dadas por: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�⃗⃗⃗� = 𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  −  𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

�⃗⃗⃗� =< 𝒙𝟐 − 𝒙𝟏, 𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 > 

 

EJEMPLO 9 

Calcula las componentes, la magnitud y la dirección del vector que tiene como punto 
inicial 𝐴(12, −7) y punto final 𝐵(−2, − 4): 

Solución: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑥2 − 𝑥1)𝑖̂ + (𝑦2 − 𝑦1)𝑗̂ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (−2 − 12)𝑖̂ + (−4 − (−7))𝑗 ̂

𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝟏𝟒�̂� + 𝟑𝒋 ̂

 

𝑷(𝒙𝟏, 𝒚𝟏) 

𝒙𝟐 − 𝒙𝟏 

𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 

𝑸(𝒙𝟐, 𝒚𝟐) 

𝑷𝒖𝒏𝒕𝒐 𝑰𝒏𝒊𝒄𝒊𝒂𝒍 

𝑷𝒖𝒏𝒕𝒐 𝑭𝒊𝒏𝒂𝒍 

3

20
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Realizando la gráfica en CalcPlot3D se tiene: 

 

 

 

 

 

 

 

Como se observa en la gráfica la dirección del vector va del punto A (punto inicial) 

hacia el punto B (punto final).  

La siguiente gráfica contiene al vector obtenido y al vector de posición 

correspondiente: 

 

Vector de posición: Vector cuyo punto inicial se encuentra en el origen. 

 

A continuación, se calcula la magnitud y dirección del vector 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗: 

 

‖𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ = √(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏)𝟐 + (𝒚𝟐 − 𝒚𝟏)𝟐 

‖𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ = √(−𝟏𝟒)𝟐 + (𝟑)𝟐 = √𝟏𝟗𝟔 + 𝟗 = √𝟐𝟎𝟓 

 

𝜃 = 𝑡𝑎𝑛−1 (
3

−14
) = −12.09° 

El valor correcto es:   𝜃 = 180° − 12.09° = 𝟏𝟔𝟕. 𝟗𝟏°       

Ya que el vector se encuentra en el segundo cuadrante. 

 



20 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 10 

Con los datos del ejercicio anterior determina las componentes del vector 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  y 
realiza la gráfica. 

Solución: 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑥2 − 𝑥1)𝑖̂ + (𝑦2 − 𝑦1)𝑗 ̂

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (12 − (−2))𝑖̂ + (−7 − (−4))𝑗 ̂

𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟏𝟒�̂� − 𝟑𝒋̂ 

 

 

 

 

 

 

 

 

A continuación, se calcula la magnitud y dirección del vector 𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗: 

𝜃 = 167.91° 
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‖𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ = √(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏)𝟐 + (𝒚𝟐 − 𝒚𝟏)𝟐 

 

‖𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ = √(𝟏𝟒)𝟐 + (−𝟑)𝟐 = √𝟏𝟗𝟔 + 𝟗 = √𝟐𝟎𝟓 

 

𝜃 = 𝑡𝑎𝑛−1 (
−3

14
) = −12.09° 

 

El valor correcto es:   𝜃 = 360° − 12.09° = 𝟑𝟒𝟕. 𝟗𝟏°       

 

Ya que el vector se encuentra en el cuarto cuadrante. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

𝜃 = 347.91° 
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1.2 Operaciones básicas: suma de vectores y producto por un 
escalar. 

Suma de vectores en 𝑹𝟐: 

Para calcular la suma de vectores se realiza la suma de componente a componente, 
es decir, se suman las componentes respectivamente: 

 

Sean 𝐴 ⃗⃗⃗⃗ =< 𝑎𝑥, 𝑎𝑦 >    y   𝐵 ⃗⃗⃗⃗ = < 𝑏𝑥, 𝑏𝑦 >   entonces,  𝐴 ⃗⃗⃗⃗ + 𝐵 ⃗⃗⃗⃗ =< 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥 , 𝑎𝑦 + 𝑏𝑦 > 

 

 

 

 

 

 

De forma gráfica desplazamos el vector �⃗⃗�   al punto final del vector 𝐴 y la suma será 

el vector que une el punto inicial de 𝐴   y el punto final de �⃗⃗�, llamada también 
resultante. 

 

 

 

 

 

Resta de vectores en 𝑹𝟐: 

Para calcular la resta de vectores se realiza la diferencia de componente a 
componente, es decir, se restan las componentes respectivamente y respetando el 
orden de la resta: 

1

1

2

33



23 

 

Sean 𝐴 ⃗⃗⃗⃗ =< 𝑎𝑥, 𝑎𝑦 >    y   𝐵 ⃗⃗⃗⃗ = < 𝑏𝑥, 𝑏𝑦 >   entonces:  

𝐴 ⃗⃗⃗⃗ − 𝐵 ⃗⃗⃗⃗ =< 𝑎𝑥 − 𝑏𝑥, 𝑎𝑦 − 𝑏𝑦 > 

𝐵 ⃗⃗⃗⃗ − 𝐴 ⃗⃗⃗⃗ =< 𝑏𝑥 − 𝑎𝑥, 𝑏𝑦 − 𝑎𝑦 > 

En el caso de   𝐴 ⃗⃗⃗⃗ − 𝐵 ⃗⃗⃗⃗  , de forma gráfica desplazamos el vector -�⃗⃗�   al punto final 

del vector 𝐴 y la resta será el vector que une el punto inicial de 𝐴   y el punto final 

de -�⃗⃗�. 

 

 

 

 

 

 

 

Multiplicación por escalar en 𝑹𝟐: 

Para realizar el producto de un vector por un escalar (se llama escalar a cualquier 
cantidad real), el producto se realiza multiplicando cada componente por el escalar. 

Sean el vector  𝐴 ⃗⃗⃗⃗ = < 𝑎𝑥, 𝑎𝑦 >     y el escalar  𝜶  entonces: 

 

𝜶 (𝐴 ⃗⃗⃗⃗ ) =  𝜶 < 𝑎𝑥,  𝑎𝑦 ≥  <  𝜶 𝑎𝑥, 𝜶 𝑎𝑦 > 

 

Al calcular la magnitud del producto se puede observar que afecta la magnitud del 
vector, pero no su dirección: 

 

‖𝜶 𝐴‖ = √(𝜶𝑎𝑥)2 + (𝜶𝑎𝑦)
2

= √𝜶2𝑎𝑥
2 + 𝜶2𝑎𝑦

2 

1

1

2
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= √𝜶2(𝑎𝑥
2 + 𝑎𝑦

2) = |𝜶|√𝑎𝑥
2 + 𝑎𝑦

2 = |𝜶| ‖𝐴‖ 

 

 

  

 𝐴 ⃗⃗⃗⃗                         3𝐴 ⃗⃗⃗⃗                                −
1

2
𝐴 ⃗⃗⃗⃗  

 

Magnitud de un vector en 𝑹𝟑: 

Para obtener la magnitud de un vector conocidas sus componentes 
simplemente aplicamos el teorema de Pitágoras como se muestra a continuación: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Suma de vectores en 𝐑𝟑: 

La suma de vectores se calcula sumando de componente a componente, es decir, 
se suman las componentes respectivamente: 

Sean 𝐴 ⃗⃗⃗⃗ =< 𝑎𝑥, 𝑎𝑦, 𝑎𝑍 >    y   𝐵 ⃗⃗⃗⃗ = < 𝑏𝑥, 𝑏𝑦, 𝑏𝑍 >   entonces: 

𝐴 ⃗⃗⃗⃗ + 𝐵 ⃗⃗⃗⃗ =< 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥 , 𝑎𝑦 + 𝑏𝑦, 𝑎𝑧 + 𝑏𝑧 > 

𝑎𝑥 

𝑎𝑦 

𝑎𝑧 

 

‖𝐴‖
2

= (√(𝑎𝑥)2 + (𝑎𝑌)2)
2

+ (𝑎𝑍)2 

 

‖𝐴‖
2

= (𝑎𝑥)2 + (𝑎𝑌)2 + (𝑎𝑍)2 

 

‖�⃗⃗⃗�‖ = √(𝒂𝒙)𝟐 + (𝒂𝒀)𝟐 + (𝒂𝒁)𝟐 

2

30

43
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Resta de vectores en 𝐑𝟑: 

La resta de vectores se obtiene realizando la diferencia de componente a 
componente, es decir, se restan las componentes respectivamente y respetando el 
orden de la resta: 

 

Sean 𝐴 ⃗⃗⃗⃗ =< 𝑎𝑥, 𝑎𝑦, 𝑎𝑍 >    y   𝐵 ⃗⃗⃗⃗ = < 𝑏𝑥, 𝑏𝑦, 𝑏𝑍 >   entonces: 

 

𝐴 ⃗⃗⃗⃗ − 𝐵 ⃗⃗⃗⃗ =< 𝑎𝑥 − 𝑏𝑥 , 𝑎𝑦 − 𝑏𝑦, 𝑎𝑧 − 𝑏𝑧 > 

𝐵 ⃗⃗⃗⃗ − 𝐴 ⃗⃗⃗⃗ =< 𝑏𝑥 − 𝑎𝑥, 𝑏𝑦 − 𝑎𝑦, 𝑏𝑧 − 𝑎𝑧 > 

 

Multiplicación por escalar en 𝑹𝟑: 

El producto de un vector por un escalar se realiza multiplicando cada componente 
por el escalar (número real cualquiera). 

 

Sean el vector  𝐴 ⃗⃗⃗⃗ = < 𝑎𝑥, 𝑎𝑦,  𝑎𝑧 >     y el escalar  𝜶  entonces: 

𝜶 (𝐴 ⃗⃗⃗⃗ ) =  𝜶 < 𝑎𝑥,  𝑎𝑦,  𝑎𝑧 ≥  <  𝜶 𝑎𝑥, 𝜶 𝑎𝑦, 𝜶 𝑎𝑧 > 

 

Al calcular la magnitud del producto se puede observar que afecta la magnitud del 
vector, pero no su dirección: 

‖𝜶 𝐴‖ = √(𝜶𝑎𝑥)2 + (𝜶𝑎𝑦)
2

+ +(𝜶𝑎𝑧)2 = √𝜶2𝑎𝑥
2 + 𝜶2𝑎𝑦

2 + 𝜶2𝑎𝑧
2 

 

= √𝜶2(𝑎𝑥
2 + 𝑎𝑦

2 + 𝑎𝑧
2) = |𝜶|√𝑎𝑥

2 + 𝑎𝑦
2 + 𝑎𝑧

2 = |𝜶| ‖𝐴‖ 

 

2

2

5

30
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Vectores Canónicos 

 

 

 

 

 

 

Un vector se puede expresar como combinación lineal de los vectores canónicos, 
esto se puede justificar aplicando el concepto de multiplicación por escalar y suma 
de vectores: 

�⃗⃗⃗� =< 𝒂𝒙, 𝒂𝒚, 𝒂𝒛 > 

�⃗⃗⃗� = 𝒂𝒙�̂� + 𝒂𝒚𝒋̂  + 𝒂𝒛�̂� 

Ejemplo en 𝑹𝟐: 

Sea �⃗� =< 4, 3 > 

 

 

 

 

 

Ejemplo en 𝑹𝟑: 

�⃗⃗⃗� =< 𝟒, 𝟑, 𝟓 ≥ 𝟒�̂� + 𝟑𝒋̂  + 𝟔�̂� 

 

 

 

�̂� =< 𝟏, 𝟎, 𝟎 > 

𝒋̂ =< 𝟎, 𝟏, 𝟎 > 

�̂� =< 𝟎, 𝟎, 𝟏 > 

‖�̂�‖ = ‖𝒋̂‖ = ‖�̂�‖ = 𝟏 

4𝑖̂ 

𝟑𝒋 ̂

�⃗⃗⃗� = 𝟒�̂� + 𝟑𝒋 ̂

1
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𝟒�̂� + 𝟑𝒋 ̂

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

En la imagen se representan 
los vectores de dirección en 
cada uno de los ejes. 

Al realizar la suma de 4𝑖̂  con 
3𝑗̂, se tiene: 

𝟒�̂� + 𝟑𝒋̂ 

 

𝟒�̂� + 𝟑𝒋 ̂ 𝟔�̂� 

𝟒�̂� + 𝟑𝒋̂ + 𝟔�̂� Finalmente, al realizar la suma 

de 𝟒�̂� + 𝟑𝒋̂ con 𝟔�̂�, se tiene: 

𝟒�̂� + 𝟑𝒋̂ + 𝟔�̂� 
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Propiedades de los Vectores: 

Sean  �⃗⃗⃗� , �⃗⃗⃗�  𝑦  �⃗⃗⃗�  los vectores en el espacio y sean 𝒄 𝑦 𝒅 escalares, entonces se 
cumple: 

1. 𝐴  + �⃗⃗� = �⃗⃗�  + 𝐴                                                  𝑃𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝐶𝑜𝑛𝑚𝑢𝑡𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎 

2. (𝐴  +  �⃗⃗�) + 𝐶 =  𝐴 + (�⃗⃗�  +  𝐶)                        𝑃𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝐴𝑠𝑜𝑐𝑖𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎 

3. 𝐴  + 0⃗⃗ = 𝐴                                                             𝑁𝑒𝑢𝑡𝑟𝑜 𝐴𝑑𝑖𝑡𝑖𝑣𝑜 

4. 𝐴  + (− 𝐴) = 0⃗⃗                                                      𝐼𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑜 𝐴𝑑𝑖𝑡𝑖𝑣𝑜 

5. 𝑐(𝑑 𝐴) = (𝑐𝑑) 𝐴 = 𝑑(𝑐 𝐴) 

6. (𝑐 + 𝑑)𝐴 = 𝑐𝐴 + 𝑑𝐴                                            𝑃𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝐷𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑣𝑎  

7. 𝑐(𝐴  + �⃗⃗�) = 𝑐𝐴 + 𝑐�⃗⃗�                                         𝑃𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝐷𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑣𝑎  

8. 1(𝐴) = 𝐴 ,   0(𝐴) = 0⃗⃗ 

Vector Unitario: 

Como el nombre lo indica es un vector de magnitud 1 y se puede considerar 
adimensional. 

�⃗⃗⃗��⃗� =
𝐴

‖𝐴‖
 

 

EJEMPLO 1 

Sean los vectores 𝐴 ⃗⃗⃗⃗ = 9𝑖̂ − 2𝑗̂    y   𝐵 ⃗⃗⃗⃗ = −6𝑖̂ − 7𝑗̂ ,  calcular: 

𝑎) 𝐴 ⃗⃗⃗⃗ + 𝐵 ⃗⃗⃗⃗   

𝑏)  𝐵 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝐴 ⃗⃗⃗⃗   

𝑐)  𝐴 ⃗⃗⃗⃗ − 𝐵 ⃗⃗⃗⃗    

𝑑) 𝐵 ⃗⃗⃗⃗ − 𝐴 ⃗⃗⃗⃗   

𝑒) 2𝐵 ⃗⃗⃗⃗   

𝑓) −
1

2
𝐴 ⃗⃗⃗⃗  

33
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Solución: 

 

a)  𝐴 ⃗⃗⃗⃗ + 𝐵 ⃗⃗⃗⃗ =< 9, −2 > +< −6, −7 >= (9 + (−6))𝑖̂ + (−2 + (−7))𝑗̂ = 𝟑�̂� − 𝟗𝒋 ̂

 

 

 

 

 

 

 

 

 

b)  𝐵 ⃗⃗⃗⃗ + 𝐴 ⃗⃗⃗⃗ =< −6, −7 > +< 9, −2 >= (−6 + 9)𝑖̂ + (−7 + (−2))𝑗̂ = 𝟑�̂� − 𝟗𝒋 ̂
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c)  𝐴 ⃗⃗⃗⃗ − 𝐵 ⃗⃗⃗⃗ =< 9, −2 > −< −6, −7 >= (9— 6)𝑖̂ + (−2 − (−7))𝑗̂ = 𝟏𝟓�̂� + 𝟓𝒋̂ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

d)  𝐵 ⃗⃗⃗⃗ − 𝐴 ⃗⃗⃗⃗ = (−6𝑖̂ − 7𝑗̂) − (9𝑖̂ − 2𝑗̂) = (−6 − 9)𝑖̂ + (−7— 2) = −𝟏𝟓�̂� − 𝟓𝒋 ̂

 

 

 

 

 

 

 

 

De lo anterior se puede observar que: 

 

𝐴 ⃗⃗⃗⃗ + 𝐵 ⃗⃗⃗⃗  = 𝐵 ⃗⃗⃗⃗ + 𝐴 ⃗⃗⃗⃗         y     𝐴 ⃗⃗⃗⃗ − 𝐵 ⃗⃗⃗⃗  = −(𝐵 ⃗⃗⃗⃗ − 𝐴 ⃗⃗⃗⃗ )        
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𝑒) 2𝐵 ⃗⃗⃗⃗ = 2(−6𝑖̂ − 7𝑗̂) = 2(−6)𝑖̂ + 2(−7)𝑗̂ = −𝟏𝟐�̂� − 𝟏𝟒𝒋 ̂

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓) −
1

2
𝐴 ⃗⃗⃗⃗  =−

1

2
 (9𝑖̂ − 2𝑗̂) = −

1

2
(9)𝑖̂ −

1

2
(−2)𝑗̂ = −

𝟗

𝟐
�̂� + 𝒋̂ 

 

 

 

 

 

 

 

𝐵 ⃗⃗⃗⃗ = −6𝑖̂ − 7𝑗̂   →    ‖𝐵 ⃗⃗⃗⃗ ‖ = √(−6)2 + (−7)2 = √36 + 49 = √85 

2𝐵 ⃗⃗⃗⃗ = −12𝑖̂ − 14𝑗̂   →    ‖𝐵 ⃗⃗⃗⃗ ‖ = √(−12)2 + (−14)2 = √340 = 2√85 

Se verifica que al multiplicar un vector por un escalar modifica su 
magnitud más no su dirección. 

 

Al multiplicar por 
una cantidad 
negativa el vector 
cambia su sentido y 
magnitud, pero no 
su dirección. 



32 

 

EJEMPLO 2 
Grafica cada uno de los vectores dados: 

a) �⃗⃗⃗� =< −𝟒, 𝟑, 𝟓 > 

𝐒𝐨𝐥𝐮𝐜𝐢ó𝐧: 

    

 

 

 

 

b) �⃗⃗⃗� =< 𝟒, −𝟑, 𝟓 > 

Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 3 

Sean 𝐴 = 4𝑖̂ + 3𝑗̂ + �̂�  𝑦  �⃗⃗� = −3𝑖̂ + 2𝑗̂ − 5�̂�, determinar: 

𝑎)  𝐴 + 2�⃗⃗� 

𝑏)  ‖3�⃗⃗� − 4𝐴‖ 

𝑐)  4𝐴 

𝑑)  
1

3
�⃗⃗� 
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Solución: 

𝑎) 𝐴 + 2�⃗⃗� = (4𝑖̂ + 3𝑗̂ + �̂�) + 2(−3𝑖̂ + 2𝑗̂ − 5�̂�) = (4𝑖̂ + 3𝑗̂ + �̂�) + (−6𝑖̂ + 4𝑗̂ − 10�̂�) 

= (4 − 6)𝑖̂ + (3 + 4)𝑗̂ + (1 − 10)�̂� = −𝟐�̂� + 𝟕𝒋̂ − 𝟗�̂� 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑏)  3�⃗⃗� − 4𝐴 = 

3(−3𝑖̂ + 2𝑗̂ − 5�̂�) − 4(4𝑖̂ + 3𝑗̂ + �̂�) 

=( −9𝑖̂ + 6𝑗̂ − 15�̂� ) −  (16𝑖̂ + 12𝑗̂ + 4�̂�) 

= (−9 − 16)𝑖̂ + (6 − 12)𝑗̂ + (−15 − 4)�̂� 

= −𝟐𝟓�̂� − 𝟔𝒋̂ − 𝟏𝟗�̂� 

 

‖3�⃗⃗� − 4𝐴‖ = √(−25)2 + (−6)2 + (−19)2 

= √625 + 36 + 361 = √1022 = 𝟑𝟏. 𝟗𝟕 
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𝑐)  4𝐴 = 4(4�̂� + 3�̂� + �̂�) = 𝟏𝟔�̂� + 𝟏𝟐𝒋̂ + 𝟒�̂� 

 

 

 

 

 

 

 

𝑑)  
1

3
�⃗⃗� =

1

3
(−3�̂� + 2�̂� − 5�̂�) = −�̂� +

𝟐

𝟑
𝒋̂ −

𝟓

𝟑
�̂� 
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EJEMPLO 4 

Un avión vuela en dirección 32o, su velocidad con respecto al aire es de 900 km/h. 
El viento a la altitud del avión viene del suroeste a 100 km/h (ver figura). ¿Cuál es 
la verdadera dirección del avión y cuál es su velocidad respecto al suelo? 

 

 

 

 

 

 

 

Solución: 

𝑣𝑎𝑣𝑖ó𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 920 cos(180° − 28°) 𝑖̂ + 920𝑠𝑒𝑛(180° − 28°)𝑗̂ 

𝑣𝑎𝑣𝑖ó𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 920 cos(152°) 𝑖̂ + 920𝑠𝑒𝑛(152°)𝑗 ̂

𝒗𝒂𝒗𝒊ó𝒏⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = −𝟖𝟏𝟐. 𝟑𝟏�̂� + 𝟒𝟑𝟏. 𝟗𝟏𝒋̂ 

𝑣𝑣𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 85 cos(40°) 𝑖̂ + 85𝑠𝑒𝑛(40°)𝑗 ̂

𝒗𝒗𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝟔𝟓. 𝟏𝟏�̂� + 𝟓𝟒. 𝟔𝟒𝒋̂ 

 

𝑣𝑟𝑒𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑙 𝑎𝑣𝑖ó𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑣𝑎𝑣𝑖ó𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑣𝑣𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑗 ̂

𝑣𝑟𝑒𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑙 𝑎𝑣𝑖ó𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (−812.31𝑖̂ + 431.91𝑗̂) + (65.11𝑖̂ + 54.64𝑗̂) 

𝑣𝑟𝑒𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑙 𝑎𝑣𝑖ó𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (−812.31 + 65.11)𝑖̂ + (431.91 + 54.64)𝑗̂ 

𝑣𝑟𝑒𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑙 𝑎𝑣𝑖ó𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = −747.2𝑖̂ + 486.55𝑗̂ 

 

28° 40° 
920 𝑘𝑚/ℎ 

85 𝑘𝑚/ℎ 

3
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𝑣𝑟𝑒𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑙 𝑎𝑣𝑖ó𝑛 = ‖𝑣𝑟𝑒𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑙 𝑎𝑣𝑖ó𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = √(−747.2)2 + (486.55)2 

𝒗𝒓𝒆𝒂𝒍 𝒅𝒆𝒍 𝒂𝒗𝒊ó𝒏 = ‖𝒗𝒓𝒆𝒂𝒍 𝒅𝒆𝒍 𝒂𝒗𝒊ó𝒏⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 𝟖𝟗𝟏.
𝟔𝟓𝒌𝒎

𝒉
 

𝜽𝒓𝒆𝒂𝒍 𝒅𝒆𝒍 𝒂𝒗𝒊ó𝒏 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
486.55

−747.2
) = −33.07° 

𝜽𝒓𝒆𝒂𝒍 𝒅𝒆𝒍 𝒂𝒗𝒊ó𝒏 = 180° − 33.07° 

𝜽𝒓𝒆𝒂𝒍 𝒅𝒆𝒍 𝒂𝒗𝒊ó𝒏 = 𝟏𝟒𝟔. 𝟗𝟑° 

 

EJEMPLO 5 

Calcula la resultante del siguiente sistema de fuerzas: 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Solución: 

Primero es necesario calcular las componentes de cada vector para poder realizar 
la suma de vectores: 

Para 𝑭𝟏
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗: 

Considerando los ángulos con respecto a la horizontal: 

𝜃1 = 64° 

X 

Y 𝐹1 = 295𝑁 

𝐹2 = 225𝑁 

𝜃2 = 38° 

𝐹3 = 160𝑁 

𝜃3 = −80° 
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θ1 = 180𝑜 − 64𝑜 = 116𝑜 

𝐹1𝑥 = 𝐹1𝐶𝑜𝑠(θ) = 295𝐶𝑜𝑠(116𝑂) = −129.32𝑁 

𝐹1𝑦 = 𝐹1𝑆𝑒𝑛(θ) = 295𝑆𝑒𝑛(116𝑂) = 265.14𝑁 

𝑭𝟏
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = −𝟏𝟐𝟗. 𝟑𝟐�̂� + 𝟐𝟔𝟓. 𝟏𝟒𝒋̂ 

Para 𝑭𝟐
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗: 

θ2 = 38𝑜 

𝐹2𝑥 = 𝐹2𝐶𝑜𝑠(θ) = 225𝐶𝑜𝑠(38𝑂) = 117.3𝑁 

𝐹2𝑦 = 𝐹2𝑆𝑒𝑛(θ) = 225𝑆𝑒𝑛(38𝑂) = 138.52𝑁 

𝑭𝟐
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝟏𝟏𝟕. 𝟑�̂� + 𝟏𝟑𝟖. 𝟓𝟐𝒋̂ 

Para 𝑭𝟑
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗: 

θ3 = 360𝑜 − 80𝑜 = 280𝑜 

𝐹3𝑥 = 𝐹3𝐶𝑜𝑠(θ) = 160𝐶𝑜𝑠(280𝑂) = 27.78𝑁 

𝐹3𝑦 = 𝐹3𝑆𝑒𝑛(θ) = 160𝑆𝑒𝑛(280𝑂) = −157.57𝑁 

𝑭𝟑
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝟐𝟕. 𝟕𝟖�̂� − 𝟏𝟓𝟕. 𝟓𝟕𝒋̂ 

 

∑ 𝐹𝑥 = −129.32𝑁 + 117.3𝑁 + 27.78𝑁 = 𝟏𝟓. 𝟕𝟔𝑵 

∑ 𝐹𝑦 = 265.14𝑁 + 138.52𝑁 − 157.57𝑁 = 𝟐𝟒𝟔. 𝟎𝟗𝑵 

�⃗⃗⃗� = 𝟏𝟓. 𝟕𝟔�̂� + 𝟐𝟒𝟔. 𝟎𝟗𝒋 ̂

𝑅 = √(15.76)2 + (246.09)2 = 𝟐𝟒𝟔. 𝟓𝟗 

𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
246.09

15.76
) = 𝟖𝟔. 𝟑𝟒𝒐 
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𝑹 = 𝟐𝟒𝟔. 𝟓𝟗𝑵  (Vector color verde en la gráfica) y   𝜽 = 𝟖𝟔. 𝟑𝟒°     

 

Al realizar la gráfica en CalcPlot3D no hay que olvidar cambiar los rangos en los 
ejes, ver ANEXO A. 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

La siguiente gráfica muestra la suma de vectores y nos servirá para verificar el 
resultado obtenido: 
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Condiciones de equilibrio, primera condición de equilibrio. 

Cuando la resultante de las fuerzas de acción que actúan sobre un cuerpo es nula 
(cero) el cuerpo se encuentra en equilibrio: 

✓ Si está en reposo continuará en reposo. 

✓ Si se halla en movimiento, continuará desplazándose en movimiento 

rectilíneo uniforme. 

Para que una partícula esté en equilibrio es necesario que: 

 

�⃗⃗� = 0⃗⃗     esto es equivalente  ∑ 𝐹𝑥 = 0   y    ∑ 𝐹𝑦 = 0     

 

Lo anterior lo llamamos Primera condición de equilibrio. 

EJEMPLO 6 

Encontrar la tensión que soporta cada una de las cuerdas que sostiene el peso 
mostrado en la siguiente figura: 

  

 

 

 

 

 

 

Solución: 

Como el sistema de fuerzas se encuentra en equilibrio se debe cumplir la primera 
condición de equilibrio: 

 

𝜃1 = 32° 

240 N 

𝜃2 = 58° 

𝑇1
 

𝑇2
 

1
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�⃗⃗� = 0⃗⃗     esto es equivalente  ∑ 𝐹𝑥 = 0   y    ∑ 𝐹𝑦 = 0   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑇1
⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑇1𝐶𝑜𝑠(180 − 32)𝑜𝑖̂ + 𝑇1𝑆𝑒𝑛(180 − 32)𝑜 𝑗 ̂ 

𝑇1
⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑇1𝐶𝑜𝑠(148𝑜)𝑖̂ + 𝑇1𝑆𝑒𝑛(148𝑜) 𝑗 ̂ 

𝑻𝟏
⃗⃗ ⃗⃗⃗ = −𝟎. 𝟖𝟒𝟖𝟏𝑻𝟏�̂� + 𝟎. 𝟓𝟐𝟗𝟗𝑻𝟏𝒋 ̂ 

  

𝑇2
⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑇2𝐶𝑜𝑠(58°)𝑖̂ + 𝑇2𝑆𝑒𝑛(58°)𝑗 ̂ 

𝑻𝟐
⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝟎. 𝟓𝟐𝟗𝟗𝑻𝟐�̂� + 𝟎. 𝟖𝟒𝟖𝟏𝑻𝟐𝒋 ̂ 

  

 �⃗⃗⃗⃗⃗� = −𝟐𝟒𝟎𝒋 ̂ 

 

∑ 𝐹𝑥 = 0     →    −0.8481𝑇1 + 0.5299𝑇2 + 0 = 0 

−𝟎. 𝟖𝟒𝟖𝟏𝑻𝟏 + 𝟎. 𝟓𝟐𝟗𝟗𝑻𝟐 = 𝟎   ….. (1) 

 

𝑇2 =¿ ? 

 

𝑊 = 240 𝑁 

W= 290N 

𝜃1 = 32° 

𝑇1 =¿ ? 

X 

Y 

𝜃2 = 58° 



41 

 

∑ 𝐹𝑦 = 0      →     𝑇2𝑆𝑒𝑛(54𝑜) + 𝑇1𝑆𝑒𝑛(180 − 28𝑜) − 240 = 0 

𝟎. 𝟓𝟐𝟗𝟗𝑻𝟏 + 𝟎. 𝟖𝟒𝟖𝟏𝑻𝟐 = 𝟐𝟒𝟎…..   (2) 

Despejamos T1 en (1): 

−0.8481𝑇1 + 0.5299𝑇2 = 0   ….. (1) 

0.5299

0.8481
𝑇2 = 𝑇1         ∴       𝑻𝟏 = 𝟎. 𝟔𝟐𝟒𝟖𝑻𝟐 

 

Sustituimos T1  en (2): 

0.5299𝑇1 + 0.8481𝑇2 = 240  …..   (2) 

0.5299(0.6248𝑇1) + 0.8481𝑇2 = 240 

0.3311𝑇2 + 0.8481𝑇2 = 290 

1.1792𝑇2 = 240 

𝑇2 =
240

1.1792
 

𝑻𝟐 = 𝟐𝟎𝟑. 𝟓𝟑𝑵 

 

Para obtener T1 sustituimos T2: 

𝑇1 = 0.6248𝑇2    ∴  𝑇1 = 0.6248(203.53) = 𝟏𝟐𝟕. 𝟏𝟔𝑵 

𝑻𝟏 = 𝟏𝟐𝟕. 𝟏𝟔𝑵        𝒚        𝑻𝟐 = 𝟐𝟎𝟑. 𝟓𝟑𝑵 

 

Comprobación: 

Con apoyo de CalcPlot3D se grafican los vectores tensiones y el vector peso, para 
ello es necesario expresarlos en forma de componentes: 

𝑻𝟏
⃗⃗ ⃗⃗⃗ = −𝟎. 𝟖𝟒𝟖𝟏𝑻𝟏�̂� + 𝟎. 𝟓𝟐𝟗𝟗𝑻𝟏𝒋 ̂ 
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𝑻𝟏 = 𝟏𝟐𝟕. 𝟏𝟔𝑵 

 

𝑇1
⃗⃗ ⃗⃗ = −0.8481(127.16)𝑖̂ + 0.5299(127.16)𝑗 ̂ 

𝑻𝟏
⃗⃗ ⃗⃗⃗ = −𝟏𝟎𝟕. 𝟖𝟒�̂� + 𝟔𝟕. 𝟑𝟖𝒋 ̂ 

 

𝑻𝟐
⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝟎. 𝟓𝟐𝟗𝟗𝑻𝟐�̂� + 𝟎. 𝟖𝟒𝟖𝟏𝑻𝟐𝒋 ̂ 

𝑻𝟐 = 𝟐𝟎𝟑. 𝟓𝟑𝑵 

𝑇2
⃗⃗ ⃗⃗ = 0.5299(203.53)𝑖̂ + 0.8481(203.53)𝑗 ̂ 

𝑻𝟐
⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝟏𝟎𝟕. 𝟖𝟓�̂� + 𝟏𝟕𝟐. 𝟔𝟏𝒋 ̂ 

  

 �⃗⃗⃗⃗⃗� = −𝟐𝟒𝟎𝒋 ̂ 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Diagrama de fuerzas 

 

 

𝑻𝟐
 

𝑾 

𝑻𝟏
 

Suma de fuerzas donde se puede 
observar que efectivamente el sistema 
está en equilibrio. Se cierra formando 
un triángulo lo cual implica que la 
resultante es igual a cero.  
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𝛼 

𝑇2 = 520𝑁 

𝑊 = 650𝑁 

𝜃1 = 42° 

𝑇1 =¿ ? 

X 

Y 

EJEMPLO 7 

Calcula la tensión 1 y el ángulo faltante que se muestran en la siguiente figura: 

 

 

 

 

 

 

 

Solución: 

    

 

 

 

 

 

 

𝑇1
⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑇1𝐶𝑜𝑠(180 − 42)𝑜𝑖̂ + 𝑇1𝑆𝑒𝑛(180 − 42)𝑜 𝑗 ̂ 

𝑇1
⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑇1𝐶𝑜𝑠(138)𝑜𝑖̂ + 𝑇1𝑆𝑒𝑛(138)𝑜 𝑗 ̂ 

𝑻𝟏
⃗⃗ ⃗⃗⃗ = −𝟎. 𝟕𝟒𝟑𝟏𝑻𝟏�̂� + 𝟎. 𝟔𝟔𝟗𝟏𝑻𝟏𝒋 ̂ 

𝑇2
⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑇2𝐶𝑜𝑠(𝛼)𝑖̂ + 𝑇2𝑆𝑒𝑛(𝛼)𝑗 ̂ 

𝑻𝟐
⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝟓𝟐𝟎𝑪𝒐𝒔(𝜶)�̂� + 𝟓𝟐𝟎𝑺𝒆𝒏(𝜶)𝒋 ̂ 

𝑇1 =¿ ? 

𝜃2 =¿ ?
= 

𝜃1 = 42° 

650 N 

𝑇2 = 520𝑁 
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�⃗⃗⃗⃗⃗� = −𝟔𝟓𝟎𝒋 ̂ 

 

Como ∑ 𝐹𝑥 = 0       𝑦       ∑ 𝐹𝑥 = 0       se tiene: 

 

∑ 𝐹𝑥 =  − 𝑇10.7431 + 520𝐶𝑜𝑠(𝛼) + 0 = 0    

y   

    ∑ 𝐹𝑦 =   𝑇10.6691 + 520𝑆𝑒𝑛(𝛼) − 650 = 0     

−0.7431 𝑇1 + 520𝐶𝑜𝑠(𝛼) = 0   …   (1) 

0.6691𝑇1 + 520𝑆𝑒𝑛(𝛼) = 650   …  (2) 

 

Despejando 𝑇1      de ecuación (1) se tiene: 

 

𝑇1 =  
−520𝐶𝑜𝑠(𝛼)

−0.7431
= 𝟔𝟗𝟗. 𝟕𝟕𝑪𝒐𝒔(𝜶) = 𝑻𝟏 

 

Sustituyendo 𝑇1  en ecuación (2) se tiene: 

 

0.6691𝑇1 + 520𝑆𝑒𝑛(𝛼) − 650 = 0     

(699.77𝐶𝑜𝑠(𝛼))0.6691 + 520𝑆𝑒𝑛(𝛼) − 650 = 0     

468.2161𝐶𝑜𝑠(𝛼) + 520𝑆𝑒𝑛(𝛼) − 650 = 0     

Aplicando la identidad:  

𝐶𝑜𝑠2(𝛼) + 𝑆𝑒𝑛2(𝛼) = 1        de donde   𝑆𝑒𝑛(𝛼) = √1 − 𝐶𝑜𝑠2(𝛼)       
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468.2161𝐶𝑜𝑠(𝛼) + 520√1 − 𝐶𝑜𝑠2(𝛼)  − 650 = 0   

468.2161𝐶𝑜𝑠(𝛼)  − 650 = −520√1 − 𝐶𝑜𝑠2(𝛼)    

(468.2161𝐶𝑜𝑠(𝛼)  − 650)2 = (−520√1 − 𝐶𝑜𝑠2(𝛼))
2

    

219226.3229𝐶𝑜𝑠2(𝛼) − 608680.93𝐶𝑜𝑠(𝛼) + 422500 = 270400(1 − 𝐶𝑜𝑠2(𝛼)) 

219226.3229𝐶𝑜𝑠2(𝛼) − 608680.93𝐶𝑜𝑠(𝛼) + 422500 − 270400(1 − 𝐶𝑜𝑠2(𝛼)) = 0 

489626.3229𝐶𝑜𝑠2(𝛼) − 608680.93𝐶𝑜𝑠(𝛼) + 152100 = 0 

 

Resolviendo con fórmula general: 

 

𝐶𝑜𝑠(𝛼) =
−(−608680.93) ± √(−608680.93)2 − 4(489626.3229)(152100)

2(489626.3229)
 

𝐶𝑜𝑠(𝛼) =
608680.93 ± 269450.9597

979252.6458
 

 

𝐶𝑜𝑠(𝛼) = 0.8967       y     𝐶𝑜𝑠(𝛼) = 0.3464 

𝜶𝟏 = 𝟐𝟔. 𝟐𝟕𝒐         y      𝜶𝟐 = 𝟔𝟗. 𝟕𝟑𝒐          

Para   𝛼1 = 26.27𝑜     →    𝑇1 = 699.77𝐶𝑜𝑠(𝛼1) = 𝟔𝟐𝟕. 𝟒𝟗𝟕𝑵 

Para   𝛼2 = 69.73𝑜     →    𝑇1 = 699.77𝐶𝑜𝑠(𝛼2) = 𝟐𝟒𝟐. 𝟒𝟑𝟏𝑵 

 

Comprobación gráfica para 𝜶𝟏: 

𝑇1
⃗⃗ ⃗⃗ = −0.7431𝑇1𝑖̂ + 0.6691𝑇1𝑗 ̂ 

𝑇1
⃗⃗ ⃗⃗ = −0.7431(627.5)𝑖̂ + 0.6691(627.5)𝑗 ̂ 
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𝑻𝟏
⃗⃗ ⃗⃗⃗ = −𝟒𝟔𝟔. 𝟑�̂� + 𝟒𝟏𝟗. 𝟖𝟔𝒋 ̂ 

 

𝑇2
⃗⃗ ⃗⃗ = 520𝐶𝑜𝑠(𝛼)𝑖̂ + 520𝑆𝑒𝑛(𝛼)𝑗 ̂ 

𝑇2
⃗⃗ ⃗⃗ = 520𝐶𝑜𝑠(26.27°)𝑖̂ + 520𝑆𝑒𝑛(26.27°)𝑗 ̂ 

𝑻𝟐
⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝟒𝟔𝟔. 𝟑�̂� + 𝟐𝟑𝟎. 𝟏𝟓𝒋 ̂ 

  

�⃗⃗⃗⃗⃗� = −𝟔𝟓𝟎𝒋 ̂ 

 

 

 

 

 

 

 

 

Comprobación gráfica para 𝜶𝟐: 

 

𝑇1
⃗⃗ ⃗⃗ = −0.7431𝑇1𝑖̂ + 0.6691𝑇1𝑗 ̂ 

𝑇1
⃗⃗ ⃗⃗ = −0.7431(242.43)𝑖̂ + 0.6691(242.43)𝑗 ̂ 

𝑻𝟏
⃗⃗ ⃗⃗⃗ = −𝟏𝟖𝟎. 𝟏𝟓�̂� + 𝟏𝟔𝟐. 𝟐𝒋 ̂ 

 

𝑇2
⃗⃗ ⃗⃗ = 520𝐶𝑜𝑠(𝛼)𝑖̂ + 520𝑆𝑒𝑛(𝛼)𝑗 ̂ 

Suma de fuerzas donde se 
puede observar que 
efectivamente el sistema está 
en equilibrio. Se cierra 
formando un triángulo lo cual 
implica que la resultante es 
igual a cero.  

𝑻𝟏
 

𝑻𝟐
 

𝑾 
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𝑇2
⃗⃗ ⃗⃗ = 520𝐶𝑜𝑠(69.63°)𝑖̂ + 520𝑆𝑒𝑛(69.63°)𝑗 ̂ 

𝑻𝟐
⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝟏𝟖𝟏�̂� + 𝟒𝟖𝟕. 𝟒𝟖𝒋 ̂ 

  

�⃗⃗⃗⃗⃗� = −𝟔𝟓𝟎𝒋 ̂ 

 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 8 

El cable de sujeción de una torre de 85 pies tiene una tensión de 420 libras. Usar 

las distancias mostradas en la figura, y dar las componentes del vector �⃗�  que 
represente la tensión del cable. 

 

 

 

 

 

 

 

Suma de fuerzas donde se 
puede observar que 
efectivamente el sistema está 
en equilibrio. Se cierra 
formando un triángulo lo cual 
implica que la resultante es 
igual a cero.  

𝑻𝟏
 

𝑻𝟐
 

𝑾 

𝒚 

𝒙 

−𝟑𝟎 

𝟔𝟎 

𝟖𝟓 

𝒛 

1
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Solución: 

Expresamos el vector cable ( 𝑉𝑐𝑎𝑏𝑙𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) en sus componentes ya que éste nos 

proporciona la dirección del vector tensión del cable. 

 

𝑉𝑐𝑎𝑏𝑙𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 60𝑖̂ − 30𝑗̂ − 85�̂� 

 

Para que no afecte la magnitud de la tensión, se hace unitario al vector cable. 

 

𝑈𝑣𝑐𝑎𝑏𝑙𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =

60𝑖̂ − 30𝑗̂ − 85�̂�

√602 + (−30)2 + (−85)2
 

 

 𝑈𝑣𝑐𝑎𝑏𝑙𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =

60𝑖̂ − 30𝑗̂ − 85�̂�

108.28
 

Una vez que se tiene el vector cable en su forma unitaria se procede a calcular el 

vector tensión del cable, esto se logra multiplicando  𝑈𝑣𝑐𝑎𝑏𝑙𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  por la magnitud de la 

tensión del cable (420 libras): 

 

�⃗� = 𝑇𝑐𝑎𝑏𝑙𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 420 (

60𝑖̂ − 30𝑗̂ − 85�̂�

108.28
) = 306.4𝑖̂ − 204.3𝑗̂ − 408.5�̂� 

 

�⃗⃗⃗� = 𝑻𝒄𝒂𝒃𝒍𝒆
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝟐𝟑𝟐. 𝟕𝟑�̂� − 𝟏𝟏𝟔. 𝟑𝟓�̂� − 𝟑𝟐𝟗. 𝟕�̂� 
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1.3 Producto escalar, trabajo efectuado por una fuerza, ángulo entre 
dos vectores, ecuación de la recta en el espacio. 

Producto punto o producto escalar: 

El producto punto entre dos vectores se expresa: 

𝐴  ∙  �⃗⃗�    →     A punto B 

Y se obtiene: 

𝐴  ∙  �⃗⃗� =< 𝑎𝑥, 𝑎𝑦 , 𝑎𝑧 > ∙ < 𝑏𝑥 , 𝑏𝑦 , 𝑏𝑧 > 

𝐴  ∙  �⃗⃗� = 𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧 

EJEMPLO 1 

Calcular  𝐴  ∙  �⃗⃗�   y   �⃗⃗�  ∙  𝐴  si: 

𝐴 = 6𝑖̂ − 8𝑗̂ + �̂�      𝑦       �⃗⃗� = −5𝑖̂ + 10𝑗̂ − 4�̂� 

Solución: 

𝐴  ∙  �⃗⃗� = (6)(−5) + (−8)(10) + (1)(−4) 

𝐴  ∙  �⃗⃗� = −30 − 80 − 4 = −𝟏𝟏𝟒 

�⃗⃗�  ∙  𝐴 = (−5)(6) + (10)(−8) + (−4)(1) 

�⃗⃗�  ∙  𝐴 = −30 − 80 − 4 = −𝟏𝟏𝟒 

Comprobación con GeoGebra (Ver Anexo B): 

 

 

 

 

 

1

2

30
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Propiedades del producto punto: 

1. 𝐴  ∙  �⃗⃗� = �⃗⃗�  ∙  𝐴 

2. 𝐴  ∙  0⃗⃗ = 0 

3. 𝐴  ∙  𝐴 = ‖𝐴‖
2
 

4. 𝐴   ∙  (�⃗⃗� + 𝐶) = 𝐴  ∙  �⃗⃗� + 𝐴  ∙  𝐶      

 

Ángulo entre dos vectores: 

El ángulo entre dos vectores 𝐴 𝑦 �⃗⃗�  viene dado por: 

 

                            cos 𝜃 =
�⃗� ∙ �⃗⃗�

‖�⃗�‖‖�⃗⃗�‖
                        𝜃 = 𝑐𝑜𝑠−1 (

�⃗� ∙ �⃗⃗�

‖�⃗�‖‖�⃗⃗�‖
) 

                                                                     𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒     0° ≤ 𝜃 ≤ 180°      𝑜 𝑏𝑖𝑒𝑛,   0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋   

 

 

A continuación, se deduce la fórmula para calcular el ángulo entre dos vectores: 

 

 

 

 

 

 

Aplicando la Ley de cosenos se tiene: 

 

‖𝐴 − �⃗⃗�‖
2

= ‖�⃗⃗⃗�‖
𝟐

+ ‖�⃗⃗⃗�‖
𝟐

− 𝟐‖�⃗⃗⃗�‖‖�⃗⃗⃗�‖𝐜𝐨 𝐬 𝜽 

𝜃 

𝐴 

�⃗⃗� 

𝜃 

‖𝐴‖ 

‖�⃗⃗�‖ 

‖𝐴 − �⃗⃗�‖ 

 

2

2
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Por otro lado, aplicando las propiedades del producto punto se tiene: 

‖𝐴 − �⃗⃗�‖
2

= (𝐴 − �⃗⃗�) ∙ (𝐴 − �⃗⃗�) 

‖𝐴 − �⃗⃗�‖
2

= (𝐴 − �⃗⃗�) ∙ 𝐴 − (𝐴 − �⃗⃗�) ∙ �⃗⃗� 

‖𝐴 − �⃗⃗�‖
2

= 𝐴 ∙ 𝐴 − �⃗⃗� ∙ 𝐴 − 𝐴 ∙ �⃗⃗� + �⃗⃗� ∙ �⃗⃗� 

‖𝐴 − �⃗⃗�‖
2

= ‖𝐴‖
2

− 𝐴 ∙ �⃗⃗� − 𝐴 ∙ �⃗⃗� + ‖�⃗⃗�‖
2
 

‖𝐴 − �⃗⃗�‖
2

= ‖�⃗⃗⃗�‖
𝟐

− 𝟐�⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗� + ‖�⃗⃗⃗�‖
𝟐
 

 

Igualando ambas expresiones se tiene: 

‖𝐴‖
2

− 2𝐴 ∙ �⃗⃗� + ‖�⃗⃗�‖
2

= ‖𝐴‖
2

+ ‖�⃗⃗�‖
2

− 2‖𝐴‖‖�⃗⃗�‖ cos 𝜃 

 

−2𝐴 ∙ �⃗⃗� = −2 ‖�⃗⃗⃗�‖ ‖�⃗⃗⃗⃗�‖ cos 𝜃 

 

�⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗� = ‖�⃗⃗⃗⃗�‖ ‖�⃗⃗⃗⃗�‖ 𝐜𝐨 𝐬 𝜽 

 

𝐜𝐨 𝐬 𝜽 =
�⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗�

‖�⃗⃗⃗�‖‖�⃗⃗⃗�‖
 

 

Analizando el signo del producto escalar: 

 

𝐴 ∙ �⃗⃗� = ‖�⃗⃗⃗�‖ ‖�⃗⃗⃗⃗�‖ cos 𝜃 
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De la gráfica de coseno se observa que: 

 

𝑃𝑎𝑟𝑎   0 < 𝜃 <
𝜋

2
     →          cos 𝜃 > 0            ∴            �⃗⃗� ∙ �⃗⃗�  >  0  

 

 

 

 

 

𝑃𝑎𝑟𝑎        𝜃 =
𝜋

2
         →         cos 𝜃 = 0            ∴            �⃗⃗� ∙ �⃗⃗�  =  0 

 

 

 

 

 

𝜃 

𝐴 

�⃗⃗� 

𝜃 

𝐴 

�⃗⃗� 

𝜋 0 
𝜋

2
 

+ 

− 

𝐷𝑒 0   𝑎   
𝜋

2
 𝑒𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝜃  𝑒𝑠 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑜 

𝐷𝑒  
𝜋

2
   𝑎   𝜋   𝑒𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝜃  𝑒𝑠 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜

𝑦 =  𝑐𝑜𝑠 𝜃 
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𝑃𝑎𝑟𝑎   
𝜋

2
< 𝜃 < 𝜋     →          cos 𝜃 < 0            ∴            �⃗⃗� ∙ �⃗⃗�  <  0 

 

 

 

 

 

 

Dos vectores son ortogonales (perpendiculares) si y sólo si    �⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗�  =  𝟎 

 

• Si    𝐴 ∙ �⃗⃗�  =  0  entonces los vectores son ortogonales (perpendiculares). 
 

• Si dos vectores son ortogonales (perpendiculares) entonces   𝐴 ∙ �⃗⃗�  =  0 

 

EJEMPLO 1 

Calcular el producto punto entre los vectores dados y el ángulo entre ellos: 

a)  𝐴 = 4𝑖̂ − 𝑗̂      𝑦       �⃗⃗� = 6𝑖̂ + 10𝑗̂ 

b) 𝐴 = 7𝑖̂ − 2𝑗̂      𝑦       �⃗⃗� = 2𝑖̂ + 7𝑗̂ 

c) 𝐴 = 7𝑖̂ − 2𝑗̂ + �̂�      𝑦       �⃗⃗� = −3𝑖̂ + 2𝑗̂ − 5�̂� 

 

Solución: 

𝑎) 𝐴 = 4𝑖̂ − 𝑗̂      𝑦       �⃗⃗� = 6𝑖̂ + 10𝑗̂ 

 

𝐴  ∙  �⃗⃗� = (4)(6) + (−1)(10) = 24 − 10 = 𝟏𝟒 > 0  →    0 < 𝜃 <
𝜋

2
 

 

𝜃 𝐴 

�⃗⃗� 
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‖𝐴‖ = √16 + 1 = √17 

‖�⃗⃗�‖ = √36 + 100 = √136 

 

𝜃 = 𝑐𝑜𝑠−1 (
𝐴  ∙  �⃗⃗�

‖𝐴‖‖�⃗⃗�‖
) = 𝑐𝑜𝑠−1 (

14

√17√136
) = 𝟕𝟑. 𝟎𝟕° 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

b) 𝐴 = 7𝑖̂ − 2𝑗̂      𝑦       �⃗⃗� = 2𝑖̂ + 7𝑗̂ 
 
 

𝐴  ∙  �⃗⃗� = (7)(2) + (−2)(7) = 14 − 14 = 𝟎  →    𝜃 =
𝜋

2
 

 

‖𝐴‖ = √49 + 4 = √53 

‖�⃗⃗�‖ = √4 + 49 = √53 

 

𝜃 = 𝑐𝑜𝑠−1 (
𝐴  ∙  �⃗⃗�

‖𝐴‖‖�⃗⃗�‖
) = 𝑐𝑜𝑠−1 (

0

√53√53
) = 𝟗𝟎° 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜽 < 𝟗𝟎° 

𝜽 = 𝟗𝟎° 
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𝑐) 𝐴 = 7𝑖̂ − 2𝑗̂ + �̂�      𝑦       �⃗⃗� = −3𝑖̂ + 2𝑗̂ − 5�̂� 
 

 

𝐴  ∙  �⃗⃗� = (7)(−3) + (−2)(2) + (1)(−5) = −21 − 4 − 5 = −𝟑𝟎  →    
𝜋

2
< 𝜃 < 𝜋 

 
 

‖𝐴‖ = √49 + 4 + 1 = √54 

‖�⃗⃗�‖ = √9 + 4 + 25 = √38 

 

𝜃 = 𝑐𝑜𝑠−1 (
𝐴  ∙  �⃗⃗�

‖𝐴‖‖�⃗⃗�‖
) = 𝑐𝑜𝑠−1 (

−30

√54√38
) = 𝟏𝟑𝟏. 𝟒𝟕° 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Aplicaciones del producto punto o producto escalar 

Ángulos internos de un triángulo: 

 

 

 

 

 

𝜽 > 𝟗𝟎° 

𝜃𝐴 

𝜃𝐶 

𝜃𝐵 

𝐴 𝐵 

𝐶 
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Para el ángulo 𝜃𝐴: 

𝜃𝐴 = 𝑐𝑜𝑠−1 (
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖
) 

Para el ángulo 𝜃𝐵: 

𝜃𝐵 = 𝑐𝑜𝑠−1 (
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∙ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗

‖𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖‖𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖
) 

Para el ángulo 𝜃𝐶: 

𝜃𝐶 = 𝑐𝑜𝑠−1 (
𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗

‖𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖‖𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖
) 

 

La suma de los ángulos internos de un triángulo es igual a 180o 

 

𝜃𝐴 + 𝜃𝐵 + 𝜃𝑐 = 180° 

 

En los casos anteriores se puede observar que los vectores inician con la letra del 
vértice del ángulo que se desea calcular. 

 

EJEMPLO 2 

Calcular los ángulos interiores y perímetro del triángulo que tiene como vértices los 
puntos  𝑨(𝟐, 𝟑, 𝟐), 𝑩(𝟑, 𝟒, 𝟓)   𝒚 𝑪(𝟓, 𝟒, −𝟖)  

Solución: 

 

 

 𝜃𝐴 

𝜃𝐶 

𝜃𝐵 

𝐴(2,3,2) 𝐵(3,4,5) 

𝐶(5,4, −8) 

27

30
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Para el ángulo 𝜃𝐴: 

𝜃𝐴 = 𝑐𝑜𝑠−1 (
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖
) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =< 3 − 2,4 − 3,5 − 2 ≥< 1,1,3 > 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =< 5 − 2,4 − 3, −8 − 2 ≥< 3,1, −10 > 

‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = √1 + 1 + 9 = √11 

‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = √9 + 1 + 100 = √110 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∙ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (1)(3) + (1)(1) + (3)(−10) = 3 + 1 − 30 = −26 

 

𝜃𝐴 = 𝑐𝑜𝑠−1 (
−26

√11√110
) = 𝑐𝑜𝑠−1(−0.7474) = 𝟏𝟑𝟖. 𝟑𝟔° 

 

Para el ángulo 𝜃𝐵: 

𝜃𝐵 = 𝑐𝑜𝑠−1 (
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∙ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗

‖𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖‖𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖
) 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =< 2 − 3,3 − 4,2 − 5 ≥< −1, −1, −3 > 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =< 5 − 3,4 − 4, −8 − 5 ≥< 2,0, −13 > 

‖𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = √1 + 1 + 9 = √11 

‖𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = √4 + 0 + 169 = √173 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∙ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (−1)(2) + (−1)(0) + (−3)(−13) = −2 + 0 + 39 = 37 

 

𝜃𝐵 = 𝑐𝑜𝑠−1 (
37

√11√173
) = 𝑐𝑜𝑠−1(0.8481) = 𝟑𝟏. 𝟗𝟖° 
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Para el ángulo 𝜃𝐶: 

 

𝜃𝐶 = 𝑐𝑜𝑠−1 (
𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗

‖𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖‖𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖
) 

𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =< 2 − 5,3 − 4,2 − (−8) ≥< −3, −1,10 > 

𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =< 3 − 5,4 − 4,5 − (−8) ≥< −2,0,13 > 

‖𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = √9 + 1 + 100 = √110 

‖𝐶𝐵‖ = √4 + 0 + 169 = √173 

𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (−3)(−2) + (−1)(0) + (10)(13) = 6 + 0 + 130 = 136 

 

𝜃𝐶 = 𝑐𝑜𝑠−1 (
136

√110√173
) = 𝑐𝑜𝑠−1(0.9858) = 𝟗. 𝟔𝟒° 

 

La suma de los ángulos internos de un triángulo es igual a 180o 

 

𝜃𝐴 + 𝜃𝐵 + 𝜃𝑐 = 180° 

38.36° + 31.98° + 9.64° = 𝟏𝟕𝟗. 𝟗𝟖° ≈ 𝟏𝟖𝟎° 

 

Por último, se calcula el perímetro del triángulo: 

 

𝑃 = ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ + ‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ + ‖𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ 

𝑃 = √11 + √110 + √173 = 𝟐𝟔. 𝟗𝟓 𝒖 
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Proyecciones: 

La proyección de �⃗⃗⃗� sobre �⃗⃗⃗�, que se expresa como 𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗�, viene dada por: 

              

                  

                             

  

      

                                                                                 

𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� = (
�⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗�

‖�⃗⃗⃗�‖
𝟐

) �⃗⃗⃗� 

 

Para determinar el vector proyección (vector verde de la gráfica anterior) se calcula 
primero su magnitud, en el caso de la gráfica, desea calcular el cateto adyacente 
del triángulo rectángulo: 

cos 𝜃 =
𝑐𝑎

ℎ
             cos 𝜃 =

||𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗⃗� 𝐴||

||𝐴||
      ∴        ||𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗⃗� 𝐴|| = ||𝐴|| cos 𝜃 

 

Sabemos que: 

 

cos 𝜃 =
𝐴 ∙ �⃗⃗�

||𝐴|| ||�⃗⃗�||
 

Sustituyendo: 

||𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗⃗� 𝐴|| = ||𝐴|| cos 𝜃 = ||𝐴|| (
𝐴 ∙ �⃗⃗�

||𝐴|| ||�⃗⃗�||
) =

𝐴 ∙ �⃗⃗�

||�⃗⃗�||
 

‖�⃗⃗⃗�‖ 

�⃗⃗⃗� 

𝜽 
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Teniendo la magnitud del vector 𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗⃗� 𝐴, la multiplicamos por el vector unitario en 

dirección de �⃗⃗�, lo cual nos dará el vector proyección deseado: 

 

𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� =
𝐴 ∙ �⃗⃗�

||�⃗⃗�||
(

�⃗⃗�

||�⃗⃗�||
) = (

�⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗�

‖�⃗⃗⃗�‖
𝟐

) �⃗⃗⃗� 

                                                                                          Dirección 

              Magnitud 

La magnitud de la proyección es: 

 

‖𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗�‖ = |
�⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗�

‖�⃗⃗⃗�‖
| 

 

Se agrega valor absoluto ya que es una magnitud de longitud y no puede ser 
negativa. 

 

Componente ortogonal: 

 

       

                                                      𝑪𝒐𝒎𝒑 𝑶𝒓𝒕�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� = �⃗⃗⃗� − 𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� 

 

 

EJEMPLO 3 

Calcular 𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗�    y    𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗�   para   �⃗⃗⃗� =< 𝟑, 𝟐 >     𝒀      �⃗⃗⃗� =< 𝟏, 𝟔, > 

 

‖�⃗⃗⃗�‖ 

𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� 

5
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Solución: 

𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� = (
�⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗�

‖�⃗⃗⃗�‖
𝟐

) �⃗⃗⃗� 

 

𝐴 ∙ �⃗⃗� = (3)(1) + (2)(6) = 3 + 12 = 15 

‖�⃗⃗�‖ = √1 + 36 = √37 

   

𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗⃗� 𝐴 = (
15

(√37)
2) < 1, 6 > 

 

𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� =<
𝟏𝟓

𝟑𝟕
,
𝟗𝟎

𝟑𝟕
> 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� 
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𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� = (
�⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗�

‖�⃗⃗⃗�‖
𝟐

) �⃗⃗⃗� 

 

�⃗⃗� ∙ 𝐴 = 15 

�⃗⃗⃗� =< 𝟑, 𝟐 > 

‖𝐴‖ = √9 + 4 = √13 

 

𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗� �⃗⃗� = (
15

(√13)
2) < 3,2 > 

 

𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� =<
𝟒𝟓

𝟏𝟑
,
𝟑𝟎

𝟏𝟑
> 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� 
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𝑪𝒐𝒎𝒑 𝑶𝒓𝒕�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� = �⃗⃗⃗� − 𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� 

𝐶𝑜𝑚𝑝 𝑂𝑟𝑡�⃗⃗� 𝐴 =< 3, 2 > −<
15

37
,
90

37
> 

𝐶𝑜𝑚𝑝 𝑂𝑟𝑡�⃗⃗� 𝐴 = 〈
𝟗𝟔

𝟑𝟕
, −

𝟏𝟔

𝟑𝟕
〉 

 

 

𝑪𝒐𝒎𝒑 𝑶𝒓𝒕�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� = �⃗⃗⃗� − 𝑷𝒓𝒐𝒚𝑨 �⃗⃗⃗� 

𝐶𝑜𝑚𝑝 𝑂𝑟𝑡�⃗� �⃗⃗� =< 1,6, > −<
45

13
,
30

13
> 

𝐶𝑜𝑚𝑝 𝑂𝑟𝑡�⃗� �⃗⃗� = 〈−
𝟑𝟐

𝟏𝟑
,
𝟒𝟖

𝟏𝟑
〉 

 

 

 

EJEMPLO 4 

Calcular 𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗�    y    𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗�   para   �⃗⃗⃗� =< 𝟑, 𝟐, 𝟓 >     𝒚      �⃗⃗⃗� =< 𝟏, 𝟔, −𝟒 > 

Solución: 

𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� = (
�⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗�

‖�⃗⃗⃗�‖
𝟐

) �⃗⃗⃗� 

𝐴 ∙ �⃗⃗� = (3)(1) + (2)(6) + (5)(−4) = 3 + 12 − 20 = −5 

‖�⃗⃗�‖
2

= 1 + 36 + 16 = 53 

𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� 

𝑪𝒐𝒎𝒑 𝑶𝒓𝒕�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� 

𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� 

𝑪𝒐𝒎𝒑 𝑶𝒓𝒕�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� 
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𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗⃗� 𝐴 = (
−5

53
) < 1,6, −4 > 

𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� =< −
𝟓

𝟓𝟑
, −

𝟑𝟎

𝟓𝟑
,
𝟐𝟎

𝟓𝟑
> 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� = (
�⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗�

‖�⃗⃗⃗�‖
𝟐

) �⃗⃗⃗� 

�⃗⃗� ∙ 𝐴 = −5 

‖𝐴‖
2

= 9 + 4 + 25 = 38 

𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗� �⃗⃗� = (
−5

38
) < 3,2,5 > 

𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� =< −
𝟏𝟓

𝟑𝟖
, −

𝟏𝟎

𝟑𝟖
, −

𝟐𝟓

𝟑𝟖
> 
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𝑪𝒐𝒎𝒑 𝑶𝒓𝒕�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� = �⃗⃗⃗� − 𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� 

𝐶𝑜𝑚𝑝 𝑂𝑟𝑡�⃗⃗� 𝐴 =< 3, 2,5 > −< −
5

53
, −

30

53
,
20

53
> 

𝐶𝑜𝑚𝑝 𝑂𝑟𝑡�⃗⃗� 𝐴 =<
𝟏𝟔𝟒

𝟓𝟑
,
𝟏𝟑𝟔

𝟓𝟑
,
𝟐𝟒𝟓

𝟓𝟑
> 

 

 

 

𝑪𝒐𝒎𝒑 𝑶𝒓𝒕�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� = �⃗⃗⃗� − 𝑷𝒓𝒐𝒚𝑨 �⃗⃗⃗� 

𝑪𝒐𝒎𝒑 𝑶𝒓𝒕�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� =< 1,6, −4 > −< −
15

38
, −

10

38
, −

25

38
> 

𝑪𝒐𝒎𝒑 𝑶𝒓𝒕�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� =<
𝟓𝟑

𝟑𝟖
,
𝟐𝟑𝟖

𝟑𝟖
, −

𝟏𝟐𝟕

𝟑𝟖
> 

 

 

Trabajo 

El trabajo efectuado al mover un objeto una distancia “𝑑” aplicando una fuerza �⃗� 
viene dado por:  

𝑾 = �⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗� 

𝑾 = ‖�⃗⃗⃗�‖‖�⃗⃗⃗�‖𝑪𝒐𝒔𝜽 

 

 

Componente en x de �⃗� 

�⃗⃗⃗� 

�⃗⃗⃗� 
𝜃 

2
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Como la fuerza debe ser en la misma dirección del movimiento, entonces se 
considera la componente en x de la fuerza.  

𝑾 = (𝑭𝒖𝒆𝒓𝒛𝒂)(𝒅𝒊𝒔𝒕𝒂𝒏𝒄𝒊𝒂) 

La componente en x de la fuerza es la magnitud de la proyección de �⃗⃗⃗�  sobre �⃗⃗⃗�: 

𝐶𝑜𝑠 𝜃 =
𝑐𝑎

ℎ
 

𝐶𝑜𝑠 𝜃 =
𝐹𝑥

‖�⃗�‖
     ∴       𝐹𝑥 = ‖�⃗�‖𝐶𝑜𝑠 𝜃 

  

𝑊 = (𝐹𝑥)(‖𝑑‖) = (‖�⃗�‖𝐶𝑜𝑠 𝜃)(‖𝑑‖) = ‖�⃗�‖‖𝑑‖𝐶𝑜𝑠 𝜃 

𝑾 = ‖�⃗⃗⃗�‖‖�⃗⃗⃗�‖𝑪𝒐𝒔 𝜽 

𝑾 = �⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗� 

 

De lo anterior podemos observar que: 

• 𝑆𝑖 𝑊 > 0, 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑐𝑒𝑠  0° < 𝜃 < 90°    
 

 

Sentidos similares 

 

 

 

• 𝑆𝑖 𝑊 = 0, 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑐𝑒𝑠  𝜃 = 90°    
 

 

2
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• 𝑆𝑖 𝑊 < 0, 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑐𝑒𝑠  0° < 𝜃 < 90°    

 

          Sentidos opuestos 

 

 

EJEMPLO 5 

Un carro de mandado se empuja ejerciendo una fuerza de 34 libras sobre una 
manivela que forma un ángulo de 30 grados con la horizontal (ver fig.) Calcular el 
trabajo realizado al jalar el carro 45 pies. 

 

 

 

 

 

 

Solución: 

𝑊 = ‖�⃗�‖‖𝑑‖𝐶𝑜𝑠𝜃 

𝑊 = (34𝑙𝑏)(45𝑝𝑖𝑒𝑠)𝐶𝑜𝑠30° = 𝟏𝟑𝟐𝟓. 𝟎𝟐𝒍𝒃 ∙ 𝒑𝒊𝒆𝒔 

 

EJEMPLO 6 

Calcular el trabajo realizado al mover un objeto en la dirección de 𝑃(1, −5,4) a 

𝑄(1,1,3) aplicando una fuerza constante �⃗� = 9𝑖̂ − 2𝑗̂ + 5�̂� 

Esta foto de Autor desconocido 
está bajo licencia CC BY-NC-
ND 

𝑭 = 𝟑𝟒 𝒍𝒃 

𝒅 = 𝟒𝟓 𝒑𝒊𝒆𝒔 

2

3

https://conadeanimacion.upv.es/archivos/6185
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/
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Solución: 

𝑾 = �⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗� 

𝑑 = 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =< 1 − 1,1 − (−5), −3 − 4 > 

𝑑 = 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =< 0, 6, −7 > 

�⃗� = 9𝑖̂ − 2𝑗̂ + 5�̂� 

𝑊 = �⃗� ∙ 𝑑 = (9)(0) + (−2)(6) + (5)(−7) 

𝑊 = 0 − 12 − 35 

𝑾 = −𝟒𝟕 

De otra forma: 

𝑾 = ‖�⃗⃗⃗�‖‖�⃗⃗⃗�‖𝑪𝒐𝒔𝜽 

 

‖�⃗�‖ = √81 + 4 + 25 = √110 

 

‖𝑑‖ = √0 + 36 + 49 = √85 

𝐶𝑜𝑠 𝜃 =
�⃗� ∙ 𝑑

‖�⃗�‖‖𝑑‖
      

 

𝐶𝑜𝑠 𝜃 =
(0)(9) + (6)(−2) + (−7)(5)

√110√85
  

 

𝐶𝑜𝑠 𝜃 =
0 − 12 − 35

√110√85
=

−47

√110√85
= −0.4860 
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𝑊 = ‖�⃗�‖‖𝑑‖𝐶𝑜𝑠𝜃 

𝑊 = √110√85(−0.4860) 

𝑾 = −𝟒𝟕 

Cosenos directores: 

 

 

 

 

 

 

 

𝐶𝑜𝑠 𝛼 =
𝑖̂ ∙ �⃗�

‖𝑖̂‖‖�⃗�‖
=

< 1,0,0 >∙< 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 >

(1)‖�⃗�‖
=

𝑣𝑥

‖�⃗�‖
 

 

𝑪𝒐𝒔 𝜶 =
𝒗𝒙

‖�⃗⃗⃗�‖
 

 

𝐶𝑜𝑠 𝛽 =
𝑗̂ ∙ �⃗�

‖𝑗̂‖‖�⃗�‖
=

< 0,1,0 >∙< 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 , 𝑣𝑧 >

‖�⃗�‖
=

𝑣𝑦

‖�⃗�‖
 

 

𝑪𝒐𝒔 𝜷 =
𝒗𝒚

‖�⃗⃗⃗�‖
 

 

�̂� 

�̂� 

𝒋 ̂

𝜶 

𝜷 

𝜸 
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𝐶𝑜𝑠 𝛾 =
�̂� ∙ �⃗�

‖�̂�‖‖�⃗�‖
=

< 0,0,1 >∙< 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 >

‖�⃗�‖
=

𝑣𝑧

‖�⃗�‖
 

𝑪𝒐𝒔 𝜸 =
𝒗𝒛

‖�⃗⃗⃗�‖
 

𝑪𝒐𝒔𝟐𝜶 + 𝑪𝒐𝒔𝟐𝜷 + 𝑪𝒐𝒔𝟐𝜸 = 𝟏 

 

Verificando: 

(
𝑣𝑥

‖�⃗�‖
)

2

+ (
𝑣𝑦

‖�⃗�‖
)

2

+ (
𝑣𝑧

‖�⃗�‖
)

2

= 1 

 

𝑣𝑥
2

‖�⃗�‖2
+

𝑣𝑦
2

‖�⃗�‖2
+

𝑣𝑧
2

‖�⃗�‖2
= 1 

𝑣𝑥
2 + 𝑣𝑦

2 + 𝑣𝑧
2

‖�⃗�‖2
= 1 

‖�⃗�‖2

‖�⃗�‖2
= 1 

1 = 1 

 

EJEMPLO 7 

Calcular los ángulos directores del vector �⃗⃗⃗� = 9𝑖̂ − 2𝑗̂ + 5�̂� 

Solución: 

 

𝐶𝑜𝑠 𝛼 =
𝑚𝑥

‖�⃗⃗⃗�‖
=

9

√81 + 4 + 25
=

9

√110
     ∴         𝛼 = 𝑐𝑜𝑠−1 (

9

√110
) = 𝟑𝟎. 𝟖𝟗° 

 

2
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𝐶𝑜𝑠 𝛽 =
𝑚𝑦

‖�⃗⃗⃗�‖
=

−2

√81 + 4 + 25
=

−2

√110
     ∴         𝛽 = 𝑐𝑜𝑠−1 (

−2

√110
) = 𝟏𝟎𝟎. 𝟗𝟗° 

𝐶𝑜𝑠 𝛾 =
𝑚𝑧

‖�⃗⃗⃗�‖
=

5

√81+4+25
=

5

√110
     ∴         𝛾 = 𝑐𝑜𝑠−1 (

5

√110
) = 𝟔𝟏. 𝟓𝟑° 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Identidad: 

𝑪𝒐𝒔𝟐𝜶 + 𝑪𝒐𝒔𝟐𝜷 + 𝑪𝒐𝒔𝟐𝜸 = 𝟏 

 

(
9

√110
)

2

+ (
−2

√110
)

2

+ (
5

√110
)

2

= 1 

 

81

110
+

4

110
+

25

110
=

110

110
= 1 

 

Ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta en el espacio 

Para deducir las ecuaciones paramétricas de una recta se debe conocer un punto 
sobre la recta y un vector paralelo a ella ya que eso la hace única. 

𝜶 = 𝟑𝟎. 𝟖𝟗° 

𝜷 = 𝟏𝟎𝟎. 𝟗𝟗° 

𝜸 = 𝟔𝟏. 𝟓𝟑° 

1

1
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En la siguiente gráfica se muestra la recta de la cual se quiere conocer las 
ecuaciones que la representen, también se muestra el punto sobre la recta, el vector 
paralelo y la función vectorial que nos ayudará a determinar las ecuaciones: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dado que la recta es paralela a �⃗� y el vector 𝑷𝒐𝒑⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ está sobre la recta, entonces  𝑷𝒐𝑷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗   
y  �⃗� son paralelos y, por lo tanto, son múltiplos escalares entre sí: 

𝑃𝑜𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑡�⃗� 

< 𝑥, 𝑦, 𝑧 > −< 𝑥𝑜 , 𝑦𝑜 , 𝑧𝑜 > = 𝑡 < 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 

< 𝑥 − 𝑥𝑜 , 𝑦 − 𝑦𝑜 , 𝑧 − 𝑧𝑜 ≥ < 𝑎𝑡, 𝑏𝑡, 𝑐𝑡 > 

𝑥 − 𝑥𝑜  =  𝑎𝑡 ,    𝑦 − 𝑦𝑜 = 𝑏𝑡       𝑦      𝑧 − 𝑧𝑜 = 𝑐𝑡       

Finalmente, las ecuaciones paramétricas de la recta vienen dadas por: 

𝒙 = 𝒙𝒐 +  𝒂𝒕 

𝒚 = 𝒚𝒐 +  𝒃𝒕 

𝒛 = 𝒛𝒐 +  𝒄𝒕 

Si de las ecuaciones paramétricas se despeja 𝑡, se tiene: 

𝑥 = 𝑥𝑜 +  𝑎𝑡       →       𝑡 =
𝑥 − 𝑥𝑜

𝑎
 

𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑃𝑜(𝑥𝑜 , 𝑦𝑜, 𝑧𝑜) 

𝑷𝒐𝑷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ 

𝑅𝑒𝑐𝑡𝑎 𝐿 

�⃗� =< 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 

𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

2

7

7
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𝑦 = 𝑦𝑜 +  𝑏𝑡       →       𝑡 =
𝑦 − 𝑦𝑜

𝑏
 

𝑧 = 𝑧𝑜 +  𝑐𝑡       →       𝑡 =
𝑧 − 𝑧𝑜

𝑐
 

Igualando las tres ecuaciones se tiene lo que se conoce como Ecuaciones 
Simétricas de la Recta: 

𝐱 − 𝐱𝐨

𝐚
=

𝐲 − 𝐲𝐨

𝐛
=

𝐳 − 𝐳𝐨

𝐜
 

De lo anterior, se tiene: 

• Sea 𝑃𝑜(𝑥𝑜 , 𝑦𝑜 , 𝑧𝑜) un punto perteneciente a la recta L y  �⃗�  = < 𝑎, 𝑏, 𝑐 > un 

vector paralelo a la recta, entonces las ecuaciones paramétricas de la recta 

vienen dadas por: 

 

 

 

 

 

 

• Sea 𝑃𝑜(𝑥𝑜 , 𝑦𝑜 , 𝑧𝑜) un punto perteneciente a la recta L y  �⃗�  = < 𝑎, 𝑏, 𝑐 > un 

vector paralelo a la recta, entonces las ecuaciones simétricas de la recta 

vienen dadas por: 

 

𝐱 − 𝐱𝐨

𝐚
=

𝐲 − 𝐲𝐨

𝐛
=

𝐳 − 𝐳𝐨

𝐜
 

Las gráficas que se presentan en los siguientes ejercicios se realizan en CalcPlot3D, 
ver ANEXO A  

 

EJEMPLO 8 

Determinar las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que pasa por 

(0, 0,0)y es paralela a �⃗� = 〈−2,
5

2
, 1〉  

𝑃𝑜(𝑥𝑜 , 𝑦𝑜, 𝑧𝑜) 

�⃗� =< 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 

 
𝒙 = 𝒙𝒐 +  𝒂𝒕 

𝒚 = 𝒚𝒐 +  𝒃𝒕 

𝒛 = 𝒛𝒐 +  𝒄𝒕 

 

5

5

8

8

25

31

31
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Solución: 

(0, 0,0) = 𝑃𝑜(𝑥𝑜 , 𝑦𝑜 , 𝑧𝑜)     𝑦      �⃗� = 〈−2,
5

2
, 1〉 =< 𝑎, 𝑏, 𝑐 >  

Ecuaciones Paramétricas 

𝑥 = 𝑥𝑜 +  𝑎𝑡          𝑥 = 0 − 2𝑡           𝒙 = −𝟐𝒕        

𝑦 = 𝑦𝑜 +  𝑏𝑡           𝑦 = 0 +
5

2
𝑡           𝒚 =

𝟓

𝟐
𝒕      

𝑧 = 𝑧𝑜 +  𝑐𝑡          𝑧 = 0 + 1𝑡            𝒛 = 𝒕      

Ecuaciones Simétricas 

x − xo

a
=

y − yo

b
=

z − zo

c
 

x − 0

−2
=

y − 0

5
2

=
z − 0

1
 

−
𝐱

𝟐
=

𝐲

𝟓
𝟐

= 𝐳 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 9 

Determinar las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que pasa por 

(−3, 0, 2)y es paralela a �⃗� = 6𝑗̂ + 3�̂�  

𝐿:  
𝑥 = −2𝑡 

𝑦 =
5

2
𝑡 

𝑧 = 𝑡 

𝑃𝑜(0, 0, 0)       

�⃗� = 〈−2,
5

2
, 1〉       

5
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Solución: 

(−3, 0, 2) = 𝑃𝑜(𝑥𝑜 , 𝑦𝑜 , 𝑧𝑜)     𝑦      �⃗� = 〈0, 6, 3〉 =< 𝑎, 𝑏, 𝑐 >  

Ecuaciones paramétricas 

𝑥 = 𝑥𝑜 +  𝑎𝑡         𝑥 = −3 + 0𝑡         𝒙 = −𝟑        

𝑦 = 𝑦𝑜 +  𝑏𝑡           𝑦 = 0 + 6𝑡           𝒚 = 𝟔𝒕      

𝑧 = 𝑧𝑜 +  𝑐𝑡          𝑧 = 2 + 3𝑡            𝒛 = 𝟐 + 𝟑𝒕      

 

Ecuaciones Simétricas 

x − xo

a
=

y − yo

b
=

z − zo

c
 

x − (−3)

0
=

y − 0

6
=

z − 2

3
 

𝐱 + 𝟑

𝟎
=

𝐲

𝟔
=

𝐳 − 𝟐

𝟑
   𝑵𝒐 𝒆𝒙𝒊𝒔𝒕𝒆𝒏 𝒍𝒂𝒔 𝒆𝒄𝒔. 𝒔𝒊𝒎é𝒕𝒓𝒊𝒄𝒂𝒔 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 10 

𝐿:  

𝑥 = −3 

𝑦 = 6𝑡 

𝑧 = 6 + 3𝑡 

      

𝑃𝑜(−3, 0, 6)       

�⃗� = 6𝑗̂ + 3�̂�       
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Determinar las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que pasa por 

(−3, 5, 4)y es paralela a la recta  
𝑥−1

3
=

𝑦+1

−2
= 𝑧 − 3 

Solución: 

De las ecuaciones simétricas de la recta conocida se puede obtener la siguiente 
información: 

 

 

 

 

x − xo

a
=

y − yo

b
=

z − zo

c
 

𝑥 − 1

3
=

𝑦 + 1

−2
= 𝑧 − 3 

𝑥 − 1

3
=

𝑦 − (−1)

−2
=

𝑧 − 3

1
 

�⃗� =< 3, −2, 1 >   

Por lo tanto, se puede conocer un punto sobre la recta conocida y un vector paralelo 
a ésta: 

(1, −1, 3) = 𝑃𝑜(𝑥𝑜 , 𝑦𝑜 , 𝑧𝑜)     𝑦      �⃗� = 〈3, −2, 1〉 =< 𝑎, 𝑏, 𝑐 >  

 

      

 

 

 

 

 

𝐸𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑃𝑎𝑟𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎𝑠  

𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎     

   

�⃗� =< 3, −2, 1 >      

𝑃0 = (−3,5, 4)      

 
𝑃(1, −1,3)      �⃗� =< 3, −2,1 > 

𝑥 = 𝑥𝑜 +  𝑎𝑡         𝑥 = 1 + 3𝑡       

𝑦 = 𝑦𝑜 +  𝑏𝑡           𝑦 = −1 − 2𝑡  

𝑧 = 𝑧𝑜 +  𝑐𝑡          𝑧 = 3 + 𝑡          

 

 

1

2

6

15
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Como  �⃗�  || 𝑅𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎      𝑦     𝑅𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎 ||𝑅𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑜𝑐𝑒𝑟, 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 

 �⃗�  || 𝑅𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑜𝑐𝑒𝑟. 𝑃𝑜𝑟 𝑙𝑜 𝑡𝑎𝑛𝑡𝑜, 𝑙𝑜𝑠 𝑑𝑎𝑡𝑜𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑠𝑒 𝑟𝑒𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟𝑒𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑒𝑛𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟 𝑙𝑎𝑠  

𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎𝑠  𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑠𝑜𝑛:  

(−3, 5, 4) = 𝑃𝑜(𝑥𝑜 , 𝑦𝑜 , 𝑧𝑜)     𝑦      �⃗� = 〈3, −2, 1〉 =< 𝑎, 𝑏, 𝑐 >  

Ecuaciones paramétricas: 

𝑥 = 𝑥𝑜 +  𝑎𝑡         𝒙 = −𝟑 + 𝟑𝒕            

𝑦 = 𝑦𝑜 +  𝑏𝑡           𝒚 = 𝟓 − 𝟐𝒕             

𝑧 = 𝑧𝑜 +  𝑐𝑡          𝒛 = 𝟒 + 𝒕          

 

Ecuaciones Simétricas: 

x − xo

a
=

y − yo

b
=

z − zo

c
 

x − (−3)

3
=

y − 5

−2
=

z − 4

1
 

𝐱 + 𝟑

𝟑
=

𝐲 − 𝟓

−𝟐
= 𝐳 − 𝟒 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐿:  

𝑥 = −3 + 3𝑡 

𝑦 = 5 − 2𝑡 

𝑧 = 4 + 𝑡 

      

𝑃𝑜(−3, 5, 4)       

�⃗� =< 3, + − 2, 1 >      
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EJEMPLO 11 

Determinar las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que pasa por los 
puntos (0, 4, 3) y (−1, 2, 5) 

Solución:    

Como se necesita un punto sobre la recta (seleccionamos cualquiera de los dos 
puntos) y un vector paralelo a la recta, por lo tanto, se calcula el vector que va del 
punto 𝐴(0, 4, 3) al punto B(−1, 2, 5) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 〈−1 − 0, 2 − 4,5 − 3〉 = 〈−1, −2,2〉 = 〈𝑎, 𝑏, 𝑐〉 = �⃗� 

Como ya se tienen los datos necesarios, procedemos a determinar las ecuaciones: 

𝐴(0,4,3) = 𝑃𝑜(𝑥𝑜 , 𝑦𝑜 , 𝑧𝑜)     𝑦      �⃗� = 〈−1, −2,2〉 =< 𝑎, 𝑏, 𝑐 >  

Ecuaciones Paramétricas: 

𝑥 = 𝑥𝑜 +  𝑎𝑡         𝒙 = −𝒕            

𝑦 = 𝑦𝑜 +  𝑏𝑡           𝒚 = 𝟒 − 𝟐𝒕             

𝑧 = 𝑧𝑜 +  𝑐𝑡          𝒛 = 𝟑 + 𝟐𝒕          

Ecuaciones simétricas: 

x − xo

a
=

y − yo

b
=

z − zo

c
 

x − 0

−1
=

y − 4

−2
=

z − 3

2
 

𝐱

−𝟏
=

𝐲 − 𝟒

−𝟐
=

𝐳 − 𝟑

𝟐
 

 

 

 

 

 

𝐿:  

𝑥 = −𝑡 

𝑦 = 4 − 2𝑡 

𝑧 = 3 + 2𝑡 

𝐴(0, 4, 3)       

�⃗� =< −1, −2, 2 >      

𝐵(−1, 2, 5)       

2

8
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EJEMPLO 12 

Determinar las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que pasa por el 
punto (4, 3, 5)y es paralela al plano xz y al plano yz. 

Solución:  

Como se necesita un punto sobre la recta (ya se tiene) y un vector paralelo a la 
recta, por lo tanto, el vector más simple es: 

 

  

                                                                   �̂� = 〈0,0,1〉 = 〈𝑎, 𝑏, 𝑐〉 = �⃗� 

                                                                                𝑃𝑜(4, 3, 5) 

 

 

 

Ecuaciones paramétricas: 

 

𝑥 = 𝑥𝑜 +  𝑎𝑡         𝒙 = 𝟒            

𝑦 = 𝑦𝑜 +  𝑏𝑡           𝒚 = 𝟑             

𝑧 = 𝑧𝑜 +  𝑐𝑡          𝒛 = 𝟓 + 𝒕          

 

Ecuaciones simétricas: 

 

x − xo

a
=

y − yo

b
=

z − zo

c
 

x − 4

0
=

y − 3

0
=

z − 5

1
 

�⃗� = �̂� 

2

3
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x + 4

𝟎
=

y − 5

𝟎
=

z − 2

1
          

𝑁𝑂 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛 𝑙𝑎𝑠 𝐸𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑆𝑖𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎𝑠 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 13 

Determinar las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que pasa por el 
punto (−6, 0, 8)y es paralela a la recta  𝑥 = 5 − 2𝑡, 𝑦 = −4 + 2𝑡  𝑦  𝑧 = 0. 

Solución:  

De la recta se puede obtener: 

 

 

𝑥 = 5 − 2𝑡 

𝑦 = −4 + 2𝑡   

𝑧 = 0 

�⃗� = 〈−2,2,0〉        𝑃𝑜(−6,0,8) 

𝐿:  

𝑥 = 4 

𝑦 = 3 

𝑧 = 5 + 𝑡 

𝑃𝑜(4, 3, 5)       

�⃗� =< 0, 0, 1 > 

�⃗� =< −2, 2, 0 >      

2

42
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Ecuaciones paramétricas 

𝑥 = 𝑥𝑜 +  𝑎𝑡         𝒙 = −𝟔 − 𝟐𝒕            

𝑦 = 𝑦𝑜 +  𝑏𝑡           𝒚 = 𝟐𝒕             

𝑧 = 𝑧𝑜 +  𝑐𝑡          𝒛 = 𝟖          

 

Ecuaciones simétricas: 

x − xo

a
=

y − yo

b
=

z − zo

c
 

x − (−6)

−2
=

y − 0

2
=

z − 8

0
 

𝑵𝒐 𝒆𝒙𝒊𝒔𝒕𝒆𝒏          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 14 

Determinar si el par de rectas dadas se cortan, y si es así, hallar el punto de 
intersección y el ángulo de intersección: 

a) 𝐿1:    𝑥 = 4 + 3𝑡,   𝑦 = −3 + 𝑡    𝑦   𝑧 = 9 − 2𝑡 

𝐿2:    𝑥 = 5 − 𝑠,   𝑦 = 7 + 3𝑠      𝑦    𝑧 = 1 − 4𝑠 

𝐿:  

𝑥 = −6 − 2𝑡 

𝑦 = 2𝑡 

𝑧 = 8 

𝑃𝑜(−6, 0, 8)       

𝑥 = 5 − 2𝑡 

𝑦 = −4 + 2𝑡  

𝑧 = 0 

2
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b) 𝐿1 :    
𝑥−2

−3
=

𝑦−2

6
= 𝑧 − 3 

𝐿2 :    
𝑥 − 3

2
= 𝑦 + 5 =

𝑧 + 2

4
 

 

Solución: 

a) 𝐿1:    𝑥 = 4 + 3𝑡,   𝑦 = −3 + 𝑡    𝑦   𝑧 = 9 − 2𝑡 

𝐿2:    𝑥 = 5 − 𝑠,   𝑦 = 7 + 3𝑠      𝑦    𝑧 = 1 − 4𝑠 
 

Suponemos que las rectas se cortan en un punto, esto implica que x, y y z son 
iguales para ambas rectas: 

 

4 + 3𝑡 = 5 − 𝑠       →       3𝑡 + 𝑠 = 1 

−3 + 𝑡 = 7 + 3𝑠    →       𝑡 − 3𝑠 = 10   

9 − 2𝑡 = 1 − 4𝑠     →   − 2𝑡 + 4𝑠 = −8 

   

 

Resolvemos: 

3𝑡 + 𝑠 = 1 

𝑡 − 3𝑠 = 10  

 

Resolviendo por eliminación: 

3(3𝑡 + 𝑠 = 1) 

𝑡 − 3𝑠 = 10  

                10𝑡 = 13 

+ 

 Punto común para ambas rectas 
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∴   𝒕 =
𝟏𝟑

𝟏𝟎
 

Sustituimos 𝑡 =
13

10
 en cualquiera de las ecuaciones para obtener el valor de 𝑠: 

3𝑡 + 𝑠 = 1  →    𝑠 = 1 − 3𝑡 = 1 − 3 (
13

10
) = 1 −

39

10
= −

𝟐𝟗

𝟏𝟎
= 𝒔 

Para comprobar si existe solución, se sustituyen los valores encontrados de 𝑡  𝑦 𝑠  
en las ecuaciones dadas, si arroja el mismo punto se puede concluir que las rectas 
se cortan: 

𝐿1:    𝑥 = 4 + 3𝑡,   𝑦 = −3 + 𝑡    𝑦   𝑧 = 9 − 2𝑡 

 𝑡 =
13

10
     →       𝑥 = 4 + 3 (

13

10
) =

𝟕𝟗

𝟏𝟎
,   𝑦 = −3 + (

13

10
) = −

𝟏𝟕

𝟏𝟎
 

    𝑦   𝑧 = 9 − 2 (
13

10
) =

𝟑𝟐

𝟓
 

∴     (
𝟕𝟗

𝟏𝟎
, −

𝟏𝟕

𝟏𝟎
,
𝟑𝟐

𝟓
) 

 

𝐿2:    𝑥 = 5 − 𝑠,   𝑦 = 7 + 3𝑠      𝑦    𝑧 = 1 − 4𝑠 

𝑠 = −
29

10
   →       𝑥 = 5 − (−

29

10
) =

𝟕𝟗

𝟏𝟎
,   𝑦 = 7 + 3 (−

29

10
) = −

𝟏𝟕

𝟏𝟎
     

𝑦   𝑧 = 1 − 4 (−
19

10
) =

𝟒𝟏

𝟓
 

 

∴     (
𝟕𝟗

𝟏𝟎
, −

𝟏𝟕

𝟏𝟎
,
𝟒𝟏

𝟓
) 

 

Como: 

(
𝟕𝟗

𝟏𝟎
, −

𝟏𝟕

𝟏𝟎
,
𝟑𝟐

𝟓
) ≠ (

𝟕𝟗

𝟏𝟎
, −

𝟏𝟕

𝟏𝟎
,
𝟒𝟏

𝟓
) 
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El sistema no tiene solución, por lo tanto, las rectas no se cortan. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑏)  𝐿1 :    
𝑥 − 1

4
=

𝑦 − 2

−3
=

𝑧 + 1

9
 

                     𝐿2 :     
𝑥 + 6

−7
= 𝑦 − 3 =

𝑧 − 1

2
 

 

Se escriben las ecuaciones en su forma paramétrica: 

 

𝐿1:    𝑥 = 1 + 4𝑡 , 𝑦 = 2 − 3𝑡      𝑦       𝑧 = −1 + 9𝑡 

                          𝐿2:    𝑥 = −6 − 7𝑠 ,        𝑦 = 3 + 𝑠      𝑦      𝑧 = 1 + 2𝑠 

 

 

 

 
 Punto común para 
ambas rectas 
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Igualando: 

1 + 4𝑡 = −6 − 7𝑠      →       4𝑡 + 7𝑠 = −7 

2 − 3𝑡 = 3 + 𝑠     →        −3𝑡 − 𝑠 = 1 

−1 + 9𝑡 = 1 + 2𝑠     →       9𝑡 − 2𝑠 = 2 

 

Resolviendo para:   

−3𝑡 − 𝑠 = 1 

9𝑡 − 2𝑠 = 2 

 

3(−3𝑡 − 𝑠 = 1) 

9𝑡 − 2𝑠 = 2 

        −5𝑠 = 5 

 

∴      𝒔 = −𝟏 

 

Sustituyendo 𝑠 = −1 en  −3𝑡 − 𝑠 = 1: 

−3𝑡 − 𝑠 = 1       →        −3𝑡 − (−1) = 1      ∴       𝒕 = 𝟎 

Para determinar si las rectas se cortan sustituimos 𝑡  𝑦 𝑠   en ambas ecuaciones 
paramétricas:  

𝐿1:    𝑥 = 1 + 4𝑡 , 𝑦 = 2 − 3𝑡      𝑦       𝑧 = −1 + 9𝑡 

𝑥 = 1 + 4(0) = 𝟏      𝑦 = 2 − 3(0) = 𝟐      𝑧 = −1 + 9(0) = −𝟏 

∴        (𝟏, 𝟐, −𝟏) 

+ 
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𝐿2:   𝑥 = −6 − 7𝑠 ,        𝑦 = 3 + 𝑠      𝑦      𝑧 = 1 + 2𝑠 

𝑥 = −6 − 7(−1) = 𝟏     𝑦 = 3 + (−1) = 𝟐      𝑧 = 1 + 2(−1) = −𝟏 

∴        (𝟏, 𝟐, −𝟏) 

 

Como (𝟏, 𝟐, −𝟏) = (𝟏, 𝟐, −𝟏)  las rectas se cortan en ese punto. 

 

Dado que si existe intersección entre las rectas ahora hay que calcular el ángulo 
entre dichas rectas: 

𝐿1:    𝑥 = 1 + 4𝑡 , 𝑦 = 2 − 3𝑡      𝑦       𝑧 = −1 + 9𝑡 

𝒗𝟏⃗⃗⃗⃗⃗ =< 𝟒, −𝟑, 𝟗 > 

 

                          𝐿2:    𝑥 = −6 − 7𝑠 ,        𝑦 = 3 + 𝑠      𝑦      𝑧 = 1 + 2𝑠 

𝒗𝟐⃗⃗⃗⃗⃗ =< −𝟕, 𝟏, 𝟐 > 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒗𝟏⃗⃗⃗⃗ ⃗ 

𝒗𝟐⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝐶𝑜𝑠 𝜃 =
𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗  ∙  𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗

‖𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗‖‖𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗‖
 

𝜃 = 𝐶𝑜𝑠 −1 (
𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗  ∙  𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗

‖𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗‖‖𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗‖
) 

𝜃 = 𝐶𝑜𝑠 −1 (
〈4, −3,9〉 ∙ 〈−7,1,2〉

√106√54
) 

𝜃 = 𝐶𝑜𝑠 −1 (
−13

√5724
) = 𝟗𝟗. 𝟖𝟗° 
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1.4 Producto vectorial. Planos en el espacio, ecuación de un plano en 
el espacio, ángulo entre dos planos, cálculo de áreas de 
paralelogramos y triángulos. 

Producto cruz o producto vectorial: 

El producto cruz entre dos vectores se expresa: 

 

𝐴 𝑥 �⃗⃗� = 𝐴 𝑐𝑟𝑢𝑧 𝐵 

Y se obtiene: 

𝐴 𝑥 �⃗⃗� = |

�̂� 𝑗̂ �̂�
𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧

𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧

| 

 

Resolviendo el determinante por menores y cofactores: 

 

𝐴 𝑥 �⃗⃗� = �̂� |
𝑎𝑦 𝑎𝑧

𝑏𝑦 𝑏𝑧
| − 𝑗̂ |

𝑎𝑥 𝑎𝑧

𝑏𝑥 𝑏𝑧
| + �̂� |

𝑎𝑥 𝑎𝑦

𝑏𝑥 𝑏𝑦
| 

 

𝐴 𝑥 �⃗⃗� = (𝑎𝑦𝑏𝑧 − 𝑎𝑧𝑏𝑦)�̂� − (𝑎𝑥𝑏𝑧 − 𝑎𝑧𝑏𝑥)𝑗̂ + (𝑎𝑥𝑏𝑦 − 𝑎𝑦𝑏𝑥)�̂� 

 

EJEMPLO 1 

Calcular  𝐴 𝑥 �⃗⃗�   y   �⃗⃗� 𝑥 𝐴  si: 

𝐴 = 6𝑖̂ − 8𝑗̂ + �̂�      𝑦       �⃗⃗� = −5𝑖̂ + 10𝑗̂ − 4�̂� 

 

4

6

30

46
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Solución: 

𝐴 𝑥 �⃗⃗� = |

𝑖̂ 𝑗̂ �̂�
𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧

𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧

| = |
𝑖̂ 𝑗̂ �̂�
6 −8 1

−5 10 −4

| 

 

𝐴 𝑥 �⃗⃗� = ((−8)(−4) − (10)(1))𝑖̂ − ((6)(−4) − (−5)(1))𝑗̂ + ((6)(10) − (−5)(−8))�̂� 

𝐴 𝑥 �⃗⃗� = (32 − 10)𝑖̂ − (−24 + 5)𝑗̂ + (60 − 40)�̂� 

�⃗⃗⃗� 𝒙 �⃗⃗⃗� = 𝟐𝟐�̂� + 𝟏𝟗𝒋̂ + 𝟐𝟎�̂� 

 

Comprobando en GeoGebra el resultado del producto vectorial (Ver Anexo A): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4
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�⃗⃗� 𝑥 𝐴 = |
𝑖̂ 𝑗̂ �̂�

𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧

𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧

| = |
𝑖̂ 𝑗̂ �̂�

−5 10 −4
6 −8 1

| 

 

�⃗⃗� 𝑥 𝐴 = ((10)(1) − (−8)(−4))𝑖̂ − ((−5)(1) − (6)(−4))𝑗̂ + ((−5)(−8) − (6)(10))�̂� 

�⃗⃗� 𝑥 𝐴 = (10 − 32)𝑖̂ − (−5 + 24)𝑗̂ + (40 − 60)�̂� 

�⃗⃗⃗� 𝒙 �⃗⃗⃗� = −𝟐𝟐�̂� − 𝟏𝟗𝒋̂ − 𝟐𝟎�̂� 

 

Comprobando en GeoGebra el resultado del producto vectorial: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Se observa que: 

�⃗⃗⃗� 𝒙 �⃗⃗⃗�   𝒆𝒔 𝒐𝒓𝒕𝒐𝒈𝒐𝒏𝒂𝒍 𝒂 �⃗⃗⃗�    𝒚       �⃗⃗⃗� 𝒙 �⃗⃗⃗�    𝒆𝒔 𝒐𝒓𝒕𝒐𝒈𝒐𝒏𝒂𝒍 𝒂   �⃗⃗⃗� 
66
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Por lo tanto, se debe cumplir que: 

(�⃗⃗⃗� 𝒙 �⃗⃗⃗�) ∙ �⃗⃗⃗�  = 𝟎          𝒚        (�⃗⃗⃗� 𝒙 �⃗⃗⃗�) ∙ �⃗⃗⃗�  = 𝟎 

 

(�⃗⃗⃗� 𝒙 �⃗⃗⃗�) ∙ �⃗⃗⃗�  = 𝟎           

(22)(6) + (19)(−8) + (20)(1) = 0 

132 − 152 + 20 = 0     →       0 = 0      ∴   𝑆𝑜𝑛 𝑜𝑟𝑡𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙𝑒𝑠 

(�⃗⃗⃗� 𝒙 �⃗⃗⃗�) ∙ �⃗⃗⃗�  = 𝟎           

(−22)(−5) + (−19)(10) + (−20)(−4) = 0 

110 − 190 + 80 = 𝟎     →       𝟎 = 𝟎      ∴   𝑺𝒐𝒏 𝒐𝒓𝒕𝒐𝒈𝒐𝒏𝒂𝒍𝒆𝒔 

 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 2 

Calcular  𝐴 𝑥 �⃗⃗�   y   �⃗⃗� 𝑥 𝐴  si: 

𝐴 = 2𝑖̂ − 4𝑗̂ + 3�̂�      𝑦       �⃗⃗� = −4𝑖̂ + 8𝑗̂ − 6�̂� 

 

�⃗⃗⃗� 

�⃗⃗⃗� 

𝑨 ⃗⃗⃗⃗ 𝒙 �⃗⃗⃗� 

𝑩 ⃗⃗ ⃗⃗ 𝒙 �⃗⃗⃗� 
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Solución: 

𝐴 𝑥 �⃗⃗� = |

𝑖̂ 𝑗̂ �̂�
𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧

𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧

| = |
𝑖̂ 𝑗̂ �̂�
2 −4 3

−4 8 −6

| 

 

𝐴 𝑥 �⃗⃗� = (24 − 24)𝑖̂ − (−12 + 12)𝑗̂ + (16 − 16)�̂� 

�⃗⃗⃗� 𝒙 �⃗⃗⃗� = 𝟎�̂� + 𝟎𝒋̂ + 𝟎�̂� 

�⃗⃗� 𝑥 𝐴 = |

𝑖̂ 𝑗̂ �̂�
𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧

𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧

| = |
𝑖̂ 𝑗̂ �̂�

−4 8 −6
2 −4 3

| 

�⃗⃗� 𝑥 𝐴 = (24 − 24)𝑖̂ − (−12 + 12)𝑗̂ + (16 − 16)�̂� 

�⃗⃗⃗� 𝒙 �⃗⃗⃗� = 𝟎�̂� + 𝟎𝒋̂ + 𝟎�̂� 

 

En el ejercicio anterior el vector 𝐴  es múltiplo escalar del vector  �⃗⃗�   y se observa 
que el producto cruz es cero. Por lo tanto, se puede enunciar lo siguiente: 

 

“Dos vectores son paralelos si y sólo si el producto cruz es cero” 

𝐴||�⃗⃗�      ↔    𝐴 𝑥 �⃗⃗� = 0⃗⃗  

“Dos vectores son paralelos si y sólo uno es múltiplo escalar del otro” 

𝐴||�⃗⃗�      ↔    𝐴  = 𝑘 �⃗⃗�  

Propiedades: 

1. 𝐴 𝑥 �⃗⃗� = −(�⃗⃗� 𝑥 𝐴) 

2. 𝐴 𝑥( �⃗⃗� + 𝐶) = 𝐴𝑥�⃗⃗� + 𝐴𝑥𝐶 

3. 𝑐(𝐴 𝑥 �⃗⃗�) = (𝑐𝐴 )𝑥 �⃗⃗� = 𝐴 𝑥 (𝑐�⃗⃗�) 

4. 𝐴 𝑥 0⃗⃗ =  0⃗⃗ 𝑥 𝐴  =  0⃗⃗ 

2

17

17

27
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5. 𝐴 𝑥 𝐴 =  0⃗⃗ 

6. 𝐴   ∙  (�⃗⃗� 𝑥 𝐶) = (𝐴 𝑥 �⃗⃗�)  ∙  𝐶       (𝑇𝑟𝑖𝑝𝑙𝑒 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑜 𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟) 

 

Propiedades geométricas del producto vectorial: 

1. 𝐴 𝑥 �⃗⃗�   es ortogonal (perpendicular) tanto a 𝐴 como a �⃗⃗�   

 

2. ‖𝐴 𝑥 �⃗⃗�‖ = ‖𝐴 ‖‖�⃗⃗�‖𝑠𝑒𝑛 𝜃 

3. 𝐴 𝑥 �⃗⃗� = 0⃗⃗  sí y sólo sí 𝐴 𝑦 �⃗⃗� son múltiplos escalares uno del otro (esto es, que 

son paralelos). 

 

4. ‖𝐴 𝑥 �⃗⃗�‖ = á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝐴 𝑦 �⃗⃗�  𝑐𝑜𝑚𝑜 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠 𝑎𝑑𝑦𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠. 

 

Aplicaciones del producto cruz o producto vectorial 

Área de un paralelogramo: 

 

 

 

 

 

 

Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚𝑜 =  𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑥 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 

𝑏𝑎𝑠𝑒 = ‖𝐴‖ 

𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 = ‖�⃗⃗�‖𝑠𝑒𝑛 𝜃 

 

Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚𝑜 = (‖𝐴‖)(‖�⃗⃗�‖𝑠𝑒𝑛 𝜃) 

�⃗⃗⃗� 

�⃗⃗⃗� 
𝒉 

𝜽 
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Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚𝑜 = ‖𝐴‖‖�⃗⃗�‖𝑠𝑒𝑛 𝜃 

Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚𝑜 = ‖𝐴 𝑥 �⃗⃗�‖ 

 

Área de un triángulo: 

 

                                                                                   

 

Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝐴𝐵𝐶 =
‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑥 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖

2
 

 

EJEMPLO 3 

Calcular el área del paralelogramo que tiene por lados adyacentes a  

�⃗⃗⃗� =< −1,5,7 >  𝑦   �⃗⃗⃗� =< 3,10, −1 > 

Solución: 

�⃗⃗⃗� 𝑥 �⃗⃗⃗� = |
𝑖̂ 𝑗̂ �̂�

𝑚𝑥 𝑚𝑦 𝑚𝑧

𝑛𝑥 𝑛𝑦 𝑛𝑧

| = |
𝑖̂ 𝑗̂ �̂�

−1 5 7
3 10 −1

| 

 

�⃗⃗⃗� 𝑥 �⃗⃗⃗� = (−5 − 70)𝑖̂ − (1 − 21)𝑗̂ + (−10 − 15)�̂� 

�⃗⃗⃗� 𝑥 �⃗⃗⃗� = −75𝑖̂ + 20𝑗̂ − 25�̂� 

‖�⃗⃗⃗� 𝑥 �⃗⃗⃗�‖ = √5625 + 400 + 625 = √6650 = 81.54 

Á𝒓𝒆𝒂 𝒅𝒆𝒍 𝒑𝒂𝒓𝒂𝒍𝒆𝒍𝒐𝒈𝒓𝒂𝒎𝒐 = 𝟖𝟏. 𝟓𝟒𝒖𝟐 

 

𝑩 𝑨 

𝑪 

1
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EJEMPLO 4 

Calcular el área del triángulo que tiene por vértices a los puntos 𝐴(−3, 5, −4),
𝐵(1, 7, −2)𝑦 𝐶(5, −8, 12) 

Solución: 

 

 

 

 

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =< 1 − (−3), 7 − 5, −2 − (−4) ≥< 4, 2, 2 > 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =< 5 − (−3), −8 − 5, 12 − (−4) ≥< 8, −13,16 > 

 

 

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑥 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = |
𝑖̂ 𝑗̂ �̂�
4 2 2
8 −13 16

| 

 

𝑩 
𝑨 

𝑪 

𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

8
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𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑥 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (32 + 26)𝑖̂ − (64 − 16)𝑗̂ + (−52 − 16)�̂� 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑥 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 58𝑖̂ − 48𝑗̂ − 68�̂� 

‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑥 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = √582 + (−48)2 + (−68)2 = 𝟏𝟎𝟏. 𝟒𝟒 

 

 

𝑃𝑜𝑟 𝑙𝑜 𝑡𝑎𝑛𝑡𝑜, 𝑒𝑙 á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑒𝑠 Á𝑟𝑒𝑎 =
‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑥 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖

2
=

101.44

2
= 𝟓𝟎. 𝟕𝟐𝒖𝟐 

 

Comprobación con la fórmula de Herón (60 a.C): 

Á𝑟𝑒𝑎 = √𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐) 

𝑠 =
𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2
     𝑠𝑒𝑚𝑖𝑝𝑒𝑟í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

 

 

 

 

 

 

𝑠 =
𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2
=

‖𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ‖ + ‖ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗‖ + ‖ 𝐵𝐶⃗⃗ ⃗⃗⃗‖

2
 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =< 1 − (−3), 7 − 5, −2 − (−4) ≥< 4, 2, 2 > 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =< 5 − (−3), −8 − 5, 12 − (−4) ≥< 8, −13,16 > 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =< 5 − 1, −8 − 7, 12 − (−2) ≥< 4, −15,14 > 

𝑩 
𝑨 

𝑪 

𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
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‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = √16 + 4 + 4 = √24 

‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ‖ = √64 + 169 + 256 = √489 

‖𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ‖ = √16 + 225 + 196 = √437 

𝑠 =
‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖ + ‖ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ + ‖ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖

2
 

𝑠 =
√24 + √489 + √437

2
= 𝟐𝟑. 𝟗𝟔 

 

Á𝑟𝑒𝑎 = √𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐) 

 

Á𝑟𝑒𝑎 = √𝑠(𝑠 − ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖)(𝑠 − ‖ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖)(𝑠 − ‖ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖) 

 

Á𝑟𝑒𝑎 = √23.96(23.96 − √24)(23.96 − √489)(23.96 − √437) 

Á𝒓𝒆𝒂 = 𝟓𝟎. 𝟕𝟔 

Momento 𝑴 de una fuerza �⃗⃗⃗�  respecto a un punto 𝑷: 

 

 

 

 

 

 

𝑷𝑸⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

�⃗⃗⃗� 

𝑴 

𝑸 

𝑷 

𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑎𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑄 
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�⃗⃗⃗� = 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑥 �⃗�   

𝑀 = ‖�⃗⃗⃗�‖ = ‖𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑥 �⃗�‖   

𝑀 = ‖𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑥 �⃗�‖ = ‖𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖‖ �⃗�‖𝑠𝑒𝑛𝜃𝑀 

𝜃𝑀 = á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑃𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    𝑦    �⃗� 

 

EJEMPLO 5 

Un joven frena en una bicicleta aplicando una fuerza dirigida hacia bajo de 40 libras 
sobre el pedal cuando la manivela forma un ángulo de 50o con la horizontal. La 
manivela tiene 5 pulgadas de longitud. Calcular el momento respecto a P.  

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solución FORMA 1:  

𝑀 = ‖𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑥 �⃗�‖ = ‖𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖‖ �⃗�‖𝑠𝑒𝑛𝜃𝑀 

𝜃𝑀 = á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑃𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    𝑦    �⃗� 

𝜃𝑀 = 50° + 90° = 140° 
𝜃𝑀 

𝑥 

𝑦 

𝑧 

Esta foto de Autor desconocido está bajo licencia 
CC BY-NC 𝜽 = 𝟓𝟎° 

𝟔 𝒑𝒖𝒍𝒈 

𝑭 = 𝟒𝟎 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂𝒔 

2

22

https://theplaceofgadget.blogspot.com/2014/02/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0/
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𝑀 = ‖𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑥 �⃗�‖ = (
5

12
𝑝𝑖𝑒𝑠) (40𝑙𝑏)𝑠𝑒𝑛140° = 𝟏𝟎. 𝟕𝟏 𝒍𝒃 ∙ 𝒑𝒊𝒆 

 

 

Solución FORMA 2: 

𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =< 𝟎, 𝟎. 𝟐𝟔𝟕𝟖, 𝟎. 𝟑𝟏𝟗𝟐 > 

�⃗� =< 𝟎, 𝟎, −𝟒𝟎 > 

𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑥 �⃗� = |
𝑖̂ 𝑗̂ �̂�
0 0.2678 0.3192
0 0 −40

| 

𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑥 �⃗� = (−10.712 − 0)𝑖̂ − (0 − 0)𝑗̂ + (0 − 0)�̂� 

�⃗⃗⃗� = 𝑃𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 𝑥 �⃗⃗� = −𝟏𝟎. 𝟕𝟏𝟐�̂� 

𝑴 = 𝟏𝟎. 𝟕𝟏𝟐 𝒍𝒃 ∙ 𝒑𝒊𝒆 

 

Ecuación general del plano en el espacio: 

En caso de querer obtener el ángulo a través de fórmula es necesario calcular las 
componentes de los vectores y utilizar la fórmula: 

𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
5

12
< 0, 𝑐𝑜𝑠 50°, 𝑠𝑒𝑛 50° >=< 𝟎, 𝟎. 𝟐𝟔𝟕𝟖, 𝟎. 𝟑𝟏𝟗𝟐 > 

�⃗� =< 𝟎, 𝟎, −𝟒𝟎 > 

𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (
𝑃𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  ∙  �⃗⃗�

‖𝑃𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ‖‖ �⃗⃗�‖
) = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (

0.3192(−40)

(
5

12
) (40)

) = 𝟏𝟒𝟎° 

 

6
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Para deducir la ecuación general de un plano se debe conocer un punto sobre el 
plano y un vector normal (perpendicular) al plano ya que eso la hace único. 

En la siguiente gráfica se muestra el plano del cual se quiere conocer la ecuación 
general que lo represente, también se muestra el punto sobre el plano, el vector 
paralelo y la función vectorial que nos ayudará a determinar la ecuación: 

 

  

  

 

 

 

 

 

 

Como el vector 𝑷𝒐𝑷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ está sobre el plano, por lo tanto, los vectores  𝑷𝒐𝑷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  y �⃗⃗�  son 

ortogonales y se cumple que: 

𝑷𝒐𝑷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  ∙  �⃗⃗⃗�  =  𝟎 

(< 𝑥, 𝑦, 𝑧 > −< 𝑥𝑜 , 𝑦𝑜 , 𝑧𝑜 > )  ∙  < 𝑎, 𝑏, 𝑐 > = 0 

< 𝑥 − 𝑥𝑜 , 𝑦 − 𝑦𝑜 , 𝑧 − 𝑧𝑜 > ∙  < 𝑎, 𝑏, 𝑐 > = 0 

𝒂(𝒙 − 𝒙𝒐) + 𝒃(𝒚 − 𝒚𝒐) + 𝒄(𝒛 − 𝒛𝒐) = 𝟎 

𝑬𝒄𝒖𝒂𝒄𝒊ó𝒏 𝑮𝒆𝒏𝒆𝒓𝒂𝒍 𝒅𝒆𝒍 𝑷𝒍𝒂𝒏𝒐 

 

Efectuando las operaciones y pasando del lado derecho los términos 
independientes, se tiene: 

𝑎𝑥 − 𝑎𝑥𝑜 + 𝑏𝑦 − 𝑏𝑦𝑜 + 𝑐𝑧 − 𝑐𝑧𝑜 = 0 

𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

𝑷𝒐𝑷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ 

𝑃𝑙𝑎𝑛𝑜 
𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑃𝑜(𝑥𝑜 , 𝑦𝑜 , 𝑧𝑜) 

�⃗⃗� =< 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 

1

25

50

59
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𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝑎𝑥𝑜 + 𝑏𝑦𝑜 + 𝑐𝑧𝑜 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 =< 𝑎, 𝑏, 𝑐 > ∙ < 𝑥𝑜 , 𝑦𝑜 , 𝑧𝑜 > 

𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄𝒛 = �⃗⃗⃗�  ∙  𝑷𝒐
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

𝑬𝒄𝒖𝒂𝒄𝒊ó𝒏 𝑮𝒆𝒏𝒆𝒓𝒂𝒍 𝒅𝒆𝒍 𝑷𝒍𝒂𝒏𝒐 

 

Finalmente, se tiene: 

• Sea 𝑃𝑜(𝑥𝑜 , 𝑦𝑜 , 𝑧𝑜) un punto perteneciente al plano y  �⃗⃗�  = < 𝑎, 𝑏, 𝑐 > un 

vector normal (perpendicular) al plano, entonces la ecuación general del 

plano viene dada por: 

 

 
𝒂(𝒙 − 𝒙𝒐) + 𝒃(𝒚 − 𝒚𝒐) + 𝒄(𝒛 − 𝒛𝒐) = 𝟎 

 
O bien,  
 

𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄𝒛 = �⃗⃗⃗�  ∙  𝑷𝒐
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

 

 

En caso de que la ecuación del plano solo contenga una variable el plano será 
paralelo al plano de las 2 variables faltantes, a continuación, se muestran las 
pasibles gráficas: 

• 𝑥 = 𝑎     𝑠𝑒 𝑡𝑟𝑎𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑢𝑛 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜 𝑎 𝑦𝑧: 

 

𝑃𝑜(𝑥𝑜, 𝑦𝑜, 𝑧𝑜) 

�⃗⃗� =< 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 

2

10



102 

 

• 𝑦 = 𝑏     𝑠𝑒 𝑡𝑟𝑎𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑢𝑛 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜 𝑎 𝑥𝑧: 

 

 

• 𝑧 = 𝑐     𝑠𝑒 𝑡𝑟𝑎𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑢𝑛 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜 𝑎 𝑥𝑦: 

 

 

En caso de que la ecuación del plano solo contenga dos variables el plano será 
paralelo al eje de la variable faltante, a continuación, se muestran las pasibles 
gráficas: 

 

• 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑑     𝑠𝑒 𝑡𝑟𝑎𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑢𝑛 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜 𝑎𝑙 𝑒𝑗𝑒 𝑧: 

 

 

35
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• 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝑑     𝑠𝑒 𝑡𝑟𝑎𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑢𝑛 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜 𝑎𝑙 𝑒𝑗𝑒 𝑥: 

 

• 𝑎𝑥 + 𝑐𝑧 = 𝑑     𝑠𝑒 𝑡𝑟𝑎𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑢𝑛 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜 𝑎𝑙 𝑒𝑗𝑒 𝑦: 

 

 

Las gráficas que se presentan en los siguientes ejercicios se realizan en CalcPlot3D, 
ver ANEXO   

 

EJEMPLO 6 

Determinar una ecuación del plano que pasa por el punto (0,2, −3)  y es 

perpendicular a �⃗⃗� = 5�̂� 

Solución:  

Para determinar una ecuación del plano necesitamos un punto en el plano y un 
vector normal (perpendicular) al plano, por lo tanto, ya se tiene los datos necesarios: 

1

1

35
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EJEMPLO 7 

Determinar una ecuación del plano que pasa por el punto (0,0,0) y es perpendicular 

a �⃗⃗� = 〈−3, 0, 2〉 

Solución:  

Para determinar una ecuación del plano se necesita conocer un punto en el plano y 
un vector normal (perpendicular) al plano, por lo tanto, ya se tiene los datos 
necesarios: 

                                                 �⃗⃗� = 〈−3,0,2〉        𝑃𝑜(0,0,0) 

                                                   𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄𝒛 = �⃗⃗⃗�  ∙  𝑷𝒐
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

−3𝑥 + 0𝑦 + 2𝑧 = 〈−3,0,2〉  ∙  〈0,0,0〉 

−𝟑𝒙 + 𝟐𝒛 = 𝟎 

 

 

 

 

 

 

�⃗⃗� = 〈0,0,5〉        𝑃𝑜(0,2, −3) 

𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄𝒛 = �⃗⃗⃗�  ∙  𝑷𝒐
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

0𝑥 + 0𝑦 + 5𝑧 = 〈0,0,5〉  ∙  〈0,2, −3〉 

5𝑧 = 0 + 0 − 15 

𝒛 = −𝟏𝟓 

1

5
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EJEMPLO 8 

Determinar una ecuación del plano que pasa por el punto (3,2,2) y es perpendicular 

a 
𝑥−1

4
= 𝑦 + 2 =

𝑧+3

−3
 

Solución: 

Para determinar una ecuación del plano necesitamos un punto en el plano y un 
vector normal (perpendicular) al plano, por lo tanto, ya se tiene los datos necesarios: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 9 

Determinar una ecuación del plano que pasa por (3, −1,2), (2,1,5)𝑦 (1, −2, −2) 

Solución:  

Para determinar una ecuación del plano necesitamos un punto y un vector normal, 
para el punto en el plano seleccionamos cualquiera de los 3 puntos dados y el vector 
normal será el producto cruz con dos vectores obtenidos con los tres puntos 
pertenecientes al plano: 

  

                                                                                         

                                 

𝑥 − 1

4
= 𝑦 + 2 =

𝑧 + 3

−3
 

 
�⃗� = �⃗⃗� = 〈4,1, −3〉        𝑃𝑜(3,2,2) 

𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄𝒛 = �⃗⃗⃗�  ∙  𝑷𝒐
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

4𝑥 + 1𝑦 − 3𝑧 = 〈4,1 − 3〉  ∙  〈3,2,2〉 

4𝑥 + 𝑦 − 3𝑧 = 12 + 2 − 6 

𝟒𝒙 + 𝒚 − 𝟑𝒛 = 𝟖 

�⃗⃗� = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑥 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝑨 𝑩 

𝑪 

1

2

3

8
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𝐴(3, −1,2),   𝐵(2,1,5)  𝑦    𝐶(1, −2, −2) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 〈2 − 3, 1 − (−1), 5 − 2〉 = 〈−𝟏, 𝟐, 𝟑〉 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 〈1 − 3, −2 − (−1), −2 − 2〉 = 〈−𝟐, −𝟏, −𝟒〉 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑥 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = |
𝑖̂ 𝑗̂ �̂�

−1 2 3
−2 −1 −4

| = 𝑖̂(−8 + 3) − 𝑗̂(4 + 6) + �̂�(1 + 4) 

�⃗⃗� = −5𝑖̂ − 10𝑗̂ + 5�̂� 

 

Seleccionamos el punto 𝐵(2,1,5)  y   �⃗⃗� = −5𝑖̂ − 10𝑗̂ + 5�̂� 

 

𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄𝒛 = �⃗⃗⃗�  ∙  𝑷𝒐
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

−5𝑥 − 10𝑦 + 5𝑧 = 〈−5, −10,5〉  ∙  〈2,1,5〉 

−5𝑥 − 10𝑦 + 5𝑧 = −10 − 10 + 25 

−𝟓𝒙 − 𝟏𝟎𝒚 + 𝟓𝒛 = 𝟓 

 

Es posible simplificar la ecuación dividiendo entre -5 

𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝒛 = −𝟏 
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EJEMPLO 10 

Determinar una ecuación del plano que pasa por (1,2,3)y es paralelo al plano yz 

Solución: 

Es importante primero trazar un bosquejo de los datos conocidos y lo que se pide 
obtener para tener un mejor panorama que facilite la solución del problema. 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑃𝑜(1,2,3)   𝑦     �⃗⃗� = 𝑖̂ = 〈1,0,0〉 

𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄𝒛 = �⃗⃗⃗�  ∙  𝑷𝒐
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

1𝑥 + 0𝑦 + 0𝑧 = 〈1,0,0〉  ∙  〈1,2,3〉 

𝑥 = 1 + 0 + 0 

𝒙 = 𝟏 

 

 

 

 

 

12
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EJEMPLO 11 

Determinar una ecuación del plano que pasa por (1,2,3)y es perpendicular al eje z 

Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

𝑃𝑜(1,2,3)   𝑦     �⃗⃗� = �̂� = 〈0,0,1〉 

𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄𝒛 = �⃗⃗⃗�  ∙  𝑷𝒐 

0𝑥 + 0𝑦 + 1𝑧 = 〈0,0,1〉  ∙  〈1,2,3〉 

𝑧 = 0 + 0 + 3 

𝒛 = 𝟑 

 

 

 

 

 

 

 

 

12
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EJEMPLO 12 

Determinar una ecuación del plano que contiene a las rectas: 

 

𝐿1 :    
𝑥 − 2

−3
=

𝑦 − 2

6
= 𝑧 − 3 

𝐿2 :    
𝑥 − 3

2
= 𝑦 + 5 =

𝑧 + 2

4
 

 

Solución:  

De las rectas se obtiene la siguiente información: 

 

 

 

 

 

 

 

 

�⃗⃗� = 𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗  𝑥  𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗ = |
𝑖̂ 𝑗̂ �̂�

−3 6 1
2 1 4

| = 𝑖̂(24 − 1) − 𝑗̂(−12 − 2) + �̂�(−3 − 12) 

�⃗⃗� = 23𝑖̂ + 14𝑗̂ − 15�̂� 

 

Se selecciona cualquiera de los dos puntos: 

(2,2,3)  y   �⃗⃗� = 23𝑖̂ + 14𝑗̂ − 15�̂� 

𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗ = 〈−3,6,1〉 

�⃗⃗� = 𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗  𝑥  𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗ = 〈2,1,4〉 

(2,2,3) 
(3, −5, −2) 

8
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Para comprobar resultados se grafica en Calcplot3D o cualquier otro graficador. 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 13 

Determinar una ecuación del plano que pasa por los puntos (3,2,1) 𝑦  (3,1, −5)y es 
perpendicular al plano 6𝑥 + 7𝑦 + 2𝑧 = 10 

Solución:  

 

 

 

 

 

 

 

𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄𝒛 = �⃗⃗⃗�  ∙  𝑷𝒐
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

23𝑥 + 14𝑦 − 15𝑧 = 〈23,14, −15〉  ∙  〈2,2,3〉 

23𝑥 + 14𝑦 − 15𝑧 = 46 + 28 − 45 

𝟐𝟑𝒙 + 𝟏𝟒𝒚 − 𝟏𝟓𝒛 = 𝟐𝟗 

 

𝑛1⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑛2⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑛1⃗⃗⃗⃗⃗  𝑥  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝑛1⃗⃗⃗⃗⃗ 

 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

 

6
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𝐴(3,2,1) 𝑦  𝐵(3,1, −5) 

𝑛1⃗⃗⃗⃗⃗ = 〈6,7,2〉 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 〈3 − 3,1 − 2, −5 − 1〉 = 〈0, −1, −6〉 

 

𝑛2⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑛1⃗⃗⃗⃗⃗  𝑥  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = |
𝑖̂ 𝑗̂ �̂�
6 7 2
0 −1 −6

| = 𝑖̂(−42 + 2) − 𝑗̂(−36 − 0) + �̂�(−6 − 0) 

 

𝑛2⃗⃗⃗⃗⃗ = −40𝑖̂ + 36𝐽 − 6�̂� 

 

Se selecciona uno de los puntos en el plano, para este caso se seleccionó el punto 

(3,2,1)  y con 𝑛2⃗⃗⃗⃗⃗ = −40𝑖̂ + 36𝐽 − 6�̂� 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

De la gráfica realizada con la ayuda de Calcplot3D se puede verificar el resultado 

observando que se cumplen las condiciones del problema.  

 
𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄𝒛 = �⃗⃗⃗�  ∙  𝑷𝒐 

−40𝑥 + 36𝑦 − 6𝑧 = 〈−40,36, −6〉  ∙  〈3,2,1〉 

−40𝑥 + 36𝑦 − 6𝑧 = −120 + 72 − 6 

−40𝑥 + 36𝑦 − 6𝑧 = −54 

Simplificando: 

𝟐𝟎𝒙 − 𝟏𝟖𝒚 + 𝟑𝒛 = 𝟐𝟕 
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EJEMPLO 14 

Encontrar el ángulo entre los dos planos y hallar un conjunto de ecuaciones 
paramétricas de la recta de intersección de los planos: 

6𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 = 5 

−𝑥 + 𝑦 + 5𝑧 = 5 

Solución:  

Calculamos el ángulo entre los dos planos con los vectores normales: 

 

𝑛1⃗⃗⃗⃗⃗  = 6𝑖̂ − 3𝑗̂ + �̂�        →        ‖𝑛1⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = √36 + 9 + 1 = √46 

𝑛2⃗⃗⃗⃗⃗  = −𝑖̂ + 𝑗̂ + 5�̂�        →        ‖𝑛2⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = √1 + 1 + 25 = √27 

 

𝜃 = 𝑐𝑜𝑠−1 (
𝑛1⃗⃗⃗⃗⃗  ∙ 𝑛2⃗⃗⃗⃗⃗

‖𝑛1⃗⃗⃗⃗⃗ ‖‖𝑛2⃗⃗⃗⃗⃗ ‖
 ) = 𝑐𝑜𝑠−1 (

−6 − 3 + 5

√46√27
 ) = 𝑐𝑜𝑠−1 (

−4

√46√27
 ) = 𝟗𝟔. 𝟓𝟏° 

 

Si se logra tener una ecuación que solo dependa de 2 variables eso ayudará a 
liberar una de las variables y llamarla “ t ”, de esa forma se obtendrán las ecuaciones 
paramétricas de la recta de intersección. Por lo tanto, se elimina una variable de 
nuestro sistema de 2 ecuaciones y 3 incógnitas: 

 

6𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 = 5 

3(−𝑥 + 𝑦 + 5𝑧 = 5) 

 

𝟑𝒙 + 𝟏𝟔𝒛 = 𝟐𝟎 

Se libera cualquiera de las 2 variables, para este caso se libera z despejando x: 

3𝑥 + 16𝑧 = 20 

+ 

1

3
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𝑥 =
20 − 16𝑧

3
 

𝒙 =
𝟐𝟎

𝟑
−

𝟏𝟔

𝟑
𝒛 

Se parametriza  𝑧 = 𝑡 

∴      𝑥 =
20

3
−

16

3
𝑡 

 

Ahora se sustituye x y z en cualquiera de las dos ecuaciones:  

 

−𝒙 + 𝒚 + 𝟓𝒛 = 𝟓 

− (
20

3
−

16

3
𝑡) + 𝑦 + 5(𝑡) = 5 

−
20

3
+

16

3
𝑡 + 𝑦 + 5𝑡 = 5 

𝑦 = 5 +
20

3
−

16

3
𝑡 − 5𝑡 

𝒚 =
𝟑𝟓

𝟑
−

𝟑𝟏

𝟑
𝒕 

 

Por lo tanto, las ecuaciones simétricas de la recta de intersección de los dos planos 
son: 

 

 

 

 

𝒙 =
𝟐𝟎

𝟑
−

𝟏𝟔

𝟑
𝒕 

𝒚 =
𝟑𝟓

𝟑
−

𝟑𝟏

𝟑
𝒕 

𝒛 = 𝒕 

 

12
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Finalmente, se realiza las gráficas para comprobar resultados: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Como se observa en la gráfica la recta esta sobre la intersección de ambos planos. 

 

PARA TENER EN CUENTA: 

• Si las ecuaciones de dos planos NO son múltiplo escalar una de la otra (ni el 

lado izquierdo de las ecuaciones), entonces los planos ni son paralelos ni 

idénticos. 

Por ejemplo: 

 

 

 

 

 
 

𝑃1:      𝑥 + 9𝑦 + 3𝑧 = 5 

𝑃2 :    − 2𝑥 + 5𝑦 + 𝑧 = 1 
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• Si las ecuaciones de dos planos son múltiplo escalar una de la otra excepto 
los términos independientes, entonces los planos son paralelos. 

Por ejemplo: 

 

 

• Si las ecuaciones de dos planos son múltiplo escalar una de la otra, entonces 

los planos son idénticos. 

 

Por ejemplo:  

 

 

  

𝑃1 :      − 𝑥 + 9𝑦 + 3𝑧 = 5 

𝑃2:        2𝑥 − 18𝑦 − 6𝑧 = 20 

 

𝑃1 :      − 𝑥 + 9𝑦 + 3𝑧 = 5 

𝑃2:        2𝑥 − 18𝑦 − 6𝑧 = −10 
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1.5 Triple producto escalar. Volumen de un paralelepípedo. 

Triple producto escalar 

El triple producto escalar viene dado por: 

 

�⃗⃗⃗�   ∙  (�⃗⃗⃗� 𝒙 �⃗⃗⃗�) = (�⃗⃗⃗� 𝒙 �⃗⃗⃗�)  ∙  �⃗⃗⃗� 

 

Volumen de un paralelepípedo: 

 

 

 

 

 

 

 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑒𝑝í𝑝𝑒𝑑𝑜 = (Á𝑟𝑒𝑎𝑏𝑎𝑠𝑒)(𝐴𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎) 

 

Á𝑟𝑒𝑎𝑏𝑎𝑠𝑒 = ‖𝐴 𝑥 �⃗⃗�‖ 

𝐴𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 = ‖𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗� 𝑥 �⃗⃗� 𝐶‖ 

 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑒𝑝í𝑝𝑒𝑑𝑜 = (‖𝐴 𝑥 �⃗⃗�‖)(‖𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗� 𝑥 �⃗⃗� 𝐶‖) 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑒𝑝í𝑝𝑒𝑑𝑜 = (‖𝐴 𝑥 �⃗⃗�‖) (|
𝐶 ∙ (𝐴 𝑥 �⃗⃗�)

‖𝐴 𝑥 �⃗⃗�‖
|) 

𝒉 

�⃗⃗⃗� 

�⃗⃗⃗� 

�⃗⃗⃗� 

2

3
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𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑒𝑝í𝑝𝑒𝑑𝑜 = |�⃗⃗⃗� ∙ (�⃗⃗⃗� 𝒙 �⃗⃗⃗�)| 

 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑒𝑝í𝑝𝑒𝑑𝑜 = ||

𝒄𝒙 𝒄𝒚 𝒄𝒛

𝒂𝒙 𝒂𝒚 𝒂𝒛

𝒃𝒙 𝒃𝒚 𝒃𝒛

|| 

 

EJEMPLO 1 

Calcular el volumen del paralelepípedo que tiene como aristas adyacentes a los 
vectores: 

𝐴 =< −8, 2, 1 >   �⃗⃗� =< −3, −5,7)   𝑦    𝐶 =< 5, −1, −4 > 

Solución: 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑒𝑝í𝑝𝑒𝑑𝑜 = |𝐶 ∙ (𝐴 𝑥 �⃗⃗�)| 

 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑒𝑝í𝑝𝑒𝑑𝑜 = ||

𝑐𝑥 𝑐𝑦 𝑐𝑧

𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧

𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧

|| = ||
5 −1 −4

−8 2 1
−3 −5 7

|| 

 

= |(5)(14 + 5) − (−1)(−56 + 3) + (−4)(40 + 6)| = |95 − 53 − 184| = |−142| 

 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑒𝑝í𝑝𝑒𝑑𝑜 = 𝟏𝟒𝟐𝒖𝟑 

 

 

  

2

7
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2. Funciones vectoriales en una variable real 

 

2.1 Ecuaciones paramétricas. Definiciones. Curvas planas y 
trayectorias. 

Ecuaciones paramétricas: 

Las ecuaciones paramétricas son ecuaciones en las que tanto x como y dependen 
de una tercer variable t a la que se le llama parámetro.  

Al parametrizar una función algebraica, se parametriza primero la variable 
independiente 𝑥 , esto es  𝑥 = 𝑡   y, como y depende de x entonces, también 
dependerá del parámetro t., esto es: 

𝒙 = 𝒙(𝒕)         𝒚          𝒚 = 𝒚(𝒕) 

Las gráficas que se presentan en los siguientes ejercicios se realizan en CalcPlot3D, 
ver ANEXO A 

EJEMPLO 1 

Parametrizar la siguiente función y elaborar su gráfica: 

𝒇(𝒙) = 𝟒𝒙𝟐 − 𝟏 

Solución: 

Se parametriza la variable dependiente: 

𝑥 = 𝑡 

Se sustituye x en la función: 

𝑦 = 4𝑡2 − 1 

 

Por lo tanto, la parametrización es: 

𝒙 = 𝒕 

𝒚 = 𝟒𝒕𝟐 − 𝟏 

6
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Tabulando, dando valores algunos valores a 𝑡, se tiene: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Una de las ventajas al expresar una función en forma paramétrica es que se puede 
elegir la forma en que se realiza la trayectoria, esto es, pude ser de izquierda a 
derecha o viceversa. Para este ejemplo se presentan 2 parametrizaciones y se 
observa el cambio que se presenta en la trayectoria. 

En la parametrización anterior la trayectoria se realiza de izquierda a derecha, esto 
se puede ver si consideramos el parámetro 𝑡 como tiempo. 

 

 

 

 

 

 

Ahora se analiza la siguiente parametrización: 

𝒙 = −𝒕 

𝑦 = 4(−𝑡)2 − 1 

𝒚 = 𝟒𝒕𝟐 − 𝟏 

t x y 

-3 -3 35 

-1 -1 3 

0 0 -1 

2 2 15 

4 4 63 

2
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Tabulando, dando valores algunos valores a 𝑡, se tiene: 

 

 

 

 

 

 

 

Con esta parametrización se observa que la trayectoria se realiza de derecha a 
izquierda, esto se puede apreciar mejor si consideramos el parámetro 𝑡  como 
tiempo.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 2: 

Parametrizar la siguiente función y elaborar su gráfica: 

𝒇(𝒙) = √𝟐𝒙 + 𝟖 

t x y 

-2 2 15 

-1 1 3 

0 0 -1 

1 -1 3 

2 -2 15 

4 -4 63 
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Solución: 

Parametrizando la variable dependiente: 

𝑥 = 𝑡 

Sustituyendo x en la función: 

𝑦 = √2𝑡 + 8 

 

Por lo tanto, la parametrización es: 

𝒙 = 𝒕 

𝒚 = √𝟐𝒕 + 𝟖 

 

Tabulando, dando valores algunos valores a 𝑡, se tiene: 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 3: 

Parametrizar la siguiente función y elaborar su gráfica: 

 

𝒇(𝒙) = 𝟑𝒆𝒙 

t x y 

-4 -4 0 

-3 -3 √2 

-1 -1 √7 

0 0 √8 

2 2 √12 

4 4 4 
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Solución: 

Parametrizando la variable dependiente: 

𝑥 = 𝑡 

 

Sustituyendo x en la función: 

𝑦 = 3𝑒𝑡 

 

Por lo tanto, la parametrización es: 

𝒙 = 𝒕 

𝒚 = 𝟑𝒆𝒕 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 4: 

Parametrizar la siguiente circunferencia con centro en el origen y radio 4: 

 

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟏𝟔 

Solución: 

Como se trata de una circunferencia de radio 4, se utilizan las siguientes 
sustituciones: 

t x y 

-3 -3 3𝑒−3 

-1 -1 3𝑒−1 

0 0 3 

2 2 3𝑒2 

4 4 3𝑒4 

27
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𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑡)    ∴      𝒙 = 𝟒𝐜𝐨 𝐬(𝒕) 

𝑦 = 𝑟𝑠𝑒𝑛(𝑡)     ∴       𝒚 = 𝟒𝒔𝒆𝒏(𝒕) 

 

A continuación, se verifica que es equivalente: 

 

𝑥2 + 𝑦2 = 16 

(4 cos(𝑡))2 + (4𝑠𝑒𝑛(𝑡))
2

= 16 

16𝑐𝑜𝑠2(𝑡) + 16𝑠𝑒𝑛2(𝑡) = 16 

16(𝑐𝑜𝑠2(𝑡) + 𝑠𝑒𝑛2(𝑡)) = 16 

16(1) = 16 

16 = 16 

𝑃𝑜𝑟 𝑙𝑜 𝑡𝑎𝑛𝑡𝑜 𝑠𝑖 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑙𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑧𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑎𝑑𝑎 

 

Esta parametrización hace que la trayectoria sea en sentido antihorario    , en caso 
de desear que el recorrido sea en sentido horario     se intercambia de posición  seno 
y coseno, o bien, se multiplica una de las coordenadas por “menos”, cada que se 
agrega un signo menos se estará cambiando el sentido de la trayectoria:  

 

 

 

 

 

 

 

𝒙 = 𝟒𝒄𝒐𝒔(𝒕) 

𝒚 = 𝟒𝒔𝒆𝒏(𝒕) 
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EJEMPLO 5: 

Parametrizar la circunferencia con centro en (3, -1) y radio 7 en sentido horario: 

Solución: 

Recordemos que la ecuación de la circunferencia con centro fuera del origen es: 

(𝑥 − ℎ)2 + (𝑦 − 𝑘)2 = 𝑟2 

donde: 

𝐶𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜:         𝐶(ℎ, 𝑘) 

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑜:          𝑟 

 

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 + 1)2 = 49 

La manera de parametrizarla es: 

   
𝒙 = 𝒉 + 𝒓𝒄𝒐𝒔(𝒕)       

𝒚 = 𝒌 + 𝒓𝒔𝒆𝒏(𝒕)       

𝑥 = 4𝑠𝑒𝑛(𝑡) 

𝑦 = 4𝑐𝑜𝑠(𝑡) 

 

2

5
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Como se pide en sentido horario entonces, se intercambia de lugar seno y coseno: 

 

𝑥 = ℎ + 𝑟𝑠𝑒𝑛(𝑡)    ∴     𝒙 = 𝟑 + 𝟕𝒔𝒆𝒏(𝒕)       

𝑦 = 𝑘 + 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑡)    ∴     𝒚 = −𝟏 + 𝟕𝐜𝐨 𝐬(𝒕)       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
𝐶(3, −1)     𝑟 = 7 

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − (−1))2 = 72 

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 + 1)2 = 49 

𝒙 = 𝒉 + 𝒓𝒄𝒐𝒔(𝒕)     ∴     𝒙 = 𝟑 + 𝟕𝒄𝒐𝒔(𝒕)        

𝒚 = 𝒌 + 𝒓𝒔𝒆𝒏(𝒕)     ∴     𝒚 = −𝟏 + 𝟕𝒔𝒆𝒏(𝒕)        

 

9
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EJEMPLO 6: 

Parametrizar una elipse con centro en el origen: 

𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1     𝑐𝑜𝑛 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 𝑒𝑛 (0,0) 

donde: 

𝑎 = 𝑠𝑒𝑚𝑖𝑒𝑗𝑒 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑒𝑗𝑒 𝑥 

𝑏 = 𝑠𝑒𝑚𝑖𝑒𝑗𝑒 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑒𝑗𝑒 𝑦 

Solución: 

La parametrización es similar al de la circunferencia solo que los coeficientes son, 
respectivamente, los valores de los semiejes: 

𝒙 = 𝐚𝐜𝐨 𝐬(𝒕)        𝒚 = 𝒃𝒔𝒆𝒏(𝒕)       

Parametrización de una elipse con centro fuera del origen: 

(𝑥 − ℎ)2

𝑎2
+

(𝑦 − 𝑘)2

𝑏2
= 1     𝑐𝑜𝑛 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 𝑒𝑛 (ℎ, 𝑘) 

donde: 

𝒂 = 𝒔𝒆𝒎𝒊𝒆𝒋𝒆 𝒆𝒏 𝒆𝒍 𝒆𝒋𝒆 𝒙 

𝒃 = 𝒔𝒆𝒎𝒊𝒆𝒋𝒆 𝒆𝒏 𝒆𝒍 𝒆𝒋𝒆 𝒚 

 

 

 

 

 

 

𝒂 

𝒃 
𝒃 

𝒂 

39
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La parametrización es similar al de la elipse con centro en el origen, solo se agrega, 
respectivamente las coordenadas del centro: 

 

𝒙 = 𝒉 + 𝐚𝐜𝐨 𝐬(𝒕)        𝒚 = 𝒌 + 𝒃𝒔𝒆𝒏(𝒕)       

 

EJEMPLO 7: 

Parametrizar la elipse con trayectoria en sentido antihorario: 

 

𝒙𝟐

𝟔𝟒
+

𝒚𝟐

𝟗
= 𝟏 

Solución: 

𝑎2 = 64     ∴       𝑎 = 8 

𝑏2 = 9     ∴       𝑏 = 3 

𝑥 = acos(𝑡)        𝑦 = 𝑏𝑠𝑒𝑛(𝑡)    

𝒙 = 𝟖𝐜𝐨 𝐬(𝒕)        𝒚 = 𝟑𝒔𝒆𝒏(𝒕)    

 

 

 

 

 

 

𝒂 < 𝒃 

 

𝒂 > 𝒃 

 



128 

 

 

 

EJEMPLO 8: 

Parametrizar la elipse con trayectoria en sentido horario: 

 

(𝒙 + 𝟓)𝟐

𝟑𝟔
+

(𝒚 + 𝟐)𝟐

𝟏𝟎𝟎
= 𝟏     

Solución: 

 

𝑎2 = 36     ∴       𝑎 = 6 

𝑏2 = 100     ∴       𝑏 = 10 

𝐶(−5, −2) 

 

𝑥 = ℎ + 𝑎𝑠𝑒𝑛(𝑡)       𝑥 = −5 + 6𝑠𝑒𝑛(𝑡) 

𝑦 = 𝑘 + 𝑏𝑐𝑜𝑠(𝑡)      𝑦 = −2 + 10 cos(𝑡)        
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Representación gráfica de las Ecuaciones Paramétricas: 

Para poder representar gráficamente un conjunto de ecuaciones paramétricas se 
cambia a una función algebraica despejando el parámetro 𝑡  en la ecuación 𝑥 = 𝑥(𝑡) 
y posteriormente sustituyéndolo en 𝑦 = 𝑦(𝑡) , esto con el objetivo de tener una 

expresión de la forma 𝑦 = 𝑦(𝑥), la cual ya se sabe graficar. 

 

EJEMPLO 9: 

Realiza un bosquejo de la siguiente función dada en forma paramétrica y determina 
el dominio: 

𝑥 = 6𝑡 + 8 

𝑦 = 𝑡2 + 1 

Solución: 

Para determinar el dominio de la función es necesario analizar cada ecuación: 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥:       6𝑡 + 8        𝑡 ∈ ℝ 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑦:       𝑡2 + 1          𝑡 ∈ ℝ 

Como se tiene que cumplir ambas, entonces el dominio para t es: 

−∞ < 𝒕 < ∞       →      (−∞, ∞) 

Despejando t de x: 

𝑥 = 6𝑡 + 8 

𝑡 =
𝑥 − 8

6
   

 Sustituyendo t en y: 

𝑦 = 𝑡2 + 1        𝑦 = (
𝑥 − 8

6
)

2

+ 1       𝑦 =
1

36
(𝑥 − 8)2 + 1      

 
 

𝑅𝑒𝑐𝑜𝑟𝑑𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑒𝑙 𝑎𝑏𝑐:          𝒚 = 𝒂𝒇(𝒙 − 𝒄) + 𝒃 

1

1
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𝒂 𝒂𝒃𝒓𝒆 𝒐 𝒄𝒊𝒆𝒓𝒓𝒂 𝒍𝒂 𝒈𝒓á𝒇𝒊𝒄𝒂 𝒚𝒂 𝒒𝒖𝒆 𝒉𝒂𝒄𝒆 𝒒𝒖𝒆 𝒄𝒓𝒆𝒛𝒄𝒂 𝒎á𝒔 𝒓á𝒑𝒊𝒅𝒐 𝒐 𝒎á𝒔 𝒍𝒆𝒏𝒕𝒐 

𝒃 𝒍𝒂 𝒅𝒆𝒔𝒑𝒍𝒂𝒛𝒂 𝒉𝒂𝒄𝒊𝒂 𝒂𝒓𝒓𝒊𝒃𝒂 (𝒃 > 𝟎)𝒐 𝒉𝒂𝒄𝒊𝒂 𝒂𝒃𝒂𝒋𝒐 (𝒃 < 𝟎) 

𝒄 𝒍𝒂 𝒅𝒆𝒔𝒑𝒍𝒂𝒛𝒂 𝒉𝒂𝒄𝒊𝒂 𝒍𝒂 𝒅𝒆𝒓𝒆𝒄𝒉𝒂 (𝒄 > 𝟎)𝒐 𝒉𝒂𝒄𝒊𝒂 𝒍𝒂 𝒊𝒛𝒒𝒖𝒊𝒆𝒓𝒅𝒂 (𝒄 < 𝟎) 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 10: 

Determina el dominio de la función dada y realiza un bosquejo de la curva: 

𝒙 = √𝟐𝒕 + 𝟏𝟎      𝒙 ≥ 𝟎 

𝒚 = 𝒕 + 𝟒 

 

Solución: 

Para determinar el dominio de la función es necesario analizar cada ecuación: 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥:       2𝑡 + 10 ≥ 0        𝑡 ≥ −𝟓 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑦:       𝑡 + 4          𝑡 ∈ ℝ 

Como se tiene que cumplir ambas, entonces el dominio para t es: 

𝒕 ≥ −𝟓       →      [−𝟓, ∞) 

 

 

10



131 

 

Ahora para realizar la gráfica, se despeja t: 

𝑥 = √2𝑡 + 10   →     𝑥2 = 2𝑡 + 10    →       𝑡 =
𝑥2 − 10

2
 

 

Se sustituye t en y: 

𝑦 = 𝑡 + 4    ∴     𝑦 =
𝑥2 − 10

2
+ 4   →   𝑦 =

𝑥2

2
− 5 + 4    →     𝑦 =

𝑥2

2
− 1  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 11: 

Realiza un bosquejo de la siguiente función dada en forma paramétrica y determina 
el dominio: 

𝒙 = 𝒕𝟐 + 𝟕  

𝒚 = 𝒕 + 𝟐 

Solución: 

Para determinar el dominio de la función es necesario analizar cada ecuación: 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥:       𝑡2 + 7         𝑡 ∈ ℝ 

Como 𝑥 = √2𝑡 + 10, esto implica que 𝑥 ≥ 0 

𝑃𝑜𝑟 𝑙𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑠𝑜𝑙𝑜 𝑡𝑒𝑛𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑙𝑎 𝑚𝑖𝑡𝑎𝑑 𝑑𝑒𝑟𝑒𝑐ℎ𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑝𝑎𝑟á𝑏𝑜𝑙𝑎. 
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𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑦:       𝑡 + 2            𝑡 ∈ ℝ 

Como se tiene que cumplir ambas, entonces el dominio para t es: 

−∞ < 𝒕 < ∞       →      (−∞, ∞) 

Despejando t: 

𝑥 = 𝑡2 + 7          𝑥 ≥ 7    

   𝑡 = ±√𝑥 − 7 

Sustituyendo t en y: 

𝑦 = 𝑡 + 2       𝒚 = ±√𝒙 − 𝟕 + 𝟐 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

EJEMPLO 12: 

Realiza un bosquejo de la siguiente función dada en forma paramétrica y determina 
su dominio: 

𝒙 = 𝐥 𝐧(𝒕 + 𝟓) 

𝒚 = 𝒕 − 𝟑 

 



133 

 

Solución: 

El dominio de la función se determina analizando cada ecuación: 

 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥:      ln(𝑡 + 5)     →   𝑡 + 5 > 0        𝑡 > −5 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑦:          𝑡 − 3                               𝑡 ∈ ℝ 

 

Como se tiene que cumplir ambas, entonces el dominio para t es: 

𝒕 > −𝟓       →      (−𝟓, ∞) 

Despejando t de x: 

𝑥 = ln(𝑡 + 5)     ∴       𝑡 ∈ (−5, ∞) 

𝑒𝑥 = 𝑒ln(𝑡+5)          ∴    𝑒𝑥 = 𝑡 + 5    →    𝑡 = 𝑒𝑥 − 5 

 

Sustituyendo t en y: 

𝑦 = 𝑡 − 3       𝑦 = (𝑒𝑥 − 5) − 3         𝒚 = 𝒆𝒙 − 𝟖 
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EJEMPLO 13 

Realiza un bosquejo de la siguiente función dada en forma paramétrica y determina 
el dominio: 

𝒙 = 𝐥 𝐧(𝒕 + 𝟒) − 𝟏  

𝒚 = 𝒕 + 𝟑 

Solución: 

Para determinar el dominio de la función es necesario analizar cada ecuación: 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥:      ln(𝑡 + 4)     →   𝑡 + 4 > 0        𝑡 > −4 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑦:          𝑡 + 3                               𝑡 ∈ ℝ 

Como se tiene que cumplir ambas, entonces el dominio para t es: 

𝒕 > −𝟒       →      (−𝟒, ∞) 

Despejando t de x: 

𝑥 = ln(𝑡 + 4) − 1     ∴       𝑡 ∈ (−4, ∞) 

𝑥 + 1 = ln(𝑡 + 4)      𝑒𝑥+1 = 𝑒ln(𝑡+4)          ∴    𝑒𝑥+1 = 𝑡 + 4    →    𝑡 = 𝑒𝑥+1 − 4 

 

Sustityendo t en y: 

𝑦 = 𝑡 + 3       𝑦 = (𝑒𝑥+1 − 4) + 3         𝒚 = 𝒆𝒙+𝟏 − 𝟏 
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EJEMPLO 14 

Realiza un bosquejo de la siguiente función dada en forma paramétrica determina 
el dominio: 

𝐱 = 𝐞𝟒𝐭+𝟏  
𝐲 = 𝐭 + 𝟓 

Solución: 

Para determinar el dominio de la función es necesario analizar cada ecuación: 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥:             e4t+1             𝑡 ∈ ℝ 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑦:          𝑡 + 5                 𝑡 ∈ ℝ 

Como se tiene que cumplir ambas, entonces el dominio para t es: 

−∞ < 𝒕 < ∞       →      (−∞, ∞) 

Despejando t de x: 

𝑥 = 𝑒4𝑡+1         ∴       𝑡 ∈ (−∞, ∞) 

𝑥 = 𝑒4𝑡+1    →      ln(𝑥) = ln(𝑒4𝑡+1)    →    ln(𝑥) = 4𝑡 + 1 

 

𝑡 =
ln(𝑥) − 1

4
 

Sustituyendo t en y: 

𝑦 = 𝑡 + 5              𝑦 = (
ln(𝑥) − 1

4
) + 5           𝑦 =

ln(𝑥)

4
+

19

4
 

 

 

 

8

8

24
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EJEMPLO 15 

Realiza un bosquejo de la siguiente función dada en forma paramétrica: 

𝐱 = 𝐞𝐭+𝟏 − 𝟑  
𝐲 = 𝟐𝐭 + 𝟓 

Solución: 

Para determinar el dominio de la función es necesario analizar cada ecuación: 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥:             et+1 − 3             𝑡 ∈ ℝ 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑦:               2𝑡 + 5                 𝑡 ∈ ℝ 

Como se tiene que cumplir ambas, entonces el dominio para t es: 

−∞ < 𝒕 < ∞       →      (−∞, ∞) 

Despejando t en x: 

𝑥 = 𝑒𝑡+1 − 3     ∴       𝑡 ∈ (−5, ∞) 

𝑥 + 3 = 𝑒𝑡+1     𝑒𝑥+3 = 𝑒ln(𝑡+1)          ∴    𝑒𝑥+3 = 𝑡 + 1    →    𝑡 = 𝑒𝑥+3 − 1 

 

Sustituyendo t en y: 

𝑦 = 2𝑡 + 5       𝑦 = 2(𝑒𝑥+3 − 1) + 5         𝒚 = 𝟐𝒆𝒙+𝟑 + 𝟑 

 

 

 

 

 

 

 

8

8
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EJEMPLO 16 

Realiza un bosquejo de la siguiente función dada en forma paramétrica y determina 
el dominio: 

𝒙 =
𝟒

𝟐𝒕 + 𝟔
− 𝟑    𝒚    𝒚 = 𝒕 + 𝟐 

Solución: 

Para determinar el dominio de la función es necesario analizar cada ecuación: 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥:             
4

2𝑡 + 6
− 3      →   2𝑡 + 6 ≠ 0       𝑡 ≠ −3 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑦:                 𝑡 + 2                                𝑡 ∈ ℝ 

 

Como se tiene que cumplir ambas, entonces el dominio para t es: 

   𝑡 ∈ ℝ − {−3}        →      (−∞, −3) 𝑈 (−3, ∞) 

Despejando t en x: 

𝑥 =
4

2𝑡 + 6
− 3    

𝑥 + 3 =
4

2𝑡 + 6
    

2𝑡 + 6 =
4

𝑥 + 3
 

2𝑡 =
4

𝑥 + 3
− 6 

Dividiendo entre 2: 

𝑡 =
2

𝑥 + 3
− 3 

 

Sustituyendo t en y: 
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𝑦 = 𝑡 + 2 

(
2

𝑥 + 3
− 3) + 2 

𝑦 =
2

𝑥 + 3
− 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 17 

Realiza un bosquejo de la siguiente función dada en forma paramétrica: 

𝒙 = −𝟐 + 𝟖𝐜𝐨 𝐬(𝒕) 

𝒚 = 𝟓 − 𝟐𝒔𝒆𝒏(𝒕) 

 

Solución: 

De las ecuaciones paramétricas se puede observar que se trata de una elipse con 
centro en (−2,5) con recorrido antihorario: 

 

𝑥 = ℎ + 𝑎𝑐𝑜𝑠(𝑡)         ∴        ℎ = −2    𝑦    𝑎 = 8   

𝑦 = 𝑘 + 𝑏𝑠𝑒𝑛(𝑡)         ∴        𝑘 = 5    𝑦    𝑏 = −2 

3
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EJEMPLO 18 

Realiza un bosquejo de la siguiente función dada en forma paramétrica: 

𝒙 = 𝒕, 𝒚 = 𝒕𝟐     𝒚     𝒛 = 𝟒 

Solución: 

Al despejar t y sustituir en x, se tiene que:  

𝑦 = 𝑥2 

Como 𝑧 = 4 esto significa que cada punto en el plano xy lo elevamos 4 unidades: 

 

 

 

 

 

 

 

(𝒙 − 𝒉)𝟐

𝒂𝟐
+

(𝒚 − 𝒌)𝟐

𝒃𝟐
= 1 

 

(𝑥 − (−2))2

82
+

(𝑦 − 5)2

(−2)2
= 1 

 
(𝑥 + 2)2

64
+

(𝑦 − 5)2

4
= 1     
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EJEMPLO 19 

Realiza un bosquejo de la siguiente función dada en forma paramétrica: 

𝒙 = 𝒕 , 𝒚 = 𝒕𝟐       𝒚     𝒛 = 𝒕 

Solución: 

Al despejar t y sustituir en x, se tiene que:  

𝑦 = 𝑥2 

 

Como 𝑧 = 𝑡 esto significa que la curva irá aumentando su altura conforme t varía: 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 20 

Realiza un bosquejo de la siguiente función dada en forma paramétrica: 

𝒙 = 𝒕, 𝒚 = 𝒕𝟐     𝒚    𝒛 = 𝒕𝟐 

Solución: 

Al despejar t y sustituirlo en x, se tiene que:  

𝑦 = 𝑥2 
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Como 𝑧 = 𝑡 esto significa que la curva va bajando conforme t varía de −∞ a cero y 

posteriormente sube conforme t varía de cero a ∞: 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 21 

Realiza un bosquejo de la siguiente función dada en forma paramétrica: 

𝒙 = 𝟑𝐜𝐨 𝐬 𝒕 ,   𝒚 = 𝟑𝒔𝒆𝒏 𝒕      𝒚     𝒛 = −𝟓 

 

Solución: 

En el plano xy se grafica un círculo de radio 3 en sentido antihorario:  

𝑥2 + 𝑦2 = 9 

Como 𝑧 = −5 esto significa que cada punto en el plano xy baja 5 unidades: 

 

 

 

 

 

 

 

 

1
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EJEMPLO 22 

Realiza un bosquejo de la siguiente función dada en forma paramétrica: 

𝒙 = 𝟑𝐜𝐨 𝐬 𝒕 , 𝒚 = −𝟓       𝒚        𝒛 = 𝟑𝒔𝒆𝒏 𝒕 

 

Solución: 

En el plano xz se grafica un círculo de radio 3 en sentido antihorario:  

 

𝑥2 + 𝑧2 = 9 

 

Como 𝑦 = −5 esto significa que cada punto en el plano xz se desplaza 5 unidades 
a la izquierda en y: 

 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 23 

Realiza un bosquejo de la siguiente función dada en forma paramétrica: 

𝒙 = −𝟓, 𝒚 = 𝟑𝐜𝐨 𝐬 𝒕       𝒚        𝒛 = 𝟑𝒔𝒆𝒏𝒕 
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Solución: 

En el plano xz se grafica un círculo de radio 3 en sentido antihorario:  

𝑦2 + 𝑧2 = 9 

 Como 𝑥 = −5 esto significa que cada punto en el plano yz se desplaza 5 unidades 
a la izquierda en x: 

 

EJEMPLO 24 

Realiza un bosquejo de la siguiente función dada en forma paramétrica: 

𝒙 = 𝟑𝐜𝐨 𝐬 𝒕 , 𝒚 = 𝟑𝒔𝒆𝒏 𝒕        𝒚       𝒛 = 𝒕 

Solución: 

En el plano xz se grafica un círculo de radio 3 en sentido antihorario:  

𝑥2 + 𝑦2 = 9 

 Como 𝑧 = 𝑡 esto significa que la curva irá aumentando su altura conforme t varía: 
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EJEMPLO  25 

Realiza un bosquejo de la siguiente función dada en forma paramétrica: 

𝒙 = 𝟒 + 𝟔𝒔𝒆𝒏 𝒕,     𝒚 = −𝟓 + 𝟐𝐜𝐨 𝐬 𝒕       𝒚       𝒛 = 𝒕 

Solución: 

En el plano xz se grafica una elipse con centro en (4, -5) en sentido horario:  

(𝒙 − 𝟒)𝟐

𝟑𝟔
+

(𝒚 + 𝟓)𝟐

𝟒
= 𝟏     

 Como 𝑧 = 𝑡 esto significa que la curva irá aumentando su altura conforme t varía: 
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Derivada de una función dada en ecuaciones paramétricas 

La derivada de una función expresada como 𝑥 = 𝑥(𝑡)   𝑦   𝑦 = 𝑦(𝑡) viene dada por: 
 

 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒅𝒚
𝒅𝒕
𝒅𝒙
𝒅𝒕

        𝒐   𝒃𝒊𝒆𝒏        
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒚 ′ (𝒕)

𝒙 ′ (𝒕)
 

 
 

 
EJEMPLO 26 

Determinar la ecuación de la recta tangente a la curva dada en el valor de t indicado: 

 

𝒙 = 𝒕𝟐 + 𝟒        𝒚 =  𝟐𝒕 + 𝟏           𝒕 = 𝟏 

 

Solución: 

Para determinar la ecuación de la recta tangente a una curva en un punto dado 
necesitamos un punto y la pendiente, que viene siendo la primera derivada 

(𝑚 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
): 

  
𝑡 = 1          →          𝑥 = (1)2 + 4 = 5                𝑦 = 2(1) + 1 = 3 

 
∴      (5, 3)     

Calculando la derivada: 

 

𝑚 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

 

 

𝑥 = 𝑡2 + 4       𝑥 =′ 2𝑡 

12

31
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𝑦 =  2𝑡 + 1       𝑦 =′ 2 

𝑚 =
2

2𝑡
=

1

𝑡
 

𝑚(1) =
1

1
= 1 

 

Una vez obtenido el punto y la pendiente se procede a calcular la ecuación de la 
recta tangente a la curva en 𝑡 = 1 

 

(5, 3)   𝑦   𝑚 = 1 

 

𝑦 − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1) 

𝑦 − 3 = 1(𝑥 − 5) 

𝑦 = 𝑥 − 5 + 3 

𝒚 = 𝒙 − 𝟐 

 

Ahora se obtiene la función 𝑦 = 𝑓(𝑥) para trazar la gráfica: 

 

𝑥 = 𝑡2 + 4        𝑡 = ±√𝑥 − 4 

 

𝑦 =  2𝑡 + 1     →     𝑦 =  ±2√𝑥 − 4 + 1 

 

 

 

5
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EJEMPLO 27  

Determinar la ecuación de la recta tangente a la curva dada en el punto indicado: 

 

𝒙 = 𝟒𝒕 + 𝟑        𝒚 =  
𝟏

𝒕
+ 𝟓           (𝟏𝟏, 𝟓. 𝟓) 

Solución: 

Primero determinamos el valor de t en el punto dado, esto para poder evaluar la 
pendiente en ese punto: 

𝑆𝑖          𝑥 = 11   𝑦    𝑥 = 4𝑡 + 3       ∴     11 = 4𝑡 + 3      ∴        𝑡 =
11 − 3

4
=

8

4
= 2 

𝒕 = 𝟐 

 

𝑦 − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1) 

 

𝑦 = 2√𝑥 − 4 + 1 

𝑦 = −2√𝑥 − 4 + 1 

2

19
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𝑚 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

 

 

𝑥 = 4𝑡 + 3      𝑥 =′ 4       

 

𝑦 =  
1

𝑡
+ 5       𝑦 =′ −

1

𝑡2
              

𝑚 =
−

1
𝑡2

4
= −

1

4𝑡2
 

 

𝑚(2) = −
1

4(2)2
= −

1

4(4)
= −

𝟏

𝟏𝟔
 

 

𝑦 − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1) 

 

(11, 5.5)   𝑦   𝑚 = −
1

16
 

 

𝑦 − 5.5 = −
1

16
(𝑥 − 11) 

𝑦 = −
1

16
(𝑥 − 11) + 5.5 

𝑦 = −
1

16
𝑥 +

11

16
+

11

2
 

𝑦 = −
1

16
𝑥 +

11

16
+

88

16
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𝒚 = −
𝟏

𝟏𝟔
𝒙 +

𝟗𝟗

𝟏𝟔
 

 

Ahora obtengamos la función 𝑦 = 𝑓(𝑥) para trazar la gráfica: 

 

𝑥 = 4𝑡 + 3          𝑡 =
𝑥 − 3

4
        

 

𝑦 =  
1

𝑡
+ 5       𝑦 =  

1

𝑥 − 3
4

+ 5        𝒚 =  
𝟒

𝒙 − 𝟑
+ 𝟓       
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Segunda derivada: 

La segunda derivada de una función nos indica la concavidad de la curva: 

 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=¿ ? 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

=
𝑢

𝑣
 

 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) 

 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

) 

 

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑢

𝑣
) =

𝑣 𝑢′ − 𝑢 𝑣′

𝑣2
 

 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

) =

𝑑𝑥
𝑑𝑡

(
𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑𝑦
𝑑𝑡

)) −
𝑑𝑦
𝑑𝑡

(
𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑𝑥
𝑑𝑡

))

(
𝑑𝑥
𝑑𝑡

)
2  

 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑𝑥
𝑑𝑡

(
𝑑
𝑑𝑡

(
𝑑𝑦
𝑑𝑥

)) −
𝑑𝑦
𝑑𝑡

(
𝑑
𝑑𝑡

(
𝑑𝑥
𝑑𝑥

))

(
𝑑𝑥
𝑑𝑡

)
2  

𝑢 

𝑣 

1

14

20
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𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑𝑥
𝑑𝑡

(
𝑑
𝑑𝑡

(
𝑑𝑦
𝑑𝑥

)) −
𝑑𝑦
𝑑𝑡

(
𝑑
𝑑𝑡

(1))

(
𝑑𝑥
𝑑𝑡

)
2  

 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑𝑥
𝑑𝑡

(
𝑑
𝑑𝑡

(
𝑑𝑦
𝑑𝑥

)) −
𝑑𝑦
𝑑𝑡

(0)

(
𝑑𝑥
𝑑𝑡

)
2  

 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑𝑥
𝑑𝑡

(
𝑑
𝑑𝑡

(
𝑑𝑦
𝑑𝑥

))

(
𝑑𝑥
𝑑𝑡

)
2  

 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
=

𝒅
𝒅𝒕

(
𝒅𝒚
𝒅𝒙

)

𝒅𝒙
𝒅𝒕

 

 

Por ejemplo: 

 

𝑦 = 𝑥2      𝑦′ = 2𝑥     𝒚′′ =  𝟐 > 0  𝑃𝑜𝑟 𝑙𝑜 𝑡𝑎𝑛𝑡𝑜, 𝑒𝑠 𝑐ó𝑛𝑐𝑎𝑣𝑎 ℎ𝑎𝑐𝑖𝑎 𝑎𝑟𝑟𝑖𝑏𝑎 

 

𝑦 = 𝑥2    𝑟𝑒𝑝𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛𝑡𝑎𝑑𝑎 𝑒𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎𝑠:       𝑥 = 𝑡      𝑦 = 𝑡2 

𝑥 = 𝑡      𝑦 = 𝑡2 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

=
2𝑡

1
= 2𝑡 

7
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𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑
𝑑𝑡

(
𝑑𝑦
𝑑𝑥

)

𝑑𝑥
𝑑𝑡

 

 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑
𝑑𝑡

(2𝑡)

1
= 𝟐 > 0  𝑃𝑜𝑟 𝑙𝑜 𝑡𝑎𝑛𝑡𝑜, 𝑒𝑠 𝑐ó𝑛𝑐𝑎𝑣𝑎 ℎ𝑎𝑐𝑖𝑎 𝑎𝑟𝑟𝑖𝑏𝑎 

 

EJEMPLO 28 

Sean  𝑥(𝑡) = √2𝑡 + 8       𝑦(𝑡) = 𝑡 − 4 calcular: 

a) La pendiente de la gráfica de la función para 𝑡 = 4    

b) La ecuación de la recta tangente a la curva en 𝑡 = 4    

c) Determina la concavidad de la curva en 𝑡 = 4    

d) Traza la gráfica, tanto de la curva como de la recta tangente. 

 

Solución: 

a) La pendiente de la gráfica de la función para t = 4   

 

𝑥(𝑡) = √2𝑡 + 8       𝑦(𝑡) = 𝑡 − 4 

𝑑

𝑑𝑥
(√𝑢) =

𝑑𝑢
𝑑𝑥

2√𝑢
 

 

𝑥′(𝑡) =
2

2√2𝑡 + 8
=

𝟏

√𝟐𝒕 + 𝟖
       𝑦′(𝑡) = 𝟏 

 

1

1

2

26

38
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𝑚 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

=
1

1

√2𝑡 + 8

= √2𝑡 + 8 

 

𝑚 = √2𝑡 + 8 

 

𝑚(4) = √2𝑡 + 8 = √2(4) + 8 = √16 = 4 

 

𝒎(𝟒) = 𝟒 

 

b) La ecuación de la recta tangente a la curva en t = 4 

 

𝑦 − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1) 

 

𝒎 = 𝟒  

 

𝐶𝑜𝑚𝑜 𝑡 = 4    →     𝑥 = √2𝑡 + 8 = √2(4) + 8 = 𝟒 

 

𝑦(𝑡) = 𝑡 − 4        →       𝑦(4) = (4) − 4 = 0 

 
∴     (𝟒, 𝟎) 

 

𝑦 − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1) 

𝑦 − 0 = 4(𝑥 − 4) 

1
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𝒚 = 𝟒𝒙 − 𝟏𝟔 

 

c) Determina la concavidad de la curva en t = 4 

 
 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑
𝑑𝑡

(
𝑑𝑦
𝑑𝑥

)

𝑑𝑥
𝑑𝑡

 

 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑
𝑑𝑡

(√2𝑡 + 8)

1

√2𝑡 + 8

=

2

2√2𝑡 + 8
1

√2𝑡 + 8

=

1

√2𝑡 + 8
1

√2𝑡 + 8

= 𝟏 > 𝟎     𝑪 ↑ 

 
 
 

d) Traza la gráfica, tanto de la curva como de la recta tangente. 

 

𝑥(𝑡) = √2𝑡 + 8   ≥ 0                 𝑥2 = 2𝑡 + 8      𝑡 =
𝑥2 − 8

2
=

𝑥2

2
− 4 

𝑦 = 𝑡 − 4        ∴       𝑦 = (
𝑥2

2
− 4) − 4 

 

𝒚 =
𝒙𝟐

𝟐
− 𝟖        𝒙 ≥ 𝟎 

 

 

 

  

2

23
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2.2 Definición de función vectorial, función vectorial y gráficas. 

Función Vectorial: 

En el tema anterior se vio que una función se puede expresar en forma de 
ecuaciones paramétricas, al utilizar las ecuaciones como componentes de un vector 
obtendremos una función vectorial: 

Ecuaciones Paramétricas: 

𝒙 = 𝒙(𝒕) 

𝒚 = 𝒚(𝒕) 

𝒛 = 𝒛(𝒕) 

Función Vectorial: 

𝒓(𝒕)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ =< 𝒙(𝒕), 𝒚(𝒕), 𝒛(𝒕) >               ℝ → 𝑽 

 

Al dar valores a t, obtendremos un vector para cada valor de t dado: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Los puntos finales de los vectores nos describen la trayectoria, es decir, nos dibujan 
la gráfica correspondiente a la función vectorial. 

 

𝑟(𝑡)⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =< √2𝑡 + 8, 𝑡 − 4 > 

𝑟(5)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =< √18, 1 > 

𝑟(8)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =< √24, 4 > 

𝑟(14)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =< 6,10 > 
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EJEMPLO 1 

Graficar la siguiente función vectorial: 

 

𝒓(𝒕)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ =< 𝟑𝒕 − 𝟔, 𝒕𝟐 + 𝟏, 𝒕 > 

 

Primero se expresan las ecuaciones paramétricas, de esa forma se aplica lo visto 
en el tema anterior para la traza de gráficas: 

 

𝑥(𝑡) = 3𝑡 − 6 

𝑦(𝑡) = 𝑡2 + 1 

𝑧(𝑡) = 𝑡 

Despejando t de x: 

𝑥(𝑡) = 3𝑡 − 6 

𝑡 =
𝑥 + 6

3
 

 

Sustituyendo en y: 

 

𝑦(𝑡) = 𝑡2 + 1 

𝑦(𝑥) = (
𝑥 + 6

3
)

2

+ 1 

𝑦(𝑥) =
(𝑥 + 6)2

9
+ 1 
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La curva es una parábola y, como 𝑧 = 𝑡, la parábola viene subiendo desde −∞ 

hasta ∞: 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒓(𝒕)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ =< 𝟑𝒕 − 𝟔, 𝒕𝟐 + 𝟏, 𝒕 > 

 

A continuación, se asignan algunos valores a t para graficar los vectores y 
comprobar que efectivamente el punto final cae sobre la curva: 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

𝑟(−4)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =< −18, 17, −4 > 

𝑟(0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =< −6, 1, 0 > 

𝑟(5)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =< 9, 26, 5 > 
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2.3 Límites y continuidad de una función vectorial. 

Dominio y límite de una función vectorial 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝒂

𝒓(𝒕)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝒂

< 𝒙(𝒕), 𝒚(𝒕), 𝒛(𝒕) > =< 𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝒂

𝒙(𝒕) , 𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝒂

𝒚(𝒕) , 𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝒂

𝒛(𝒕) > 

 

Dominio de una función vectorial 

El dominio de una función vectorial es el conjunto de valores que se le pueden 
asignar al parámetro t para que cada una de sus componentes esté definida. 

 

Continuidad 

Una función vectorial es continua en un punto solo si todas sus componentes son 
continuas en dicho punto. 

 

EJEMPLO 1 

Determinar el dominio de la función vectorial: 

�⃗⃗�(𝒕) =< 𝐥 𝐧(𝟕𝒕 − 𝟗) , √𝒕, 𝒕 + 𝟕 > 

Solución: 

Para determinar el dominio de la función necesitamos analizar cada componente ya 
que los valores de t deben satisfacer a todas las componentes: 

 

𝑥 = ln(7𝑡 − 9) 

7𝑡 − 9 > 0 

𝑡 >
9

7
 

1

2

8

8

12

32
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𝒕 ∈    (
𝟗

𝟕
, ∞)   

 

𝑦 = √𝑡 

𝒕 ∈    [𝟎, ∞) 

 

𝑧 = 𝑡 + 7 

𝒕 ∈    (−∞, ∞) 

Como t debe cumplir con los 3, entonces el dominio de la función vectorial es: 

 

𝒕 ∈ (
𝟗

𝟕
, ∞)   

 

EJEMPLO 2 

Determinar el dominio de la función vectorial: 

�⃗⃗�(𝒕) =< 𝟏𝟎𝒕 + 𝟓,
𝟒

√𝒕𝟐 − 𝟔𝒕 − 𝟏𝟔
,

𝟏

 (𝒕 + 𝟕)𝟐
> 

 

Solución: 

Para determinar el dominio de la función es necesario analizar cada componente ya 
que los valores de t deben satisfacer a todas las componentes: 

 

𝑥 = 10𝑡 + 5 

𝑁𝑜 ℎ𝑎𝑦 𝑟𝑒𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝒕 ∈    (−∞, ∞)   

1

1
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𝑦 =
4

√𝑡2 − 6𝑡 − 16
 

𝑡2 − 6𝑡 − 16 > 0 

 

(𝑡 − 8)(𝑡 + 2) > 0 

 

 

𝑡 − 8 − − +
𝑡 + 2 − + +

𝑡 = −2 𝑡 = 8
+ − +

 

 

𝒕 ∈    (−∞, −𝟐) ∪ (𝟖, ∞) 

 

𝑧 =
1

 (𝑡 + 7)2
 

 

𝑡 + 7 ≠ 0 

 

𝒕 ≠   −𝟕 

 

Como t debe cumplir con los 3, entonces el dominio de la función vectorial es: 

 

𝒙:  (−∞, ∞)           𝒚:  (−∞, −𝟐) ∪ (𝟖, ∞)         𝒛:   𝒕 ≠   −𝟕 
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𝒕 ∈ (−∞, −7) ∪ (−7 − 2) ∪ (8, ∞) 

𝒕 ∈ (−∞, −2) ∪ (8, ∞)— 7   

 

EJEMPLO 3 

Determinar el siguiente límite: 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝒂

�⃗⃗�(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝒂

< 𝒙(𝒕), 𝒚(𝒕), 𝒛(𝒕) > =< 𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝒂

𝒙(𝒕) , 𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝒂

𝒚(𝒕) , 𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝒂

𝒛(𝒕) > 

 

a) 𝑟(𝑡) = (
4𝑡+3

5𝑡−1
) 𝑖̂ + 𝑒4𝑡𝑗̂  − (𝑡2 − 6)�̂�  Calcular  lim

𝑡→5
𝑟(𝑡)⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

Solución: 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝟓

𝒓(𝒕)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ =¿ ? 

 
 

lim
𝑡→5

𝑟(𝑡) = lim
𝑡→5

[(
4𝑡 + 3

5𝑡 − 1
) 𝑖̂ + 𝑒4𝑡𝑗̂  − (𝑡2 − 6)�̂�] 

 
 

= (
4(5) + 3

5(5) − 1
) 𝑖̂ + 𝑒4(5)𝑗̂  − ((5)2 − 6)�̂� =

𝟐𝟑

𝟐𝟒
�̂� + 𝒆𝟐𝟎𝒋̂  − 𝟏𝟗�̂� 

 
 

 

b) �⃗⃗�(𝒕) = (
𝟕𝒕+𝟏

√𝒕−𝟑
) �̂� +

𝒕−𝟗

𝒕𝟐−𝟖𝟏
𝒋̂  − (𝒕𝟐 + 𝟏)�̂�   Calcular lim

𝑡→9
𝑟(𝑡)⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

Solución: 

32
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𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝟗

𝒓(𝒕)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ =¿ ? 

 
 

lim
𝑡→5

𝑟(𝑡)⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = lim
𝑡→9

[(
7𝑡 + 1

√𝑡 − 3
) 𝑖̂ +

𝑡 − 9

𝑡2 − 81
𝑗̂  − (𝑡2 + 1)�̂�] 

 
 

= (
7(9) + 1

√9 − 3
) 𝑖̂ +

9 − 9

92 − 81
𝑗̂  − (92 + 1)�̂� 

 
 
 ∞ Indeterminación 

= (
64

0
) 𝑖̂ +

0

0
𝑗̂  − 82�̂� 

∴     = ∄ 
                               EL LÍMITE NO EXISTE 

 
 
 
 

c) �⃗⃗�(𝒕) = (
𝟕𝒕−𝟔𝟑

√𝒕−𝟑
) �̂� +

𝒕−𝟗

𝒕𝟐−𝟖𝟏
𝒋̂  − (𝒕𝟐 + 𝟏)�̂�     Calcular 𝐥𝐢𝐦

𝒕→𝟗
𝒓(𝒕)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ 

 

Solución: 

𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝟗

𝒓(𝒕)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ =¿ ? 

 
 

lim
𝑡→5

𝑟(𝑡)⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = lim
𝑡→9

[(
7𝑡 − 63

√𝑡 − 3
) 𝑖̂ +

𝑡 − 9

𝑡2 − 81
𝑗̂  − (𝑡2 + 1)�̂�] 

 

= (
7(9) − 63

√9 − 3
) 𝑖̂ +

9 − 9

92 − 81
𝑗̂  − (92 + 1)�̂� 

 

Indet.  Indet. 

= (
0

0
) 𝑖̂ +

0

0
𝑗̂  − (82)�̂� 
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Aplicando la regla de L’Hôpital: 

𝐶𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑠𝑒 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑢𝑛𝑎 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑖𝑝𝑜 
0

0
  ó  

∞

∞
 𝑠𝑒 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑞𝑢𝑒: 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝒂

(
𝒇(𝒕)

𝒈(𝒕)
) = 𝐥𝐢𝐦

𝒕→𝒂
(

𝒇 (𝒕)′

𝒈 (𝒕)′ ) 

 

lim
𝑡→9

(
7𝑡 − 63

√𝑡 − 3
) = lim

𝑡→9
(

7

1

2√𝑡

) = lim
𝑡→9

(14√𝑡) = 14√9 = 42 

lim
𝑡→9

(
𝑡 − 9

𝑡2 − 81
) = lim

𝑡→9
(

1

2𝑡
) =

1

2(9)
=

𝟏

𝟏𝟖
 

 

lim
𝑡→9

(𝑡2 + 1) = 92 + 1 = 𝟖𝟐 

 
 

lim
𝑡→5

𝑟(𝑡)⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = lim
𝑡→9

[(
7𝑡 − 63

√𝑡 − 3
) 𝑖̂ +

𝑡 − 9

𝑡2 − 81
𝑗̂  − (𝑡2 + 1)�̂�] = 𝟒𝟐�̂� +

𝟏

𝟏𝟖
𝒋̂ − 𝟖𝟐�̂� 

 

d) 𝑟(𝑡) = (
8𝑡2−5𝑡+1

2𝑡2−10𝑡+9
) 𝑖̂ +

9𝑡2−5𝑡+6

−3𝑡2−8
𝑗̂  − (𝑒−7𝑡 + 14)�̂�   Calcular   lim

𝑡→∞
𝑟(𝑡) = 

 

Solución: 

lim
𝑡→∞

𝑟(𝑡) =¿ ? 

 
 

lim
𝑡→∞

𝑟 (𝑡) = lim
𝑡→∞

[(
8𝑡2 − 5𝑡 + 1

2𝑡2 − 10𝑡 + 9
) 𝑖̂ +

9𝑡2 − 5𝑡 + 6

−3𝑡2 − 8
𝑗̂  − (𝑒−7𝑡 + 14)�̂�] 

23
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      Indeterminación           Indeterminación 
 

= (
8(∞)2 − 5(∞) + 1

2(∞)2 − 10(∞) + 9
) 𝑖̂ +

9(∞)2 − 5(∞) + 6

−3(∞)2 − 8
𝑗̂  − (𝑒−7(∞) + 14)�̂� 

 

Se selecciona el término de mayor grado tanto del numerado como del denominador 
para obtener los límites de la primer y segunda componente: 

 

lim
𝑡→∞

[(
8𝑡2

2𝑡2
) 𝑖̂ +

9𝑡2

−3𝑡2
𝑗̂  − (𝑒−7𝑡 + 14)�̂�] = lim

𝑡→∞
[(4)𝑖̂ − 3𝑗̂  − (𝑒−7(∞) + 14)�̂�] 

0 

= 4𝑖̂ − 3𝑗̂ − (𝑒−∞ + 14)�̂� 

 

= 𝟒�̂� − 𝟑𝒋̂  − 𝟏𝟒�̂� 

 

EJEMPLO 4 

Determina para qué valor o valores la siguiente función vectorial es continua: 

�⃗⃗�(𝒕) = (
𝟒𝒕 + 𝟑

𝟓𝒕 − 𝟏
) �̂� + 𝒆𝟒𝒕𝒋̂  − (𝒕𝟐 − 𝟔)�̂� 

Solución: 

Se analiza cada una de las componentes para determinar su respectiva continuidad: 

𝒙 =
𝟒𝒕 + 𝟑

𝟓𝒕 − 𝟏
 

La componente en x es continua en todos los reales excepto cuando 𝑡 =
1

5
 que es 

el valor para el cual el denominador es cero. 

 

𝒚 = 𝒆𝟒𝒕 
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La componente en y es continua en todos los reales. Finalmente, analizamos la 
componente z: 

𝑧 = −(𝒕𝟐 − 𝟔) 

 

La componente en z es continua en todos los reales. 

 

Por lo tanto, la función vectorial es continua en: 

 

𝒕  ∈     𝑹 − {
𝟏

𝟓
} 

 

 

  

2
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2.4 Derivada de una función vectorial, vector tangente a una curva y 
velocidad. 

Derivada de una función vectorial 

 

𝒓 ⃗⃗ ⃗  (𝒕)′ =
𝒅

𝒅𝒕
(�⃗⃗�(𝒕)) =< 𝒙  (𝒕)′ , 𝒚 (𝒕)′ , 𝒛  (𝒕)′ > 

 

EJEMPLO 1 

Calcular 𝒓 ⃗⃗ ⃗  (𝒕)′ : 

 

𝒓 ⃗⃗ ⃗  (𝒕)′ =
𝒅

𝒅𝒕
(�⃗⃗�(𝒕)) =< 𝒙  (𝒕)′ , 𝒚 (𝒕)′ , 𝒛  (𝒕)′ > 

 
 

a) 𝒓(𝒕)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = (
𝟒𝒕+𝟑

𝟓𝒕−𝟏
) �̂� + 𝒆𝟒𝒕𝒋̂  − (𝒕𝟐 − 𝟔)�̂�           𝒓  (𝒕)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =¿ ?   

 

Solución: 

𝒅

𝒅𝒙
(

𝒖

𝒗
) =

𝒗𝒖′ − 𝒖𝒗′

𝒗𝟐
 

 

𝑟  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (
(5𝑡 − 1)(4) − (4𝑡 + 3)(5)

(5𝑡 − 1)2
) 𝑖̂ + 4𝑒4𝑡𝑗̂  − (2𝑡)�̂� 

 

�⃗⃗�  (𝒕)′ = −
𝟏𝟗

(𝟓𝒕 − 𝟏)𝟐
�̂� + 𝟒𝒆𝟒𝒕𝒋̂  − 𝟐𝒕�̂� 

 

 

1
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Interpretación geométrica de la derivada 

La derivada de una función vectorial en un punto t es un vector tangente a la curva, 
además nos indica el sentido de la trayectoria. 

EJEMPLO 2 

�⃗⃗�(𝒕) =< 𝒕𝟐, 𝒕 > ;    𝒕 = 𝟐 

Solución: 

𝑟 (𝑡)′ =< 2𝑡, 1 >     𝑉𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑎 𝑟(𝑡)⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

Gráfica: 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 3 

Calcular un conjunto de ecuaciones paramétricas para la recta tangente a la curva: 

𝑟(𝑡) =<
1

2
𝑡2, 𝑡, 𝑡2 >   en 𝑡 = 1 

Solución: 

Para determinar las ecuaciones paramétricas de la recta es necesario un punto 
sobre la recta y un vector paralelo a la recta, por lo tanto, se evalua 𝑟(1) para 

obtener el punto sobre la recta y se deriva 𝑟(𝑡)⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ para obtener el vector tangente, esto 
es, �⃗� = 𝑟 (1)′   

 

 

𝑟′(−3)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =< −6,1 > 

𝑟′(0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ =< 0,1 > 

𝑟′(2)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ =< 4,1 > 

 

 

2

5
8

29
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𝑟(1) =<
12

2
, 1, 12 > = <

1

2
, 1,1 > 

 

Por lo tanto, el punto de tangencia es:      (
𝟏

𝟐
, 𝟏, 𝟏) 

Ahora calculamos �⃗� = 𝑟 (1)′ : 

𝑟(𝑡) =<
1

2
𝑡2, 𝑡, 𝑡2 > 

   𝑟 (𝑡)′ =< 𝑡, 1,2𝑡 > 

𝑟 (1)′ =< (1), 1,2(1) > = < 𝟏, 𝟏, 𝟐 > 

 

Ya podemos obtener un conjunto de ecuaciones para recta: 

 

 

 

 

 

 

 

Velocidad y aceleración: 

𝑉𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑:                 �⃗� =
𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝑟 (𝑡)′  

𝐴𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛:               �⃗� =
𝑑�⃗�

𝑑𝑡
=  �⃗� ′ (𝑡) =

𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
= 𝑟 (𝑡)′′  

𝑅𝑎𝑝𝑖𝑑𝑒𝑧:         ‖�⃗�‖ = ‖𝑟 (𝑡)′ ‖  

 

𝑥 = 𝑥0 + 𝑎𝑡              𝒙 =  
𝟏

𝟐
+ 𝒕 

𝑦 = 𝑦0 + 𝑏𝑡              𝒚 =  𝟏 + 𝒕 

𝑧 = 𝑧0 + 𝑐𝑡              𝒛 =  𝟏 + 𝟐𝒕 

 

 

1

1
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2.5 Segunda derivada, aceleración, segunda Ley de Newton. 

La segunda derivada de una función vectorial se obtiene derivando dos veces la 
función y se puede interpretar como la aceleración. 

 

𝐴𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛:               �⃗� =
𝑑�⃗�

𝑑𝑡
=  �⃗� ′ (𝑡) =

𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
= 𝑟 (𝑡)′′  

 

EJEMPLO 1 

Un móvil se mueve a través de la trayectoria   𝑟(𝑡) =<
1

2
𝑡2, 𝑡, 𝑡2 >. Determina la 

aceleración en 𝑡 = 2 

 

Solución: 

𝑟(𝑡) =<
1

2
𝑡2, 𝑡, 𝑡2 > 

𝑟 ′(𝑡)
=< 𝑡, 1,2𝑡 > 

𝑟 (𝑡)′′ =< 1,0,2 > 

 

Por lo tanto,  �⃗�(1) es: 

�⃗⃗⃗� (𝟏) =< 𝟏, 𝟎, 𝟐 > 

 

A continuación, se muestra la gráfica correspondiente realizada en CalcPlot3D (Ver 
ANEXO A) 

5

19
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2.6 Integración de una función vectorial y longitud de arco en 
coordenadas cartesianas. (Áreas se verá con menor importancia) 

Integral de una función vectorial 

 

∫ �⃗⃗�(𝒕)
𝒃

𝒂

𝒅𝒕 = ∫ < 𝒙(𝒕), 𝒚(𝒕), 𝒛(𝒕) >
𝒃

𝒂

𝒅𝒕 = 〈∫ 𝒙(𝒕)
𝒃

𝒂

𝒅𝒕, ∫ 𝒚(𝒕)
𝒃

𝒂

𝒅𝒕, ∫ 𝒛(𝒕)
𝒃

𝒂

𝒅𝒕〉 

 

EJEMPLO 1 

Calcular la siguiente integral: 

�⃗⃗�(𝒕) = (
𝟒

𝟓𝒕−𝟏
) �̂� + 𝒆𝟒𝒕𝒋̂  − (𝒕𝟐 − 𝟔)�̂�           ∫ �⃗⃗� (𝒕)𝒅𝒕 =¿ ?   

 

Solución: 

 

∫ 𝑟 (𝑡)𝑑𝑡 = ∫ (
4

5𝑡 − 1
𝑑𝑡) 𝑖̂ + ∫(𝑒4𝑡𝑑𝑡)𝑗̂ − ∫((𝑡2 − 6)𝑑𝑡)�̂� 

 

∫ 𝑟 (𝑡)𝑑𝑡 =
4

5
∫ (

5

5𝑡 − 1
𝑑𝑡) 𝑖̂ +

1

4
∫(𝑒4𝑡4𝑑𝑡)𝑗̂ − ∫((𝑡2 − 6)𝑑𝑡)�̂� 

 

∫ 𝑟 (𝑡)𝑑𝑡 = (
4

5
ln|5𝑡 − 1| + 𝐶𝑥) 𝑖̂ + (

𝑒4𝑡

4
+ 𝐶𝑦) 𝑗̂ − (

𝑡3

3
− 6𝑡 + 𝐶𝑧) �̂� 

 

∫ 𝑟 (𝑡)𝑑𝑡 =
4

5
ln|5𝑡 − 1| 𝑖̂ +

𝑒4𝑡

4
𝑗̂ − (

𝑡3

3
− 6𝑡) �̂� + (𝐶𝑥𝑖̂ + 𝐶𝑦𝑗̂ − 𝐶𝑧�̂�) 

 

1

9

33
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∫ 𝑟 (𝑡)𝑑𝑡 =
𝟒

𝟓
𝐥 𝐧|𝟓𝒕 − 𝟏| �̂� +

𝒆𝟒𝒕

𝟒
𝒋̂ − (

𝒕𝟑

𝟑
− 𝟔𝒕) �̂� + �⃗⃗⃗� 

 

 EJEMPLO 2 

 Calcular la 𝑟(𝑡) sí se sabe que: 

�⃗⃗⃗� =< 𝟐𝒕, 𝟑, 𝒕𝟑 >, �⃗⃗⃗�(𝟏) =< 𝟔, 𝟐, 𝟑 >  𝒚   �⃗⃗�(𝟐) =< 𝟏𝟎, 𝟓, −𝟐 >  

 

Solución: 

Sabemos que:    �⃗� = �⃗�′(𝑡) 

 

�⃗� = ∫ �⃗� 𝑑𝑡 = ∫ < 2𝑡, 3, 𝑡3 > 𝑑𝑡 =< 𝑡2, 3𝑡,
𝑡4

4
> +𝐶1

⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

�⃗�(𝑡) =< 𝑡2, 3𝑡,
𝑡4

4
> +𝐶1

⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

Para determinar el valor de 𝐶1
⃗⃗⃗⃗⃗  se utiliza, respectivamente, una de las condiciones 

dadas: 

 

�⃗�(1) =< 6,2,3 > 

 

�⃗�(1) =< 12, 3(1),
14

4
> +𝐶1

⃗⃗⃗⃗⃗ =< 6,2,3 > 

𝐶1
⃗⃗⃗⃗⃗ =< 6,2,3 > −< 12, 3(1),

14

4
> 
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𝐶1
⃗⃗⃗⃗⃗ =< 6,2,3 > −< 1,3,

1

4
> 

𝑪𝟏
⃗⃗ ⃗⃗⃗ =< 𝟓, −𝟏,

𝟏𝟏

𝟒
> 

�⃗�(𝑡) =< 𝑡2, 3𝑡,
𝑡4

4
> +𝐶1

⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑣(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ =< 𝑡2, 3𝑡,
𝑡4

4
> +< 5, −1,

11

4
> 

𝑣(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ =< 𝑡2 + 5,3𝑡 − 1,
𝑡4

4
+

11

4
> 

 

Sabemos que 𝑣(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑟  (𝑡)′ : 

 

𝑟(𝑡) = ∫ �⃗�(𝑡) 𝑑𝑡 = ∫ < 𝑡2 + 5,3𝑡 − 1,
𝑡4

4
+

11

4
> 𝑑𝑡 

 

𝑟(𝑡)⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =<
𝑡3

3
+ 5𝑡,

3𝑡2

2
− 𝑡,

𝑡5

20
+

11

4
𝑡 > + 𝐶2

⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

Para determinar el valor de 𝐶2
⃗⃗⃗⃗⃗ se utiliza la otra condición dada: 

 

𝑟(2) =< 10,5, −2 > 

𝑟(2) =<
23

3
+ 5(2),

3(2)2

2
− (2),

(2)5

20
+

11

4
(2) > +𝐶2

⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑟(2) =<
38

3
, 4,

71

10
> +𝐶2

⃗⃗⃗⃗⃗ =< 10,5, −2 > 
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𝐶2
⃗⃗⃗⃗⃗ =< 10,5, −2 > −<

38

3
, 4,

71

10
> 

𝑪𝟐
⃗⃗ ⃗⃗⃗ =< −

𝟖

𝟑
, 𝟏, −

𝟗𝟏

𝟏𝟎
> 

𝑟(𝑡) =<
𝑡3

3
+ 5𝑡,

3𝑡2

2
− 𝑡,

𝑡5

20
+

11

4
𝑡 > +𝐶2

⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑟(𝑡) =<
𝑡3

3
+ 5𝑡,

3𝑡2

2
− 𝑡,

𝑡5

20
+

11

4
𝑡 > +< −

8

3
, 1, −

91

10
> 

 

�⃗⃗�(𝒕) =<
𝒕𝟑

𝟑
+ 𝟓𝒕 −

𝟖

𝟑
,
𝟑𝒕𝟐

𝟐
− 𝒕 + 𝟏,

𝒕𝟓

𝟐𝟎
+

𝟏𝟏

𝟒
𝒕 −

𝟗𝟏

𝟏𝟎
> 

 

Tiro Parabólico 

Un cuerpo que es lanzado en tiro parabólico con velocidad inicial vo y con un ángulo 
de elevación θ va disminuyendo su velocidad en y hasta llegar a cero y alcanzar su 
altura máxima e inmediatamente inicia su descenso para llegar al suelo con un 
alcance x.    

A continuación, se deducen la fórmulas o componentes de la función vectorial que 
describe la trayectoria, utilizando la segunda ley de Newton y aplicando la 
integración de la función vectorial. 

  

 

 

 

 

 

 
Esta foto de Autor desconocido está bajo licencia CC BY-SA 

x ( t ) = A l c a n c e 

𝑟(0) = 𝑟0⃗⃗⃗⃗ = ℎ0 𝑗 ̂

�⃗⃗�(𝒕) =¿ ? 

2

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Projetil2n.svg
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
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Componentes de la Velocidad Inicial (Velocidad de lanzamiento): 

𝑣0𝑥 = 𝑣0𝑐𝑜𝑠𝜃 

𝑣0𝑦 = 𝑣0𝑠𝑒𝑛𝜃 

𝑣0⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑣0𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖̂ + 𝑣0𝑠𝑒𝑛𝜃𝑗̂ 

Condiciones Iniciales: 

𝑟(0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑟0⃗⃗⃗⃗ = ℎ0𝑗̂ 

𝑣(0)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑣0⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑣0𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖̂ + 𝑣0𝑠𝑒𝑛𝜃𝑗̂ 

 

Utilizamos la segunda ley de Newton: 

 

𝐹𝑛𝑒𝑡𝑎
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑚�⃑� 

𝐹𝑛𝑒𝑡𝑎
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑃𝑒𝑠𝑜 

𝐹𝑛𝑒𝑡𝑎
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = �⃗⃗⃗⃗� 

𝐹𝑛𝑒𝑡𝑎
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = −𝑚𝑔𝑗 ̂

�⃗� = 𝑚�⃑� 

−𝑚𝑔𝑗̂ = 𝑚�⃑� 

 

�⃑⃗⃗� = −𝒈𝒋 ̂

�⃑� = 𝑣  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑣(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = ∫ �⃑� 𝑑𝑡 = ∫ −𝒈𝒋̂ 𝑑𝑡 

𝑣(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = −𝑔𝑡𝑗̂ + 𝐶1
⃗⃗⃗⃗⃗ 

35
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𝑣(0)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑣0⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑣0𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖̂ + 𝑣0𝑠𝑒𝑛𝜃𝑗̂ 

𝑣(0)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −𝑔(0)𝑗̂ + 𝐶1
⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑣0𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖̂ + 𝑣0𝑠𝑒𝑛𝜃𝑗̂ 

𝑪𝟏
⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝒗𝟎𝒄𝒐𝒔𝜽�̂� + 𝒗𝟎𝒔𝒆𝒏𝜽𝒋̂ 

𝑣(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = −𝑔𝑡𝑗̂ + 𝐶1
⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑣(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = −𝑔𝑡𝑗̂ + (𝑣0𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖̂ + 𝑣0𝑠𝑒𝑛𝜃𝑗̂) 

𝑣(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑣0𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖̂ + (−𝑔𝑡 + 𝑣0𝑠𝑒𝑛𝜃)𝑗̂ 

 

𝑣(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑟  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

𝑟(𝑡)⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ∫ �⃑� 𝑑𝑡 = ∫(𝑣0𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖̂ + (−𝑔𝑡 + 𝑣0𝑠𝑒𝑛𝜃)𝑗̂) 𝑑𝑡 

𝑟(𝑡)⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑣0𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑡 𝑖̂ + (−
𝑔𝑡2

2
+ 𝑣0𝑠𝑒𝑛𝜃 𝑡) 𝑗̂ + 𝐶2

⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑟(0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑟0⃗⃗⃗⃗ = ℎ0𝑗̂ 

𝑟(0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑣0𝑐𝑜𝑠𝜃(0) 𝑖̂ + (−
𝑔(0)2

2
+ 𝑣0𝑠𝑒𝑛𝜃(0)) 𝑗̂ + 𝐶2

⃗⃗⃗⃗⃗ = ℎ0𝑗̂ 

𝑪𝟐
⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝒉𝟎𝒋̂ 

𝑟(𝑡)⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑣0𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡𝑖̂ + (−
𝑔𝑡2

2
+ 𝑣0𝑠𝑒𝑛𝜃𝑡) 𝑗̂ + 𝐶2

⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑟(𝑡)⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑣0𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡 𝑖̂ + (−
𝑔𝑡2

2
+ 𝑣0𝑠𝑒𝑛𝜃𝑡) 𝑗̂ + ℎ0𝑗̂ 

 

𝒓(𝒕)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝒗𝟎𝒄𝒐𝒔𝜽𝒕 �̂� + (−
𝒈𝒕𝟐

𝟐
+ 𝒗𝟎𝒔𝒆𝒏𝜽𝒕 + 𝒉𝟎) 𝒋̂ 

7
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𝑥  (𝑡)′ = 𝑣𝑥(𝑡) = 𝑣0𝑐𝑜𝑠𝜃      →         𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒   

Formulas a utilizar:  

𝑥 = (𝑣𝑜𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑡 

𝑦 = −
𝑔𝑡2

2
+ (𝑣𝑜𝑠𝑒𝑛𝜃)𝑡 + ℎ𝑜 

𝑡𝑚𝑎𝑥 =
𝑣𝑜𝑠𝑒𝑛𝜃

𝑔
       tiempo en alcanzar la altura máxima       

𝑦𝑚𝑎𝑥 =
(𝑣𝑜𝑠𝑒𝑛𝜃)2

2𝑔
+ ℎ𝑜         altura máxima       

Deduciendo expresiones para tiempo en alcanzar la altura máxima y altura máxima: 

 

 

 

 

 

Como en el máximo de la curva 𝑦 =′ 𝑣𝑦 = 0, se tiene: 

𝑦 = −
𝑔𝑡2

2
+ (𝑣𝑜𝑠𝑒𝑛𝜃)𝑡 + ℎ𝑜 

𝑦 =′ 0 

𝑦 ′ = −𝑔𝑡 + 𝑣𝑜𝑠𝑒𝑛𝜃 = 0 

𝒙(𝒕) = 𝒗𝟎𝒄𝒐𝒔𝜽 𝒕  

𝒚(𝒕) = −
𝒈𝒕𝟐

𝟐
+ 𝒗𝟎𝒔𝒆𝒏𝜽𝒕 + 𝒉𝟎 

 

�⃗⃗⃗�(𝒕) =< 𝒗𝒙, 𝟎 > 

𝒉𝒎𝒂𝒙 

ℎ0  
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𝒕 =
𝒗𝒐𝒔𝒆𝒏𝜽

𝒈
       𝑻𝒊𝒆𝒎𝒑𝒐 𝒆𝒏 𝒂𝒍𝒄𝒂𝒏𝒛𝒂𝒓 𝒍𝒂 𝒂𝒍𝒕𝒖𝒓𝒂 𝒎á𝒙𝒊𝒎𝒂 

Por lo tanto, la altura máxima se obtiene sustituyendo el tiempo en y: 

 

𝑦𝑚𝑎𝑥 = 𝑦(𝑡𝑚𝑎𝑥) = 𝑦 (
𝑣𝑜𝑠𝑒𝑛𝜃

𝑔
) 

𝑦 = −
𝑔𝑡2

2
+ (𝑣𝑜𝑠𝑒𝑛𝜃)𝑡 + ℎ𝑜 

𝑦 = −
𝑔 (

𝑣𝑜𝑠𝑒𝑛𝜃
𝑔

)
2

2
+ (𝑣𝑜𝑠𝑒𝑛𝜃) (

𝑣𝑜𝑠𝑒𝑛𝜃

𝑔
) + ℎ𝑜 

 

𝑦 = −
(𝑣𝑜𝑠𝑒𝑛𝜃)2

2𝑔
+

(𝑣𝑜𝑠𝑒𝑛𝜃)2

𝑔
+ ℎ𝑜 

 

𝒚𝒎𝒂𝒙 =
(𝒗𝒐𝒔𝒆𝒏𝜽)𝟐

𝟐𝒈
+ 𝒉𝒐         𝑨𝒍𝒕𝒖𝒓𝒂 𝒎á𝒙𝒊𝒎𝒂 

 

EJEMPLO 3 

Determinar la altura máxima y el alcance de un proyectil disparado desde una altura 
de 1.5 metros sobre el nivel del suelo con una velocidad inicial de 280 metros por 
segundo y con un ángulo de 40o sobre la horizontal. 

Solución: 

Se tiene que:  

ℎ𝑜 = 1.5 𝑚 

𝜃 = 40𝑜 

ℎ0 = 1.5 𝑚 
𝑦𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 = 0 𝑚 

𝑥𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 = 𝐴𝑙𝑐𝑎𝑛𝑐𝑒 =¿ ? 

𝑣0 = 280 𝑚/𝑠 

𝜃 = 40° 

1
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𝑣0 =  280
𝑚

𝑠
 

𝑔 =  9.81
𝑚

𝑠2
 

Para altura máxima: 

 

𝑦𝑚𝑎𝑥 =
(𝑣𝑜𝑠𝑒𝑛𝜃)2

2𝑔
+ ℎ𝑜  =

(280𝑠𝑒𝑛40𝑂)2

2 (
9.81𝑚

𝑠2 )
+ 1.5 = 𝟏𝟔𝟓𝟐. 𝟓𝟐𝒎 

 

Para alcance máximo: 

 

 

 

  

 

 

Primero es necesario calcular el tiempo en el que el proyectil choca con el piso, esto 
es cuando  𝑦 = 0 𝑚: 

𝑦 = −
𝑔𝑡2

2
+ (𝑣𝑜𝑠𝑒𝑛𝜃)𝑡 + ℎ𝑜 = 0 

−

9.81𝑚
𝑠2𝑡2

2
+ (280𝑠𝑒𝑛40𝑂)𝑡 + 1.5 = 0 

−4.905𝑡2 + 179.98𝑡 + 1.5 = 0 
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Resolviendo: 

𝑡 =
−179.98 ± √(179.98)2 − 4(−4.905)(1.5)

2(4.905)
 

𝑡 =
−179.98 ± 180.06

2(−4.905)
 

Descartando el resultado negativo de t, se tiene el tiempo en que el proyectil tarda 
en chocar con el piso: 

𝑡 =
−179.98 − 180.06

2(−4.905)
 

𝒕 = 𝟑𝟔. 𝟕𝒔 

Finalmente, se calcula el alcance sustituyendo el tiempo que el objeto permanece 
en el aire: 

𝑥 = (𝑣𝑜𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑡 = (280𝑐𝑜𝑠40𝑜)(36.7) 

𝒙 = 𝟕𝟖𝟕𝟏. 𝟖𝟕𝒎 

 

Ejemplo 4: 

Un objeto es lanzado con una velocidad de 980 pies/s hacia un blanco a 2500 pies 
de distancia. Determine el ángulo mínimo de elevación del arma. 

Solución: 

Se tiene que:  

𝑣𝑜 = 980
𝑝𝑖𝑒𝑠

𝑠
 

ℎ𝑜 = 0 𝑝𝑖𝑒𝑠 

𝑦𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 = 0 𝑝𝑖𝑒𝑠                                                     

𝑥𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 = 2500 𝑝𝑖𝑒𝑠 

ℎ0 = 0 𝑓𝑡 

𝑥𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 = 2500 𝑓𝑡 

𝑣0 = 980 𝑓𝑡/𝑠 

(𝑥𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 , 𝑦𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙) = (2500,0) 𝜃 =¿ ? 

1 6
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𝑔 = 32
𝑝𝑖𝑒𝑠

𝑠2
 

Con los datos anteriores que tenemos: 

𝑥 = (𝑣𝑜𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑡 = (980𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑡 

𝑥 = (980𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑡 = −
𝑔𝑡2

2
+ (𝑣𝑜𝑠𝑒𝑛𝜃)𝑡 + ℎ𝑜 = −

32𝑡2

2
+ (980𝑠𝑒𝑛𝜃)𝑡 + 0  

𝑦 = −16𝑡2 + (980𝑠𝑒𝑛𝜃)𝑡 

 

Cuando el proyectil pega en el blanco    𝑥𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 = 2500 𝑝𝑖𝑒𝑠    𝑦      𝑦𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 = 0 𝑝𝑖𝑒𝑠 

𝑥𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 = 2500 𝑝𝑖𝑒𝑠     

𝑥 = (980𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑡      esto es        2500 = (980𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑡 despejando 𝑡: 

𝑡 =
2500

980𝑐𝑜𝑠𝜃
 

 

𝑦𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 = 0 𝑝𝑖𝑒𝑠 

 

𝑦 = −16𝑡2 + (980𝑠𝑒𝑛𝜃)𝑡      esto es      0 = −16𝑡2 + (980𝑠𝑒𝑛𝜃)𝑡  al sustituír 𝑡  se 
tiene: 

−16 (
2500

980𝑐𝑜𝑠𝜃
)

2

+ (980𝑠𝑒𝑛𝜃) (
2500

980𝑐𝑜𝑠𝜃
) = 0 

−104.12

(𝑐𝑜𝑠𝜃)2
+ 2500

𝑠𝑒𝑛𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜃
= 0 

(
−104.12

(𝑐𝑜𝑠𝜃)2
+ 2500 

𝑠𝑒𝑛𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜃
= 0) (𝑐𝑜𝑠𝜃)2 

−104.12 + 2500𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0 
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2500𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 = 104.12 

2 ∗ 1250𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 = 104.12 

2𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 =
104.12

1250
= 0.0833 

 

Aplicamos la identidad      2𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑠𝑒𝑛(2𝜃)𝑒𝑛(2𝜃) = 0.0833 

2𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 (0.0833) 

𝜃 =
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 (0.0833)

2
= 𝟐. 𝟑𝟗𝒐 

 

A continuación, se analiza si es el único ángulo (0° < 𝜃 < 90°)  que cumpla con las 
condiciones del problema: 

 

 

 

 

 

 

 

Para obtener el valor de 𝜃2  se resta a medio periodo (
𝑇

2
=

𝜋

2
)   𝜃1 = 0.0417 

aprovechando la simetría: 

 

 

𝜃1 = 2.39° = 0.0417 

𝜃2 =¿ ? 

𝑦 = 0.0833 

𝑇 = 𝜋 
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𝜃2 =
𝜋

2
− 0.0417 = 1.529 = 𝟖𝟕. 𝟔𝟏° 

 

Como no se pide el ángulo mínimo, entonces respuesta es: 

𝜽 = 𝟐. 𝟑𝟗𝒐 

 

Otra forma de resolverlo es: 

−104.12

(𝑐𝑜𝑠𝜃)2
+ 2500 

𝑠𝑒𝑛𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜃
= 0 

−104.12 + 2500𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0 

 

𝑠𝑒𝑛2𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃 = 1           𝑠𝑒𝑛2𝜃 = 1 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃  ∴    𝑠𝑒𝑛𝜃 = √1 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃   

 

−104.12 + 2500 (√1 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃) 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0 

2500√1 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 = 104.12 

(2500√1 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 = 104.12)
2

 

6250000(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃)𝑐𝑜𝑠2𝜃 = 10840.97 

6250000𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 6250000𝑐𝑜𝑠4𝜃 = 10840.97 

𝑇

2
=

𝜋

2
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0 = 6250000𝑐𝑜𝑠4𝜃 − 6250000𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 10840.97 

𝑐𝑜𝑠2𝜃 =
−(−6250000) ± √(−6250000)2 − 4(6250000)(10840.97)

2(6250000)
 

𝑐𝑜𝑠2𝜃 =
6250000 ± 6228280.32

12500000
 

𝑐𝑜𝑠2𝜃 =
6250000 + 6228280.32

12500000
= 0.9983 

 

𝑐𝑜𝑠𝜃 = √0.9983 = 0.9991       ∴        𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(0.9991) = 𝟐. 𝟑𝟒° 

 

𝑐𝑜𝑠2𝜃 =
6250000 − 6228280.32

12500000
= 0.0017 

 

𝑐𝑜𝑠𝜃 = √0.0017 = 0.0417       ∴        𝜃 = arccos(0.0417) = 𝟖𝟕. 𝟔𝟏°or lo tanto, el 
ángulo mínimo de elevación del arma es 1.91o 

 

Longitud de Arco: 

Una forma de aproximar la longitud de arco es construir triángulos rectángulos y 
calcular la hipotenusa, al sumar las hipotenusas estaremos aproximando el valor de 
la longitud de arco: 

 

 

 

 

 

 

𝐿 

𝑑𝐿 

𝑑𝐿 

𝑑𝑥 

𝑑𝐿 𝑑𝑦 

𝑡 = 𝑎 

𝑡 = 𝑏 

1

1
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𝑑𝐿2 = 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 

𝑑𝐿 = √𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 

∑ 𝑑𝐿 = 𝐿 

𝐿 = ∫ 𝑑𝐿
𝑏

𝑎

= ∫ √𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2
𝑏

𝑎

 = ∫ √𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2
𝑏

𝑎

𝑑𝑡

𝑑𝑡
 

 

𝐿 = ∫ 𝑑𝐿
𝑏

𝑎

= ∫ √
𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2

𝑑𝑡2

𝑏

𝑎

 𝑑𝑡 

𝐿 = ∫ √
𝑑𝑥2

𝑑𝑡2
+

𝑑𝑦2

𝑑𝑡2

𝑏

𝑎

 𝑑𝑡 

 

𝐿 = ∫ √(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)

2𝑏

𝑎

 𝑑𝑡       𝑒𝑛   ℝ2 

 

𝐿 = ∫ ‖𝑟  (𝑡)′ ‖
𝑏

𝑎

 𝑑𝑡 = ∫ ‖�⃗�‖
𝑏

𝑎

 𝑑𝑡 

 

𝐿 = ∫ √(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)

2

+ (
𝑑𝑧

𝑑𝑡
)

2𝑏

𝑎

 𝑑𝑡       𝑒𝑛   ℝ3 

 

𝐿 = ∫ ‖𝑟 ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑡)‖
𝑏

𝑎

 𝑑𝑡 = ∫ ‖�⃗�‖
𝑏

𝑎

 𝑑𝑡 

4

11
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De forma similar podemos obtener la fórmula utilizada en Cálculo Integral: 

𝐿 = ∫ 𝑑𝐿
𝑏

𝑎

= ∫ √𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2
𝑏

𝑎

= ∫ √𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2
𝑏

𝑎

 
𝑑𝑥

𝑑𝑥
= ∫ √

𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2

𝑑𝑥2

𝑏

𝑎

 𝑑𝑥 

 

𝐿 = ∫ √(
𝑑𝑥

𝑑𝑥
)

2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2𝑏

𝑎

 𝑑𝑥       𝑒𝑛   ℝ2 

 

𝐿 = ∫ √1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2𝑏

𝑎

 𝑑𝑥       𝑒𝑛   ℝ2 

 

Las gráficas de los siguientes ejercicios fueron realizadas con winplot (Ver ANEXO 
C)  

EJEMPLO 5 

Calcular la longitud de arco para  𝒙(𝒕) = 𝒕
𝟑

𝟐⁄ + 𝟒     𝒚    𝒚(𝒕) = 𝟗𝒕      𝟏 ≤ 𝒕 ≤ 𝟒 

 

Solución: 

𝑥  (𝑡)′ =
3

2
𝑡

1
2⁄      𝑦    𝑦  (𝑡)′ = 9 

 

𝐿 = ∫ √(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)

2𝑏

𝑎

 𝑑𝑡 = ∫ √(
3

2
𝑡

1
2⁄ )

2

+ (9)2
4

1

 𝑑𝑡 = ∫ √
9

4
𝑡 + 81

4

1

 𝑑𝑡 

 

4

7

15
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=
4

9
∫ (

9

4
𝑡 + 81)

1
24

1

9

4
 𝑑𝑡 =

4

9
(

9

4
𝑡 + 81)

3
2

(
2

3
) |

4
1

=
8

27
(

9

4
𝑡 + 81)

3
2

|
4
1
 

 

=
8

27
(

9

4
(4) + 81)

3
2

−
8

27
(

9

4
(1) + 81)

3
2

=
8

27
(90

3
2 − (

333

4
)

3
2

) = 𝟐𝟕. 𝟗𝟐 𝒖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Utilizando la fórmula vista en cálculo integral: 

𝐿 = ∫ √1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2𝑏

𝑎

 𝑑𝑥     

𝑥(𝑡) = 𝑡
3

2⁄ + 4  𝑦  𝑦(𝑡) = 9𝑡 

𝑡 = (𝑥 − 4)
2
3        ∴       𝑦 = 9(𝑥 − 4)

2
3 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 6(𝑥 − 4)−

1
3 

𝑆𝑖   1 ≤ 𝑡 ≤ 4  

𝑥(𝑡) = 𝑡
3

2⁄ + 4        𝑦       𝑦(𝑡) = 9𝑡 

𝒕 = 𝟏 

𝒕 = 𝟒 

18
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𝑥(1) = (1)
3

2⁄ + 4 = 𝟓         

𝑥(4) = (4)
3

2⁄ + 4 = 𝟏𝟐 

        ∴     𝟓 < 𝒙 < 𝟏𝟐       

𝑳 = ∫ √𝟏 + (
𝒅𝒚

𝒅𝒙
)

𝟐𝒃

𝒂

 𝒅𝒙 

𝐿 = ∫ √1 + (6(𝑥 − 4)−
1
3)

212

5

 𝑑𝑥 

𝐿 = ∫ √1 + 36(𝑥 − 4)−
2
3

12

5

 𝑑𝑥 

𝐿 = ∫ √1 +
36

(𝑥 − 4)
2
3

12

5

 𝑑𝑥 

𝐿 = ∫ √
(𝑥 − 4)

2
3 + 36

(𝑥 − 4)
2
3

12

5

 𝑑𝑥 

𝐿 = ∫
√(𝑥 − 4)

2
3 + 36

(𝑥 − 4)
1
3

12

5

 𝑑𝑥 

𝑢 = (𝑥 − 4)2/3 + 36 

𝑑𝑢 =
2

3
(𝑥 − 4)−1/3𝑑𝑥 =

2

3(𝑥 − 4)1/3
𝑑𝑥 

𝐿 =
3

2
∫ ((𝑥 − 4)

2
3 + 36)

1
2

12

5

(
2

3(𝑥 − 4)
1
3

 𝑑𝑥) 

𝐿 =
3

2
((𝑥 − 4)

2
3 + 36)

3
2 2

3
|
12
5
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𝐿 = ((𝑥 − 4)
2
3 + 36)

3
2

|
12
5

 

𝐿 = ((12 − 4)
2
3 + 36)

3
2

− ((5 − 4)
2
3 + 36)

3
2
 

𝐿 = (40)
3
2 − (37)

3
2 = 𝟐𝟕. 𝟗𝟐 𝒖 

Otra forma de resolverlo es: 

𝑳 = ∫ √𝟏 + (
𝒅𝒚

𝒅𝒙
)

𝟐𝒃

𝒂

 𝒅𝒙     

𝒙(𝒕) = 𝒕
𝟑

𝟐⁄ + 𝟒  𝒚  𝒚(𝒕) = 𝟗𝒕 

𝑥  (𝑡)′ =
3

2
𝑡

1
2⁄      𝑦    𝑦  (𝑡)′ = 9 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦  (𝑡)′

𝑥  (𝑡)′  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

9

3
2 𝑡

1
2⁄

=
6

𝑡
1

2⁄
 

𝒙(𝒕) = 𝒕
𝟑

𝟐⁄ + 𝟒   

𝒙  (𝒕)′ =
𝟑

𝟐
𝒕

𝟏
𝟐⁄  

𝑑𝑥 =
3

2
𝑡

1
2⁄ 𝑑𝑡 

𝐿 = ∫ √1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2𝑏

𝑎

 𝑑𝑥     

𝐿 = ∫ √1 + (
9

3
2 𝑡

1
2⁄

)

2
4

1

( 
3

2
𝑡

1
2⁄ 𝑑𝑡) 
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𝐿 = ∫ √1 + (
6

𝑡
1

2⁄
)

24

1

( 
3

2
𝑡

1
2⁄ 𝑑𝑡)     

𝐿 =  
3

2
∫ √1 +

36

𝑡

4

1

(𝑡
1

2⁄ 𝑑𝑡) 

𝐿 =  
3

2
∫ √(1 +

36

𝑡
) (𝑡

1
2⁄ )

24

1

𝑑𝑡 

𝐿 =  
3

2
∫ √(1 +

36

𝑡
) (𝑡)

4

1

𝑑𝑡 

𝐿 =  
3

2
∫ √𝑡 + 36

4

1

𝑑𝑡 

𝐿 =  
3

2
∫ (𝑡 + 36)

1
2

4

1

𝑑𝑡 

𝐿 =  
3

2
(𝑡 + 36)

3
2

2

3
|
4
1
 

𝐿 =  (4 + 36)
3
2 − (1 + 36)

3
2 

𝐿 =  40
3
2 − 37

3
2 = 𝟐𝟕. 𝟗𝟐 𝒖 

 

EJEMPLO 6 

Calcular la longitud de arco para  𝒙(𝒕) = 𝟐𝒕𝟐 + 𝟕     𝒚    𝒚(𝒕) = 𝟐𝟓𝒕      𝟎 ≤ 𝒕 ≤ 𝟑 

 

Solución: 

𝑥  (𝑡)′ = 4𝑡     𝑦    𝑦  (𝑡)′ = 25 
46
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𝐿 = ∫ √(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)

2𝑏

𝑎

 𝑑𝑡 = ∫ √(4𝑡)2 + (25)2
3

0

 𝑑𝑡 =
1

4
∫ √16𝑡2 + 252 4𝑑𝑡

3

0

 

 

 

 

 

∫ √𝑢2 ± 𝑎2 𝑑𝑢 =
𝑢

2
√𝑢2 ± 𝑎2 ±

𝑎2

2
𝑙𝑛 |𝑢 + √𝑢2 ± 𝑎2| + 𝐶 

 

𝐿 =
1

4
(

4𝑡

2
√16𝑡2 + 252 +

252

2
𝑙𝑛 |4𝑡 + √16𝑡2 + 252|) |

𝟑
𝟎

 

 

𝐿 =
1

4
(

4(3)

2
√16(3)2 + 252 +

252

2
𝑙𝑛 |4(3) + √16(3)2 + 252|)

−
1

4
(

4(0)

2
√16(0)2 + 252 +

252

2
𝑙𝑛 |4(0) + √16(0)2 + 252|) 

 

𝐿 =
1

4
(6√769 +

625

2
𝑙𝑛|12 + √769|) −

1

4
(

625

2
𝑙𝑛|25|) = 𝟕𝟕. 𝟕𝟗 𝒖 

 

 

 

 

 

 

𝑢2 = 16𝑡2             𝑎2 = 252 

𝑢 = 4𝑡                    𝑎 = 25 

𝑑𝑢 = 4𝑑𝑡 

 

 

 

𝒕 = 𝟎 

𝒕 = 𝟑 
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EJEMPLO 7 

Calcular la longitud de arco para  𝒙(𝒕) =
𝟒

𝟑
𝒕𝟑 + 𝟓     𝒚    𝒚(𝒕) =

𝟏

𝟐
𝒕𝟐       − 𝟏 ≤ 𝒕 ≤ 𝟏 

 

Solución: 

𝒙  (𝒕)′ = 𝟒𝒕 𝟐    𝒚    𝒚  (𝒕)′ = 𝒕 

 

𝐿 = ∫ √(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)

2𝑏

𝑎

 𝑑𝑡 = ∫ √(4𝑡 2)2 + (𝑡)2
1

−1

 𝑑𝑡 = ∫ √16𝑡4 + 𝑡2 𝑑𝑡
1

−1

 

𝐿 = ∫ √𝑡2(16𝑡2 + 1) 𝑑𝑡
1

−1

= ∫ √𝑡2 √16𝑡2 + 1  𝑑𝑡
1

−1

= ∫ 𝑡 √16𝑡2 + 1  𝑑𝑡
1

−1

 

𝐿 =
1

32
∫ 32𝑡 (16𝑡2 + 1)

1
2  𝑑𝑡

1

−1

=
1

32
(16𝑡2 + 1)

3
2 (

2

3
) |

1
−1

 =
1

48
(16𝑡2 + 1)

3
2 |

1
−1

  

 

𝐿 =
1

48
(16(1)2 + 1)

3

2 −
1

48
(16(−1)2 + 1)

3

2 = 0   𝑁𝑂 𝑝𝑢𝑒𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑟 𝐶𝐸𝑅𝑂 

 

Hay que tener en cuenta el concepto de valor absoluto: 

 

√𝒕𝟐 = |𝒕| 

 

|𝒕| = {
𝒕, 𝒕 ≥ 𝟎

−𝒕, 𝒕 < 𝟎
 

Por ejemplo: 

4

55
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|−𝟓| = −(−𝟓) = 𝟓 

|𝟏𝟐| = 𝟏𝟐 

Una vez teniendo presente el concepto de valor absoluto se calculará de nuevo la 
integral sin cometer el error del desarrollo anterior: 

𝐿 = ∫ √(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)

2𝑏

𝑎

 𝑑𝑡 = ∫ √𝑡2 √16𝑡2 + 1  𝑑𝑡
1

−1

= ∫ |𝑡| √16𝑡2 + 1  𝑑𝑡
1

−1

 

 

𝐿 = ∫ −𝑡 √16𝑡2 + 1  𝑑𝑡
0

−1

+ ∫ 𝑡 √16𝑡2 + 1  𝑑𝑡
1

0

 

 

𝐿 = −
1

32
∫ 32𝑡 (16𝑡2 + 1)

1
2  𝑑𝑡

0

−1

+
1

32
∫ 32𝑡 (16𝑡2 + 1)

1
2  𝑑𝑡

1

0

 

 

𝐿 = −
1

48
(16𝑡2 + 1)

3
2 |

0
−1

+
1

48
(16𝑡2 + 1)

3
2 |

1
0

 

 

𝐿 = (−
1

48
(16(0)2 + 1)

3
2 +

1

48
(16(−1)2 + 1)

3
2)

+ (
1

48
(16(1)2 + 1)

3
2 −

1

48
(16(0)2 + 1)

3
2) 

 

𝐿 = −
1

48
+

1

48
(17)

3
2 +

1

48
(17)

3
2 −

1

48
=

2

48
(17)

3
2 −

2

48
=

𝟏

𝟐𝟒
(𝟏𝟕)

𝟑
𝟐 −

𝟏

𝟐𝟒
= 𝟐. 𝟖𝟖 𝒖 

 

 

 

𝒕 = 𝟎 

𝑡 = 1 𝒕 = −𝟏 

4
4
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EJEMPLO 8 

Calcular la longitud de arco para  𝒙(𝒕) = 𝒔𝒆𝒏 (𝟒𝒕)    𝒚    𝒚(𝒕) = 𝟗      𝟎 ≤ 𝒕 ≤ 𝝅 

 

Solución: 

𝒙  (𝒕)′ = 𝟒𝐜𝐨 𝐬(𝟒𝒕)    𝒚    𝒚  (𝒕)′ = 𝟎 

 

𝐿 = ∫ √(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)

2𝑏

𝑎

 𝑑𝑡 = ∫  √(4 cos(4𝑡))2     + 02  𝑑𝑡
𝜋

0

= ∫ 4 cos(4𝑡)  𝑑𝑡
𝜋

0

 

 

𝐿 = 𝑠𝑒𝑛(4𝑡) |
𝜋
0

= 𝑠𝑒𝑛(4𝜋) − 𝑠𝑒𝑛(0) = 𝟎      𝑵𝑶 𝒑𝒖𝒆𝒅𝒆 𝒔𝒆𝒓 𝑪𝑬𝑹𝑶 

 

A continuación, se realiza el análisis de la gráfica para tratar de entender que es lo 
que está causando el resultado cero: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑇 =
2𝜋

4
=

𝜋

2
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Nuevamente se aprecia que hay valores para los cuales la función está por debajo 
del eje x, por lo tanto, nuevamente se aplica el concepto de valor absoluto: 

 

𝐿 = ∫  √(4 cos(4𝑡))2     + 0  𝑑𝑡
𝜋

0

= ∫  |4 cos(4𝑡)|  𝑑𝑡
𝜋

0

 

 

En un ciclo se tienen 4 valores críticos para ubicarlos dividimos el periodo entre 4, 
esto con el objetivo de definir los límites de integración ya que 4cos(4x) tiene valores 
positivos y negativos y esto hace que tengamos que plantear varias integrales: 

𝑻

𝟒
=

𝝅

𝟖
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Como 𝑓(𝑥) = 4 cos(4𝑥) toma valores positivos y negativos de (0, 𝜋), entonces el 
resultado correcto es: 

𝝅

𝟖
 

𝟑𝝅

𝟖
 

𝟓𝝅

𝟖
 

𝟕𝝅

𝟖
 

𝟖𝝅

𝟖
= 𝝅 

𝟔𝝅

𝟖
=

𝟑𝝅

𝟒
 

 

𝟒𝝅

𝟖
=

𝝅

𝟐
 

𝟐𝝅

𝟖
=

𝝅

𝟒
 

𝑻 =
𝝅

𝟐
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= ∫ 4 cos(4𝑡)  𝑑𝑡

𝜋
8

0

+ ∫  −4 cos(4𝑡)  𝑑𝑡

3𝜋
8

𝜋
8

+ ∫ 4 cos(4𝑡)  𝑑𝑡

5𝜋
8

3𝜋
8

+ ∫  −4 cos(4𝑡)  𝑑𝑡

7𝜋
8

5𝜋
8

+ ∫ 4 cos(4𝑡)  𝑑𝑡
𝜋

7𝜋
8

 

 

O bien, se calcula la primera sección positiva que es la correspondiente al intervalo 

de [0,
𝜋

8
] y la multiplicamos por 8 ya que de la gráfica podemos observar que la 

longitud de arco que se desea calcular contiene 8 veces a la primera sección 
positiva: 

 

𝐿 = 𝟖 ∫ 𝟒𝐜𝐨 𝐬(𝟒𝒕)  𝒅𝒕

𝝅
𝟖

𝟎

= 8𝑠𝑒𝑛(4𝑡) |

𝜋

8
0

= 8𝑠𝑒𝑛 (4 (
𝜋

8
)) − 8𝑠𝑒𝑛(4(0))

= 8𝑠𝑒𝑛 (
𝜋

2
) − 8𝑠𝑒𝑛(0) 

𝑳 = 𝟖 𝒖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑡 = 0 

𝑡 = 𝜋 
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EJEMPLO 9 

Calcular la longitud de arco para  𝒙(𝒕) = 𝒕    𝒚    𝒚(𝒕) =
𝒕𝟓

𝟏𝟎
+

𝟏

𝟔𝒕𝟑
      𝟏 ≤ 𝒕 ≤ 𝟐 

 

Solución: 

 

𝒙(𝒕) = 𝒕    𝒚    𝒚(𝒕) =
𝒕𝟓

𝟏𝟎
+

𝟏

𝟔
𝒕−𝟑 

 

𝒙  (𝒕)′ = 𝟏    𝒚    𝒚  (𝒕)′ =
𝑡4

2
−

𝑡−4

2
=

𝑡4

2
−

1

2𝑡4
 

 

(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

= 𝟏 

 

(
𝒅𝒚

𝒅𝒕
)

𝟐

= (
𝑡4

2
−

1

2𝑡4
)

2

=
𝑡8

4
−

1

2
+

1

4𝑡8
=

𝒕𝟏𝟔 − 𝟐𝒕𝟖 + 𝟏

𝟒𝒕𝟖
 

 

𝐿 = ∫ √(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)

2𝑏

𝑎

 𝑑𝑡 = ∫  √(𝟏) + (
𝑡16 − 2𝑡8 + 1

4𝑡8
)   𝑑𝑡

2

1

 

= ∫  √
4𝑡8 + 𝑡16 − 2𝑡8 + 1

4𝑡8
  𝑑𝑡

2

1
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𝐿 = ∫  √
𝑡16 + 2𝑡8 + 1

4𝑡8
  𝑑𝑡

2

1

= ∫  √
(𝑡8 + 1)2

4𝑡8
  𝑑𝑡

2

1

= ∫ | 
(𝑡8 + 1)

2𝑡4
|   𝑑𝑡

2

1

 

= ∫  
(𝑡8 + 1)

2𝑡4
  𝑑𝑡

2

1

 

𝐿 = ∫  (
𝑡4

2
+

1

2𝑡4
)   𝑑𝑡

2

1

= ∫  (
𝑡4

2
+

𝑡−4

2
)   𝑑𝑡

2

1

=
𝑡5

10
−

𝑡−3

6
|
2
1

=
𝑡5

10
−

1

6𝑡3
|
2
1

 

 

𝐿 = (
(2)5

10
−

1

6(2)3
) − (

(1)5

10
−

1

6(1)3
) =

16

5
−

1

48
−

1

10
+

1

6
=

𝟕𝟕𝟗

𝟐𝟒𝟎
= 𝟑. 𝟐𝟓𝒖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Área de una superficie de revolución 

Teorema: 

Giro alrededor de x: 

Supongamos que 𝑓(𝑥) es una función suave no negativa sobre el intervalo [a,b]. 
Entonces, el área de la superficie de revolución que se forma al girar el gráfico de 
𝑓(𝑥) alrededor del eje x viene dada por: 

𝒕 = 𝟎 

𝒕 = 𝟐 

𝒕 = 𝟏 

1

2
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𝑺 = ∫ 𝟐𝝅
𝒕𝒃

𝒕𝒂

𝒇(�⃗⃗�(𝒕)) ‖�⃗⃗� ′ (𝒕)‖𝒅𝒕         

Giro alrededor de y: 

Supongamos que 𝑔(𝑦) es una función suave no negativa sobre el intervalo [c,d]. 
Entonces, el área de la superficie de revolución que se forma al girar el gráfico de 
𝑔(𝑦) alrededor del eje x viene dada por: 

𝑺 = ∫ 𝟐𝝅
𝒕𝒅

𝒕𝒄

𝒈(�⃗⃗�(𝒕)) ‖�⃗⃗� ′ (𝒕)‖𝒅𝒕         

 

EJEMPLO 10 

Calcular el área de la superficie que se genera al girar alrededor del eje x la función 
dada en el intervalo indicado: 

𝒇(𝒙) = √𝒙 + 𝟒             [𝟎, 𝟓] 

 

Solución: 

Como el giro es alrededor de x, se utiliza la fórmula: 

𝑺 = ∫ 𝟐𝝅
𝒕𝒃

𝒕𝒂

𝒇(�⃗⃗�(𝒕)) ‖�⃗⃗� ′ (𝒕)‖𝒅𝒕 

Se parametriza la función, 

𝑥(𝑡) = 𝑡            𝑦(𝑡) = √𝑡 + 4    

𝑥  (𝑡)′ = 1            𝑦 ′ (𝑡) =
1

2√𝑡 + 4
 

‖𝑟 ′ (𝑡)‖ = √(1)2 + (
1

2√𝑡 + 4
)

2

 

1

8

10

10

12

56
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‖𝑟 (𝑡)′ ‖ = √1 +
1

4(𝑡 + 4)
 

 

Ahora se obtienen los valores para el parámetro t: 

0 ≤ 𝑥 ≤ 5 

𝑆𝑖     𝑥 = 0   →       𝑥 = 𝑡      ∴      𝑥 = 0  

𝑆𝑖     𝑥 = 5   →       𝑥 = 𝑡      ∴      𝑥 = 5 

𝟎 ≤ 𝒕 ≤ 𝟓 

 

𝑺 = ∫ 𝟐𝝅
𝒕𝒃

𝒕𝒂

𝒇(�⃗⃗�(𝒕)) ‖�⃗⃗� ′ (𝒕)‖𝒅𝒕         

𝑆 = ∫ 2𝜋
5

0

√𝑡 + 4 √1 +
1

4(𝑡 + 4)
𝑑𝑡 =    ∫ 2𝜋

5

0

√𝑡 + 4 √
4(𝑡 + 4) + 1

4(𝑡 + 4)
𝑑𝑡      

= ∫ 2𝜋
5

0

√𝑡 + 4 
√4(𝑡 + 4) + 1

√4(𝑡 + 4)
𝑑𝑡 

= ∫ 2𝜋
5

0

√𝑡 + 4 
√4𝑡 + 17

2√𝑡 + 4
𝑑𝑡 

 

= ∫ 𝜋
5

0

 √4𝑡 + 17 𝑑𝑡 =
𝜋

4
∫ (4𝑡 + 17)

1
2(4)𝑑𝑡

5

0

  

 

=
𝜋

4
(4𝑡 + 17)

3
2 (

2

3
) ⌈

5
0

=
𝜋

6
(4𝑡 + 17)

3
2 ⌈

5
0
 

 

17
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=
𝜋

6
[(4(5) + 17)

3
2 − (4(0) + 17)

3
2] 

 

=
𝝅

𝟔
[(𝟑𝟕)

𝟑
𝟐 − (𝟏𝟕)

𝟑
𝟐] 𝒖𝟐 

 

La siguiente imagen muestra la porción de superficie a la que se le calculó su valor: 

 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 11 

Calcular el área de la superficie que se genera al girar alrededor del eje y la función 
dada en el intervalo indicado: 

𝒈(𝒚) = 𝒚𝟐             [−𝟏, 𝟐] 

 

Solución: 

 

Como el giro es alrededor de y, se utiliza la fórmula: 

 

2

12
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𝑺 = ∫ 𝟐𝝅
𝒕𝒅

𝒕𝒄

𝒈(�⃗⃗�(𝒕)) ‖�⃗⃗� ′ (𝒕)‖𝒅𝒕         

 

Se parametriza la función, 

𝑦(𝑡) = 𝑡            𝑥(𝑡) = 𝑡2    

𝑦  (𝑡)′ = 1            𝑥 ′ (𝑡) = 2𝑡 

‖𝑟 ′ (𝑡)‖ = √(1)2 + (2𝑡)2 

‖𝑟 (𝑡)′ ‖ = √1 + 4𝑡2 

 

Ahora se obtienen los valores para el parámetro t: 

−1 ≤ 𝑦 ≤ 2 

𝑆𝑖     𝑦 = −1   →       𝑦 = 𝑡      ∴      𝑡 = −1  

𝑆𝑖     𝑦 = 2   →       𝑦 = 𝑡      ∴      𝑡 = 2 

−𝟏 ≤ 𝒕 ≤ 𝟐 

𝑺 = ∫ 𝟐𝝅
𝒕𝒅

𝒕𝒄

𝒈(�⃗⃗�(𝒕)) ‖�⃗⃗� ′ (𝒕)‖𝒅𝒕         

𝑆 = ∫ 2𝜋
5

0

𝑡2 √1 + 4𝑡2 𝑑𝑡 =  2𝜋  ∫ 𝑡2 √1 + 4𝑡2 
5

0

𝑑𝑡      

Integrando por partes: 

=  2𝜋  ∫ 𝑡2 √1 + 4𝑡2 
5

0

𝑑𝑡      

=  2𝜋  ∫ 𝑡 𝑡 √1 + 4𝑡2 
5

0

𝑑𝑡 

4

10

17
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∫ 𝒖𝒅𝒗 = 𝒖𝒗 − ∫ 𝒗𝒅𝒖 

 

 

 

 

 

=  2𝜋  [𝑡 (
1

12
(1 + 4𝑡2)

3

2) ⌈
2

−1
− ∫

1

12
(1 + 4𝑡2)

3

2 𝑑𝑡

2

−1

] 

 

=  2𝜋  [𝑡 (
1

12
(1 + 4𝑡2)

3

2) ⌈
2

−1
−

1

12
∫ (1 + 4𝑡2)

3

2 𝑑𝑡

2

−1

] 

 

Integrando por sustitución trigonométrica: 

 

=  2𝜋  [𝑡 (
1

12
(1 + 4𝑡2)

3

2) ⌈
2

−1
−

1

12
∫ (𝟏 + 𝟒𝒕𝟐)

𝟑

𝟐 𝒅𝒕

𝟐

−𝟏

] 

 

 

 

 

 

 

 

𝑢 = 𝑡        𝑑𝑣 = 𝑡√1 + 4𝑡2 𝑑𝑡 

𝑑𝑢 = 𝑑𝑡        𝑣 = ∫ 𝑡 √1 + 4𝑡2 𝑑𝑡 

       𝑣 =
1

8
∫ 8𝑡 (1 + 4𝑡2)

1

2 𝑑𝑡 

                              𝑣 =
1

8
(1 + 4𝑡2)

3

2 (
2

3
) 

                              𝑣 =
1

12
(1 + 4𝑡2)

3

2 

 

 

𝑢2 = 4𝑡2         𝑎2 = 1 

𝑢 = 2𝑡         𝑎 = 1 

2𝑡 = tan 𝑧             √1 + 𝑥2 = sec 𝑧     

𝑑𝑡 =
1

2
𝑠𝑒𝑐2𝑧𝑑𝑧 

 

 

Cambio de límite inferior: 
𝑡 = −1 
Sustituyendo el valor de t: 
2𝑡 = 𝑡𝑎𝑛𝑧      
−2 = 𝑡𝑎𝑛𝑧      
𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(−2) 

𝑧 = −63.43° = −1.107 

Cambio de límite superior: 
𝑡 = 2 
Sustituyendo el valor de t: 
2𝑡 = 𝑡𝑎𝑛𝑧      
4 = 𝑡𝑎𝑛𝑧      
𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛𝑧(4) 
𝑧 = 75.96° = 1.326 

4
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=  2𝜋  [𝑡 (
1

12
(1 + 4𝑡2)

3

2) ⌈
2

−1
−

1

12
∫ (√𝟏 + 𝟒𝒕𝟐)

𝟑

 𝒅𝒕

𝟐

−𝟏

] 

=  2𝜋  [𝑡 (
1

12
(1 + 4𝑡2)

3
2) ⌈

2
−1

−
1

12
∫ (𝑠𝑒𝑐𝑧)3  

1

2
𝑠𝑒𝑐2𝑧

1.326

−1.107

𝑑𝑧] 

=  2𝜋  [𝑡 (
1

12
(1 + 4𝑡2)

3
2) ⌈

2
−1

−
1

12
 (

1

2
) ∫ 𝑠𝑒𝑐5𝑧

1.326

−1.107

𝑑𝑧] 

=  2𝜋  [
𝑡

12
(1 + 4𝑡2)

3
2 ⌈

2
−1

−
1

24
∫ 𝑠𝑒𝑐5𝑧

1.326

−1.107

𝑑𝑧] 

 

∫ 𝑠𝑒𝑐5𝑧 𝑑𝑧 = ∫ 𝑠𝑒𝑐2𝑧 𝑠𝑒𝑐3𝑧 𝑑𝑧 = ∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑧 𝑠𝑒𝑐2𝑧 𝑑𝑧 

Por partes: 

∫ 𝑠𝑒𝑐5𝑧 𝑑𝑧 = 𝑠𝑒𝑐3𝑧 (∫ 𝑠𝑒𝑐2𝑧 𝑑𝑧 ) − ∫ (∫ 𝑠𝑒𝑐2𝑧 𝑑𝑧) (3𝑠𝑒𝑐2𝑧𝑠𝑒𝑐𝑧𝑡𝑎𝑛𝑧𝑑𝑧) 

 

∫ 𝑠𝑒𝑐5𝑧 𝑑𝑧 = 𝑠𝑒𝑐3𝑧𝑡𝑎𝑛𝑧 − ∫ 𝑡𝑎𝑛𝑧(3𝑠𝑒𝑐2𝑧𝑠𝑒𝑐𝑧𝑡𝑎𝑛𝑧𝑑𝑧) 

∫ 𝑠𝑒𝑐5𝑧 𝑑𝑧 = 𝑠𝑒𝑐3𝑧𝑡𝑎𝑛𝑧 − ∫ 3𝑠𝑒𝑐3𝑧𝑡𝑎𝑛2𝑧𝑑𝑧 

∫ 𝑠𝑒𝑐5𝑧 𝑑𝑧 = 𝑠𝑒𝑐3𝑧𝑡𝑎𝑛𝑧 − 3 ∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑧(𝑠𝑒𝑐2𝑧 − 1)𝑑𝑧 

∫ 𝑠𝑒𝑐5𝑧 𝑑𝑧 = 𝑠𝑒𝑐3𝑧𝑡𝑎𝑛𝑧 − 3 ∫ 𝑠𝑒𝑐5𝑧𝑑𝑧 + 3 ∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑧𝑑𝑧 

∫ 𝑠𝑒𝑐5𝑧 𝑑𝑧 + 3 ∫ 𝑠𝑒𝑐5𝑧𝑑𝑧 = 𝑠𝑒𝑐3𝑧𝑡𝑎𝑛𝑧 + 3 ∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑧𝑑𝑧 

4 ∫ 𝑠𝑒𝑐5𝑧𝑑𝑧 = 𝑠𝑒𝑐3𝑧𝑡𝑎𝑛𝑧 + 3 ∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑧𝑑𝑧 

∫ 𝒔𝒆𝒄𝟓𝒛𝒅𝒛 =
𝟏

𝟒
𝒔𝒆𝒄𝟑𝒛𝒕𝒂𝒏𝒛 +

𝟑

𝟒
∫ 𝒔𝒆𝒄𝟑𝒛𝒅𝒛 
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∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑧 𝑑𝑧 = ∫ 𝑠𝑒𝑐𝑧 𝑠𝑒𝑐2𝑧 𝑑𝑧 

Por partes: 

∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑧 𝑑𝑧 = 𝑠𝑒𝑐𝑧 (∫  𝑠𝑒𝑐2𝑧 𝑑𝑧) − ∫ 𝑡𝑎𝑛𝑧(𝑠𝑒𝑐𝑧 𝑡𝑎𝑛𝑧)𝑑𝑧 

∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑧 𝑑𝑧 = 𝑠𝑒𝑐𝑧 𝑡𝑎𝑛𝑧 − ∫ 𝑡𝑎𝑛2𝑧 𝑠𝑒𝑐𝑧𝑑𝑧 

∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑧 𝑑𝑧 = 𝑠𝑒𝑐𝑧 𝑡𝑎𝑛𝑧 − ∫(𝑠𝑒𝑐2𝑧 − 1)𝑠𝑒𝑐𝑧𝑑𝑧 

∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑧 𝑑𝑧 = 𝑠𝑒𝑐𝑧 𝑡𝑎𝑛𝑧 − ∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑧𝑑𝑧 + ∫  𝑠𝑒𝑐𝑧𝑑𝑧 

∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑧 𝑑𝑧 + ∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑧𝑑𝑧 = 𝑠𝑒𝑐𝑧 𝑡𝑎𝑛𝑧 + ∫  𝑠𝑒𝑐𝑧𝑑𝑧 

2 ∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑧𝑑𝑧 = 𝑠𝑒𝑐𝑧 𝑡𝑎𝑛𝑧 + ln|𝑠𝑒𝑐𝑧 + 𝑡𝑎𝑛𝑧| + 𝐶 

∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑧𝑑𝑧 =
𝟏

𝟐
𝒔𝒆𝒄𝒛 𝒕𝒂𝒏𝒛 +

𝟏

𝟐
𝐥𝐧|𝒔𝒆𝒄𝒛 + 𝒕𝒂𝒏𝒛| + 𝑪 

 

Por lo tanto, se tiene que: 

∫ 𝒔𝒆𝒄𝟓𝒛𝒅𝒛 =
𝟏

𝟒
𝒔𝒆𝒄𝟑𝒛𝒕𝒂𝒏𝒛 +

𝟑

𝟒
∫ 𝒔𝒆𝒄𝟑𝒛𝒅𝒛 

 

∫ 𝒔𝒆𝒄𝟓𝒛𝒅𝒛 =
𝟏

𝟒
𝒔𝒆𝒄𝟑𝒛𝒕𝒂𝒏𝒛 +

𝟑

𝟒
(

𝟏

𝟐
𝒔𝒆𝒄𝒛 𝒕𝒂𝒏𝒛 +

𝟏

𝟐
𝐥𝐧|𝒔𝒆𝒄𝒛 + 𝒕𝒂𝒏𝒛| + 𝑪) 

∫ 𝒔𝒆𝒄𝟓𝒛𝒅𝒛 =
𝟏

𝟒
𝒔𝒆𝒄𝟑𝒛𝒕𝒂𝒏𝒛 +

𝟑

𝟖
𝒔𝒆𝒄𝒛 𝒕𝒂𝒏𝒛 +

𝟑

𝟖
𝐥𝐧|𝒔𝒆𝒄𝒛 + 𝒕𝒂𝒏𝒛| + 𝑪 

 

Sustituyendo: 

40
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𝑆 =   2𝜋  [
𝑡

12
(1 + 4𝑡2)

3
2 ⌈

2
−1

−
1

24
∫ 𝑠𝑒𝑐5𝑧

1.326

−1.107

𝑑𝑧] 

 

=  2𝜋  [
𝑡

12
(1 + 4𝑡2)

3
2 ⌈

2
−1

−
1

24
(

1

4
𝑠𝑒𝑐3𝑧𝑡𝑎𝑛𝑧 +

3

8
𝑠𝑒𝑐𝑧 𝑡𝑎𝑛𝑧 +

3

8
ln|𝑠𝑒𝑐𝑧 + 𝑡𝑎𝑛𝑧|) ⌈

1.326
−1.107

] 

 

=  2𝜋  [
𝑡

12
(1 + 4𝑡2)

3
2 ⌈

2
−1

] 

−
1

24
(

1

4
𝑠𝑒𝑐3𝑧𝑡𝑎𝑛𝑧 +

3

8
𝑠𝑒𝑐𝑧 𝑡𝑎𝑛𝑧 +

3

8
ln|𝑠𝑒𝑐𝑧 + 𝑡𝑎𝑛𝑧|) ⌈

1.326
−1.107

 

=  2𝜋 (
2

12
) [(1 + 4(2)2)

3
2 − (1 + 4(−1)2)

3
2] 

−
1

24
(

1

4
𝑠𝑒𝑐3(1.326) tan(1.326) +

3

8
sec(1.326) tan(1.326)

+
3

8
ln|sec(1.326) + tan(1.326)|)

− (−
1

24
(

1

4
𝑠𝑒𝑐3(−1.107) tan(−1.107) +

3

8
sec(−1.107) tan(−1.107)

+
3

8
ln|sec(−1.107) + tan(−1.107)|)) 

=  
𝜋

12
 [(17)

3
2 − (5)

3
2] 

−
1

24
(

1

4
𝑠𝑒𝑐3(1.326) tan(1.326) +

3

8
sec(1.326) tan(1.326)

+
3

8
ln|sec(1.326) + tan(1.326)|)

+
1

24
(

1

4
𝑠𝑒𝑐3(−1.107) tan(−1.107) +

3

8
sec(−1.107) tan(−1.107)

+
3

8
ln|sec(−1.107) + tan(−1.107)|) = 𝟓𝟕. 𝟎𝟒 𝒖𝟐 

 

El resultado se puede comprobar con WolframAlpha en línea: 
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https://www.wolframalpha.com/input?i=integrate+2*Pi*t%5E2*sqrt%284t%5E2%2B
1%29+from+-1+to+2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La siguiente imagen muestra la porción de superficie a la que se le calculó su valor: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

5

https://www.wolframalpha.com/input?i=integrate+2*Pi*t%5E2*sqrt%284t%5E2%2B1%29+from+-1+to+2
https://www.wolframalpha.com/input?i=integrate+2*Pi*t%5E2*sqrt%284t%5E2%2B1%29+from+-1+to+2
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2.7 Tangente, normal y binormal unitarios, representación gráfica. 

Vector Tangente unitario y vector normal principal unitario 

El vector tangente unitario (�⃗⃗�(𝑡)), como el nombre lo indica es un vector tangente 

a la curva y de magnitud 1. 

 

El vector normal principal unitario (�⃗⃗⃗�(𝑡)) es un vector ortogonal al vector tangente 

que apunta hacia la concavidad de la curva y tiene magnitud  

 

 

 

 

 

 

�⃗⃗�(𝑡) =
𝑟  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

‖𝑟  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖
         𝑁⃗⃗ ⃗⃗ (𝑡) =

𝑇  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

‖𝑇  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖
 

 

EJEMPLO 1: 

Sea    𝑟→ (𝑡) =< 4𝑡, − 2,  t3 >   determina para 𝑡 = 1 

a) El Vector Tangente Unitario 

b) El Vector Normal Principal Unitario 

 

Solución: 

𝑟(𝑡)⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑁(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑇(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

2

5

5

8
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a) El Vector Tangente Unitario.  

 

𝑇(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =
𝑟  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

‖𝑟  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖
 

 

�⃗⃗�(𝑡) =
𝑟′(𝑡)

‖𝑟′(𝑡)‖
=

< 4,0, 3𝑡2 >

√(4)2 + (3𝑡2)2
=

< 𝟒, 𝟎, 𝟑𝒕𝟐 >

√𝟏𝟔 + 𝟗𝒕𝟒
 

�⃗⃗�(1) =
< 4,0, 3(1)2 >

√16 + 9(1)4
=

< 4,0, 3 >

√16 + 9
=

< 4,0, 3 >

5
  

�⃗⃗⃗�(𝟏) = 〈
𝟒

𝟓
, 𝟎,

𝟑

𝟓
〉 

 

b) Vector Normal Principal Unitario.  

𝑁(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =
𝑇  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

‖𝑇  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖
 

 

�⃗⃗�(𝑡) =
< 4,0, 3𝑡2 >

√16 + 9𝑡4
=

1

√16 + 9𝑡4
< 4,0, 3𝑡2 ≥ (16 + 9𝑡4)− 

1
2 < 4,0, 3𝑡2 > 

 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑢𝑣) = 𝑢

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 

�⃗⃗� (𝑡)′ = (16 + 9𝑡4)− 
1
2 < 0,0, 6𝑡 > +< 4,0, 3𝑡2 > (− 

1

2
(16 + 9𝑡4)− 

3
2(36𝑡3)) 

20
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�⃗⃗� (𝑡)′ = (16 + 9𝑡4)− 
1
2 < 0,0, 6𝑡 > − 18𝑡3(16 + 9𝑡4)− 

3
2 < 4,0, 3𝑡2 > 

 

Sustituyendo 𝑡 = 1: 

�⃗⃗� (1)′ = (16 + 9(1)4)− 
1
2 < 0,0, 6(1) > − 18(1)3(16 + 9(1)4)− 

3
2 < 4,0, 3(1)2 > 

 

�⃗⃗� (1)′ =
1

5
< 0,0, 6 > − 

18

125
< 4,0, 3 > 

 

�⃗⃗� (1)′ =< 0,0,
6

5
> − <

72

125
, 0,

54

125
> 

 

�⃗⃗� (1)′ =< −
72

125
, 0,

96

125
> 

 

‖�⃗⃗� (1)′ ‖ = ‖< −
72

125
, 0,

96

125
>‖ 

‖�⃗⃗� (1)′ ‖ = √(−
72

125
)

2

+ (0)2 + (
96

125
)

2

=
24

25
 

 

𝑁(1)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ =
𝑇  (1)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

‖𝑇  (1)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖
=

< −
72

125
, 0,

96
125

>

24
25

 

 

𝑁(1)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ =
25

24
< −

72

125
, 0,

96

125
> 
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𝑵(𝟏)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =< −
𝟑

𝟓
, 𝟎,

𝟒

𝟓
> 

 

Comprobación de resultados: 

𝑻(𝟏)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∙  𝑵(𝟏)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝟎 

 

〈
4

5
, 0,

3

5
〉  ∙ < −

3

5
, 0,

4

5
≥ −

12

25
+

12

25
= 𝟎  

 

Por lo tanto, hemos comprobado los resultados. 

 

 

EJEMPLO 2: 

Sea    𝑟→ (𝑡) =< 7𝑡, 5t
2,  2t

3 >  determinar: 

a) El Vector Tangente Unitario 
b) El Vector Normal Principal Unitario 

 

Solución: 

a) El Vector Tangente Unitario 

5
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𝑇(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =
𝑟  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

‖𝑟  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖
 

𝑟→ (𝑡) =< 7𝑡, 5t2,  2t3 > 

𝑟→
′

(𝑡) =< 7,10𝑡,  6t2 > 

 

𝑇(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =
< 7,10𝑡, 6t2 >

‖< 7,10𝑡, 6t2 >‖
 

 

𝑻(𝒕)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =
< 𝟕, 𝟏𝟎𝒕, 6t𝟐 >

√𝟒𝟗 + 𝟏𝟎𝟎t𝟐 + 𝟑𝟔t𝟒
 

 

Vector Normal Principal Unitario.  

𝑁(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =
𝑇  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

‖𝑇  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖
 

 

𝑇(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =
1

√49 + 100t2 + 36t4
< 7,10𝑡, 6t2 > 

 

𝑇(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (49 + 100t2 + 36t4)− 
1
2 < 7,10𝑡, 6t2 > 

 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑢𝑣) = 𝑢

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 



213 

 

𝑇  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (49 + 100t2 + 36t4)− 
1
2 < 0,10, 12t > +< 7,10𝑡, 6t2

> (− 
1

2
(49 + 100t2 + 36t4)− 

3
2(200𝑡 + 144t3)) 

𝑇  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (49 + 100t2 + 36t4)− 
1
2 < 0,10, 12t > − (100𝑡 + 72t3)(49 + 100t2 + 36t4)− 

3
2

< 7,10𝑡, 6t2 > 

 

𝑇  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (49 + 100t2 + 36t4)− 
3
2[(49 + 100t2 + 36t4)1 < 0,10, 12t > − (100𝑡 + 72t3)

< 7,10𝑡, 6t2 >] 

 

𝑇  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (49 + 100t2 + 36t4)− 
3
2[< 0, 10(49 + 100t2 + 36t4), 12t(49 + 100t2 + 36t4) > −

< 7 (100𝑡 + 72t3), 10𝑡 (100𝑡 + 72t3), 6t2 (100𝑡 + 72t3) >] 

𝑇  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (49 + 100t2 + 36t4)− 
3
2[< 0,490 + 1000t2 + 360t4, 588t+1200t3 + 432t5 > −

< 700𝑡 + 504t3, 1000t2 + 720t4,  600t3 + 432t5 >] 

 

𝑇  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (49 + 100t2 + 36t4)− 
3
2 < −700𝑡 − 504t3, 490 − 360t4, 588t+600t3 > 

 

‖𝛼𝐴‖ = |𝛼|‖𝐴‖ 

 

‖𝑇  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = |(49 + 100t2 + 36t4)− 
3

2| √(−700𝑡 − 504t3)2 + (490 − 360t4)2 + (588t+600t3)2 

 

‖𝑇  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = (49 + 100t2 + 36t4)− 
3

2√(−700𝑡 − 504t3)2 + (490 − 360t4)2 + (588t+600t3)2 

 

𝑁(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =
𝑇  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

‖𝑇  (𝑡)′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖
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𝑁(𝑡)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =
(49 + 100t

2
+ 36t

4)− 
3

2 < −700𝑡 − 504t
3

, 490 − 360t
4

, 588t+600t
3

>

(49 + 100t2 + 36t4)− 
3

2√(−700𝑡 − 504t3)2 + (490 − 360t4)2 + (588t+600t3)2

 

 

𝑵(𝒕)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =
< −𝟕𝟎𝟎𝒕 − 𝟓𝟎𝟒t

𝟑
, 𝟒𝟗𝟎 − 𝟑𝟔𝟎t

𝟒
, 588t+600t

𝟑
>

√(−𝟕𝟎𝟎𝒕 − 𝟓𝟎𝟒t𝟑)𝟐 + (𝟒𝟗𝟎 − 𝟑𝟔𝟎t𝟒)𝟐 + (588t+600t𝟑)𝟐
 

 

Comprobación de resultados: 

𝑻(𝒕)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  ∙  𝑵(𝒕)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝟎 

 

< 7,10𝑡, 6t
2 >

√49 + 100t
2 + 36t

4
∙

< −700𝑡 − 504t
3, 490 − 360t

4, 588t+600t
3 >

√(−700𝑡 − 504t
3)

2
+ (490 − 360t

4)
2

+ (588t+600t
3)

2
= 0 

 

1

√49 + 100t
2 + 36t

4√(−700𝑡 − 504t
3)

2
+ (490 − 360t

4)
2

+ (588t+600t
3)

2
< 7,10𝑡, 6t

2 >∙

< −700𝑡 − 504t
3, 490 − 360t

4, 588t+600t
3 ≥ 0 

 

< 7,10𝑡, 6t
2 >∙< −700𝑡 − 504t

3, 490 − 360t
4, 588t+600t

3 ≥ 0 

7(−700𝑡 − 504t
3) + 10𝑡(490 − 360t

4) + 6t
2(588t+600t

3) = 0 

 

−4900𝑡 − 3528t
3 + 4900𝑡 − 3600t

5 + 3528t
3 + 3600t

5 = 0 

 

𝟎 = 𝟎 
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Por lo tanto, nuestro resultado es correcto. 

Damos cierto valor a t, para observar la gráfica: 

 

𝑻(𝟎)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =< 𝟏, 𝟎, 𝟎 >     𝒚     𝑵(𝟎)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗=< 𝟎, 𝟏, 𝟎 > 

 

Vector binormal y plano osculador 

Vector binormal:  

Es el vector que es ortogonal a los vectores �⃗⃗⃗� y �⃗⃗⃗� . Por lo tanto, para calcularlo 
simplemente se efectúa el producto cruz entre ambos vectores: 

 

�⃗⃗⃗� = �⃗⃗⃗� × �⃗⃗⃗� 

 

 

                                                                                  �⃗⃗�(𝒕) 
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Plano osculador: 

Es el PLANO que contiene a los vectores �⃗⃗⃗� y �⃗⃗⃗�. Por lo tanto, este plano es normal 

al vector Binormal �⃗⃗⃗�, éste vector lo utilizaremos para encontrar la ecuación del 
PLANO OSCULADOR: 

𝑩𝒙𝒙 + 𝑩𝒚𝒚 + 𝑩𝒛𝒛 = �⃗⃗⃗� ∙ 𝑷𝟎
⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 

Plano Osculador 

 

 

 

EJEMPLO 3 

Sea    𝒓→ (𝒕) =< 𝟒𝒕 − 𝒕𝟐, √𝒕,  t𝟑 − 𝟐 >    determina el vector Binormal y el plano 
osculador para 𝒕 = 𝟏 

Solución: 

Para calcular el vector Binormal es necesario el vector Tangente Unitario y el vector 
Normal Principal Unitario ya que el Binormal es el producto cruz: 

  
�⃗⃗⃗� = �⃗⃗⃗� × �⃗⃗⃗� 

𝑟′(𝑡) =< 4 − 2𝑡,
1

2
𝑡−1 2⁄ ,  3t2 >→ 𝑟′(1) = �⃗�(1) =< 𝟐,

𝟏

𝟐
,  𝟑 > 

 

Vector Tangente Unitario: 

�⃗⃗�(𝑡) =
𝑟′(𝑡)

‖𝑟′(𝑡)‖
 

 

5

5
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�⃗⃗�(𝑡) =

< 4 − 2𝑡,
1

2√𝑡
,  3t2 >

√(4 − 2𝑡)2 + (
1

2√𝑡
)

2

+ (3t2)2

 

�⃗⃗⃗�(𝒕) =
𝟏

√(𝟒 − 𝟐𝒕)𝟐 + (
𝟏

𝟐√𝒕
)

𝟐

+ (𝟑t𝟐)𝟐

< 𝟒 − 𝟐𝒕,
𝟏

𝟐√𝒕
,  𝟑t𝟐 > 

�⃗⃗�(1) =
𝑟′(1)

‖𝑟′(1)‖
=

< 2,
1
2

, 3 >

√(2)2 + (
1
2)

2

+ (3),2

=
< 2,

1
2

, 3 >

√4 +
1
4

+ 9

 

�⃗⃗�(1) =
< 2,

1
2 , 3 >

√53
4

=
< 2,

1
2 , 3 >

√53
2

 

 

�⃗⃗⃗�(𝟏) =
𝟐

√𝟓𝟑
< 𝟐,

𝟏

𝟐
, 𝟑 ≥<

𝟒

√𝟓𝟑
,

𝟏

√𝟓𝟑
,

𝟔

√𝟓𝟑
> 

 

Vector Normal Principal Unitario: 

 

�⃗⃗⃗�(𝑡) =
�⃗⃗�′(𝑡)

‖�⃗⃗�′(𝑡)‖
 

 

�⃗⃗�(𝑡) =
1

√16 − 16𝑡 + 4t2 +
1
4𝑡 + 9t4

< 4 − 2𝑡,
1

2√𝑡
,  3t2 > 
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�⃗⃗�(𝑡) = (16 − 16𝑡 + 4t2 +
1

4𝑡
+ 9t4)

− 
1
2

< 4 − 2𝑡,
1

2√𝑡
,  3t2 > 

𝑇 ⃗⃗⃗⃗ ′(𝑡) = (16 − 16𝑡 + 4t2 +
1

4𝑡
+ 9t4)

− 
1
2

< −2, − 
1

4
𝑡− 

3
2,  6𝑡 > +< 4 − 2𝑡,

1

2√𝑡
,  3t2

> [− 
1

2
(16 − 16𝑡 + 4t2 +

1

4𝑡
+ 9t4)

− 
3
2

(−16 + 8𝑡 −
1

4𝑡2
+ 36t3)] 

 

𝑇 ⃗⃗⃗⃗ ′(𝑡) = (16 − 16𝑡 + 4t2 +
1

4𝑡
+ 9t4)

− 
1
2

< −2, − 
1

4
𝑡

− 
3
2,  6𝑡 > +< 4 − 2𝑡,

1

2√𝑡
,  3t2

> [(16 − 16𝑡 + 4t2 +
1

4𝑡
+ 9t4)

− 
3
2

(8 − 4𝑡 +
1

8𝑡2 − 18t3)] 

 

𝑇 ⃗⃗⃗⃗ ′(𝑡) = (16 − 16𝑡 + 4t2 +
1

4𝑡
+ 9t4)

− 
1
2

< −2, − 
1

4
𝑡− 

3
2,  6𝑡

> + (16 − 16𝑡 + 4t2 +
1

4𝑡
+ 9t4)

− 
3
2

(8 − 4𝑡 +
1

8𝑡2 − 18t3) < 4 − 2𝑡,
1

2√𝑡
,  3t2 > 

 

𝑇 ⃗⃗⃗⃗ ′(𝑡) = (16 − 16𝑡 + 4t2 +
1

4𝑡
+ 9t4)

− 
3
2

[(16 − 16𝑡 + 4t2 +
1

4𝑡
+ 9t4) < −2, − 

1

4
𝑡− 

3
2,  6𝑡 > + (8 − 4𝑡 +

1

8𝑡2 − 18t3)

< 4 − 2𝑡,
1

2√𝑡
,  3t2 >] 

 

𝑪𝒐𝒎𝒐 𝒔𝒆 𝒑𝒊𝒅𝒆 𝒆𝒍 𝒗𝒆𝒄𝒕𝒐𝒓 𝒏𝒐𝒓𝒎𝒂𝒍 𝒑𝒓𝒊𝒏𝒄𝒊𝒑𝒂𝒍 𝒖𝒏𝒊𝒕𝒂𝒓𝒊𝒐 𝒆𝒏  

𝒕 = 𝟏, 𝒆𝒗𝒂𝒍𝒖𝒂𝒎𝒐𝒔 𝒂𝒏𝒕𝒆𝒔 𝒅𝒆 𝒄𝒂𝒍𝒄𝒖𝒍𝒂𝒓 𝒍𝒂 𝒎𝒂𝒈𝒏𝒊𝒕𝒖𝒅. 

 

𝑇 ⃗⃗⃗⃗ ′(1) = (
53

4
)

− 
3
2

[(
53

4
) < −2, − 

1

4
,  6 > + (−

111

8
) < 2,

1

2
,  3 >] 

 

39
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𝑇 ⃗⃗⃗⃗ ′(1) = (
53

4
)

− 
3
2

[< −
53

2
, − 

53

16
,  

159

2
> +< −

111

4
, −

111

16
,  −

333

8
>] 

 

𝑻 ⃗⃗⃗⃗ ′(𝟏) = (
𝟓𝟑

𝟒
)

− 
𝟑
𝟐

< −
𝟐𝟏𝟕

𝟒
, − 

𝟒𝟏

𝟒
,  

𝟑𝟎𝟑

𝟖
> 

 

‖𝑇 ⃗⃗⃗⃗ ′(1)‖ = ‖(
53

4
)

− 
3
2

< −
217

4
, − 

41

4
,  

303

8
>‖ 

 

‖𝑇 ⃗⃗⃗⃗ ′(1)‖ = |(
53

4
)

− 
3
2

| √(−
217

4
)

2

+ (− 
41

4
)

2

+ (
303

8
)

2

 

 

‖𝑇 ⃗⃗⃗⃗ ′(1)‖ = (
53

4
)

− 
3
2

√
286889

64
 

 

‖𝑻 ⃗⃗⃗⃗ ′(𝟏)‖ = (
𝟓𝟑

𝟒
)

− 
𝟑
𝟐 √𝟐𝟖𝟔𝟖𝟖𝟗

𝟖
 

 

�⃗⃗⃗�(1) =
�⃗⃗�′(1)

‖�⃗⃗�′(1)‖
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�⃗⃗⃗�(𝑡) =
(

53
4 )

− 
3
2

< −
217

4 , − 
41
4 ,  

303
8 >

(
53
4 )

− 
3
2 √286889

8

 

 

�⃗⃗⃗�(𝑡) =
< −

217
4 , − 

41
4 ,  

303
8 >

√286889
8

 

 

�⃗⃗⃗�(1) =
8

√286889
< −

217

4
, − 

41

4
,  

303

8
> 

 

�⃗⃗⃗�(𝟏) =
𝟏

√𝟐𝟖𝟔𝟖𝟖𝟗
< −𝟒𝟑𝟒, − 𝟖𝟐,  𝟑𝟎𝟑 > 

 

Comprobación: 

�⃗⃗�(1) ∙ �⃗⃗⃗�(1) = 0 

 

�⃗⃗�(1) ∙ �⃗⃗⃗�(1) = (
2 < 2,

1
2

, 3 >

√53
) ∙ (

1

√286889
< −434, − 82,  303 >) 

 

�⃗⃗�(1) ∙ �⃗⃗⃗�(1) = (
2

√53
) ∙ (

1

√286889
) (< 2,

1

2
, 3 >∙< −434, − 82,  303 >) 
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�⃗⃗�(1) ∙ �⃗⃗⃗�(1) = (
2

√53
) ∙ (

1

√286889
) (−868 − 41 + 909) 

 

�⃗⃗�(1) ∙ �⃗⃗⃗�(1) = (
2

√53
) ∙ (

1

√286889
) (0) 

 

�⃗⃗⃗�(𝟏) ∙ �⃗⃗⃗�(𝟏) = 𝟎 

 

Para obtener el vector BINORMAL, se calcula el producto cruz: 

 

�⃗⃗�(1) =
2

√53
< 2,

1

2
, 3 ≥

𝟏

√𝟓𝟑
< 𝟒, 𝟏, 𝟔 > 

 

�⃗⃗⃗�(1) =
𝟏

√𝟐𝟖𝟔𝟖𝟖𝟗
< −𝟒𝟑𝟒, − 𝟖𝟐,  𝟑𝟎𝟑 >  

 

�⃗⃗� = �⃗⃗� × �⃗⃗⃗� = (
1

√53
) (

1

√286889
) |

î ĵ k̂
4 1 6

−434 −82 303

| 

 

= (
1

√53
) (

1

√286889
) [(303 + 492)î − (1212 + 2604)ĵ + (−328 + 434)k̂] 

 

�⃗⃗⃗� = (
𝟏

√𝟓𝟑
) (

𝟏

√𝟐𝟖𝟔𝟖𝟖𝟗
) (𝟕𝟗𝟓�̂� − 𝟑𝟖𝟏𝟔 �̂� + 𝟏𝟎𝟔�̂� )  𝑽𝒆𝒄𝒕𝒐𝒓 𝑩𝒊𝒏𝒐𝒓𝒎𝒂𝒍 
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Plano Osculador 

Para calcular la ecuación del plano es necesario un Punto en el plano (𝑃0) y un 

vector normal al plano (�⃗⃗�, ya que el plano osculador contiene tanto a �⃗⃗�  como a �⃗⃗⃗� , 

como ya se había comentado �⃗⃗� es un vector normal tanto a �⃗⃗�  como a  �⃗⃗⃗� ) 

𝒓→ (𝒕) =< 𝟒𝒕 − 𝒕𝟐, √𝒕,  t𝟑 − 𝟐 >    

𝒓→ (𝟏) =< 𝟒(𝟏) − (𝟏)𝟐, √𝟏, (𝟏)𝟑 − 𝟐 ≥< 𝟑, 𝟏, −𝟏 >           ∴       𝑷𝟎 = (𝟑, 𝟏, −𝟏) 

𝒏→ = �⃗⃗⃗� = (
𝟏

√𝟓𝟑
) (

𝟏

√𝟐𝟖𝟔𝟖𝟖𝟗
) (𝟕𝟗𝟓�̂� − 𝟑𝟖𝟏𝟔 �̂� + 𝟏𝟎𝟔�̂� ) 

Por lo tanto, la ecuación del Plano Osculador es: 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = �⃗⃗� ∙ 𝑃0
⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

O bien,  

𝑩𝒙𝒙 + 𝑩𝒚𝒚 + 𝑩𝒛𝒛 = �⃗⃗⃗� ∙ 𝑷𝟎
⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

Nos conviene, para evitar simplificaciones, utilizar como vector normal a: 

𝒏→ = 𝟕𝟗𝟓�̂� − 𝟑𝟖𝟏𝟔 �̂� + 𝟏𝟎𝟔�̂�              𝑷𝟎 = (𝟑, 𝟏, −𝟏) 

 

795𝑥 − 3816y + 106z = (795)(3) + (−3816)(1) + (106)(−1) 

795𝑥 − 3816y + 106z = (795)(3) + (−3816)(1) + (106)(−1) 

795𝑥 − 3816y + 106z = 2385 − 3816 − 106 

𝟕𝟗𝟓𝒙 − 𝟑𝟖𝟏𝟔𝐲 + 𝟏𝟎𝟔𝐳 = −𝟏𝟓𝟑𝟕     𝑷𝒍𝒂𝒏𝒐 𝑶𝒔𝒄𝒖𝒍𝒂𝒅𝒐𝒓 

 

Enseguida se muestra la gráfica realizada con CalcPlot3D (Ver ANEXO A) 

1
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Enseguida se muestra la gráfica realizada con Geogebra (Ver ANEXO B) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Plano 
Osculador 
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EJEMPLO 4 

Sea    𝒓→ (𝒕) =< 𝐜𝐨 𝐬(𝟐𝒕) , 𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒕),  4t >    determina el vector Binormal y plano 

osculador para 𝒕 =
𝝅

𝟑
 

Solución: 

𝑟→
′

(𝑡) =< −2𝑠𝑒𝑛(2𝑡), 2 cos(2𝑡) ,  4 > 

 

�⃗⃗�(𝑡) =
𝑟′(𝑡)

‖𝑟′(𝑡)‖
 

 

�⃗⃗�(𝑡) =
< −2𝑠𝑒𝑛(2𝑡), 2 cos(2𝑡) ,  4 >

√4𝑠𝑒𝑛2(2𝑡) + 4𝑐𝑜𝑠2(2𝑡) + 16
 

 

�⃗⃗�(𝑡) =
< −2𝑠𝑒𝑛(2𝑡), 2 cos(2𝑡) ,  4 >

√4(𝑠𝑒𝑛2(2𝑡) + 𝑐𝑜𝑠2(2𝑡)) + 16

 

 

�⃗⃗�(𝑡) =
< −2𝑠𝑒𝑛(2𝑡), 2 cos(2𝑡) ,  4 >

√4(1) + 16
 

 

�⃗⃗�(𝑡) =
< −2𝑠𝑒𝑛(2𝑡), 2 cos(2𝑡) ,  4 >

2√5
 

 

�⃗⃗⃗�(𝒕) =
𝟏

√𝟓
< −𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒕), 𝐜𝐨 𝐬(𝟐𝒕) ,  2 > 

41

41
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�⃗⃗� (
𝝅

𝟑
) =

1

√5
< −𝑠𝑒𝑛 (2 (

𝝅

𝟑
)) , 𝑐𝑜𝑠 (2 (

𝝅

𝟑
)) ,  2 > 

 

�⃗⃗⃗� (
𝝅

𝟑
) =

𝟏

√𝟓
< −

√𝟑

𝟐
, −

𝟏

𝟐
,  2 > 

 

�⃗⃗⃗�(𝑡) =
�⃗⃗�′(𝑡)

‖�⃗⃗�′(𝑡)‖
 

 

�⃗⃗�(𝑡) =
1

√5
< −𝑠𝑒𝑛(2𝑡), cos(2𝑡) ,  4 > 

 

�⃗⃗� ′(𝑡) =
1

√5
< −2 cos(2𝑡) , −2𝑠𝑒𝑛(2𝑡),  0 > 

 

�⃗⃗� ′ (
𝜋

3
) =

1

√5
< −2𝑐𝑜𝑠 (2 (

𝜋

3
)) , −2𝑠𝑒𝑛 (2 (

𝜋

3
)) ,  0 > 

 

�⃗⃗� ′ (
𝜋

3
) =

1

√5
< −2 (−

1

2
) , −2 (

√3

2
) ,  0 > 

 

�⃗⃗� ′ (
𝜋

3
) =

1

√5
< 1, −√3,  0 > 

62
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‖�⃗⃗� ′ (
𝜋

3
)‖ =

1

√5
√1 + 3 

 

‖�⃗⃗� ′ (
𝜋

3
)‖ =

2

√5
 

 

�⃗⃗⃗� (
𝜋

3
) =

�⃗⃗�′ (
𝜋
3)

‖�⃗⃗�′ (
𝜋
3)‖

 

 

�⃗⃗⃗� (
𝜋

3
) =

1

√5
< 1, −√3,  0 >

2

√5

 

 

�⃗⃗⃗� (
𝜋

3
) =

1

2
< 1, −√3,  0 > 

 

�⃗⃗� (
𝜋

3
) =

1

√5
< −

√3

2
, −

1

2
,  2 ≥

1

2√5
< −√3, −1,  4 > 

 

 

�⃗⃗� = �⃗⃗� × �⃗⃗⃗� = (
1

2√5
) (

1

2
) |

î ĵ k̂

−√3 −1 4

1 −√3 0

| =
1

4√5
(4√3î + 4 ĵ + 4k̂) 
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�⃗⃗⃗� =
𝟏

√𝟓
(√𝟑𝐢 +  𝐣 + �̂�)  𝑽𝒆𝒄𝒕𝒐𝒓 𝑩𝒊𝒏𝒐𝒓𝒎𝒂𝒍 

Plano Osculador 

Para calcular la ecuación del plano es necesario un Punto en el plano (𝑃0) y un 

vector normal al plano (�⃗⃗�, ya que el plano osculador contiene tanto a �⃗⃗�  como a �⃗⃗⃗� , 

como ya se había comentado �⃗⃗� es un vector normal tanto a �⃗⃗�  como a  �⃗⃗⃗� ) 

 

𝑟→ (𝑡) =< cos(2𝑡) , 𝑠𝑒𝑛(2𝑡),  4t > 

𝑟→ (
𝜋

3
) =< 𝑐𝑜𝑠 (2 (

𝜋

3
)) , 𝑠𝑒𝑛 (2 (

𝜋

3
)) , 4t >   =< −

1

2
,
√3

2
,
4𝜋

3
> 

 ∴       𝑷𝟎 = (−
𝟏

𝟐
,
√𝟑

𝟐
,
𝟒𝝅

𝟑
) 

𝒏→ = �⃗⃗⃗� =
𝟏

√𝟓
(√𝟑𝐢 +  𝐣 + �̂�) 

 

Por lo tanto, la ecuación del Plano Osculador es: 

 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = �⃗⃗� ∙ 𝑃0
⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

O bien,  

𝐵𝑥𝑥 + 𝐵𝑦𝑦 + 𝐵𝑧𝑧 = �⃗⃗� ∙ 𝑃0
⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

Nos conviene, para evitar simplificaciones, utilizar como vector normal a: 

1
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𝑛→ = √3i ̂ +  j ̂ + k̂        𝑦       𝑃0 = (−
1

2
,
√3

2
,
4𝜋

3
) 

√3𝑥 + y + z = (−
1

2
) (√3) + (

√3

2
) (1) + ( 

4𝜋

3
) (1) 

√𝟑𝒙 + 𝐲 + 𝐳 =  
𝟒𝝅

𝟑
 

 

Enseguida se muestra la gráfica realizada con CalcPlot3D 

 

 

 

  
Plano 
Osculador 
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2.8 Curvatura, descomposición de la aceleración en sus componentes 
normal y tangencial. 

Curvatura y torsión  

Torsión 𝝉 

Mientras la curvatura 𝒌 mide la rapidez con la que la curva �⃗⃗�(𝒕) se aleja de la recta 
tangente en el punto 𝑷𝟎 (en otras palabras, nos indica que tanto se dobla una curva 

sin salir del plano), la torsión 𝝉 mide la velocidad con que la curva �⃗⃗�(𝒕)  se aleja del 

Plano Osculador en el punto 𝑷𝟎 (nos indica que tanto se tuerce una curva) 

 

                 Curvatura 𝒌                          Torsión 𝝉 

 

 

 

 

 

 

Curvatura: 

𝒌 =
‖�⃗⃗⃗� 𝒙 �⃗⃗⃗�‖

‖�⃗⃗⃗�‖𝟑
 

 

Radio de curvatura: 

𝑹 =
𝟏

𝑲
 

 

1
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Para calcular la torsión  𝝉, utilizamos la siguiente fórmula: 

 

𝝉 =
‖(�⃗⃗⃗� 𝒙 �⃗⃗⃗�) ∙ �⃗⃗� ′′′‖

‖�⃗⃗⃗�𝒙 �⃗⃗⃗�‖𝟐
=

||

𝒙′(𝒕) 𝒚′(𝒕) 𝒛′(𝒕)

𝒙′′(𝒕) 𝒚′′(𝒕) 𝒛′′(𝒕)

𝒙′′′(𝒕) 𝒚′′′(𝒕) 𝒛′′′(𝒕)
||

‖�⃗⃗� ′(𝒕)𝒙 �⃗⃗� ′′(𝒕)‖𝟐
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A continuación, se desarrolla los cálculos para obtener la curvatura, el radio de 

curvatura y la torsión 𝝉. Todo lo anterior para el ejercicio que se trabajó en el tema 

de VECTOR TANGENTE Y VECTOR NORMAL. 

 

EJEMPLO 1 

Sea    𝒓→ (𝒕) =< 𝟒𝒕 − 𝒕𝟐, √𝒕,  t𝟑 − 𝟐 >   determina para 𝒕 = 𝟏 

a) Curvatura. 

 

𝐾1 𝐾2 

𝑅1 

𝑅2 

𝑲𝟏 < 𝑲𝟐 

 

2
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𝑟→ (𝑡) =< 4𝑡 − 𝑡2, √𝑡,  t3 − 2 > 

 

𝑟→ (1) =< 4(1) − (1)2, √1, (1)3 − 2 ≥< 𝟑, 𝟏, −𝟏 > 

 

𝑟 ⃗⃗⃗ (𝑡)′ =< 4 − 2𝑡,
1

2
𝑡−1 2⁄ ,  3t2 >        →        𝑟 ⃗⃗⃗ (1)′ = 𝑣→ (1) =< 𝟐,

𝟏

𝟐
,  𝟑 >              

𝑟 ⃗⃗⃗ (𝑡)′′ =< −2, −
1

4
𝑡−3 2⁄ ,  6𝑡 >        →        𝑟 ⃗⃗⃗ (1)′′ = 𝑎→ (1) =< −𝟐, −

𝟏

𝟒
,  𝟔 >              

 

𝒌 =
‖�⃗⃗⃗� 𝒙 �⃗⃗⃗�‖

‖�⃗⃗⃗�‖𝟑
 

 

𝑣(1)⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑥 𝑎(1)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = |
|

𝑖 ̂ �̂� �̂�

2
1

2
3

−2 −
1

4
6

|
|

=
15

4
𝑖 ̂ − 18�̂� +

1

2
�̂� 

 

‖𝑣(1)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑥 𝑎(1)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = √
225

16
+ 324 +

1

4
=

√𝟓𝟒𝟏𝟑

𝟒
= 𝟏𝟖. 𝟑𝟗 

 

‖𝑣(1)⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = √4 +
1

4
+ 9 =

√𝟓𝟑

𝟐
= 𝟑. 𝟔𝟒 
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𝑘 =
18.39

(3.64)3
= 𝟎. 𝟑𝟖𝟏𝟑 

 

b) Radio de curvatura. 

𝑅 =
1

𝐾
           ∴          𝑅 =

1

0.3813
= 𝟐. 𝟔𝟐 

 

c) Torsión 𝝉.  

𝝉 =
‖(�⃗⃗⃗� 𝒙 �⃗⃗⃗�) ∙ �⃗⃗� ′′′‖

‖�⃗⃗⃗�𝒙 �⃗⃗⃗�‖𝟐
=

||

𝒙′(𝒕) 𝒚′(𝒕) 𝒛′(𝒕)

𝒙′′(𝒕) 𝒚′′(𝒕) 𝒛′′(𝒕)

𝒙′′′(𝒕) 𝒚′′′(𝒕) 𝒛′′′(𝒕)
||

‖�⃗⃗� ′(𝒕)𝒙 �⃗⃗� ′′(𝒕)‖𝟐
 

 

Como nos piden la torsión para 𝑡 = 1, sustituímos el valor de t y aplicamos la 
fórmula: 

𝑟→
′′′

(𝑡) =< 0,
3

8
𝑡−5 2⁄ ,  6 >        →        𝑟→

′′′

(1) =< 𝟎,
𝟑

𝟖
,  𝟔 >        

 

||

𝒙′(𝒕) 𝒚′(𝒕) 𝒛′(𝒕)

𝒙′′(𝒕) 𝒚′′(𝒕) 𝒛′′(𝒕)

𝒙′′′(𝒕) 𝒚′′′(𝒕) 𝒛′′′(𝒕)
|| =

|

|
2

1

2
3

−2 −
1

4
6

0
3

8
6

|

|
 

 

= |2 [(−
1

4
) (6) − (

3

8
) (6)] −

1

2
[(−2)(6) − (0)(6)] + 3 [(−2) (

3

8
) − (0) (−

1

4
)]| 
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= |2 [−
3

2
−

9

4
] −

1

2
[−12] + 3 [−

3

4
]| = |−

15

4
| =

𝟏𝟓

𝟒
 

 

Sabemos que: 

 

‖𝑣(1)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑥 𝑎(1)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 𝟏𝟖. 𝟑𝟗 

 

𝝉 =

||

𝑥′(1) 𝑦′(1) 𝑧′(1)

𝑥′′(1) 𝑦′′(1) 𝑧′′(1)

𝑥′′′(1) 𝑦′′′(1) 𝑧′′′(1)
||

‖𝑟 ′(1)𝑥 𝑟 ′′(1)‖2
=

15
4

18.392
= 0.011 

 

𝝉 = 𝟎. 𝟎𝟏𝟏 

 

O bien: 

 

𝜏 =
|(�⃗� 𝑥 �⃗�) ∙ 𝑟 ′′′|

‖�⃗�𝑥 �⃗�‖2
=

|(
15
4 𝑖̂ − 18𝑗̂ +

1
2 �̂�) ∙ (

3
8 𝑗̂ + 6�̂�)|

18.392
 

 

𝜏 =
|(

15
4 ) (0) + (−18) (

3
8) + (

1
2) (6)|

18.392
 

 

𝜏 =
|0 −

27
4 + 3|

18.392
=

|−
15
4 |

18.392
=

15
4

18.392
= 𝟎. 𝟎𝟏𝟏 
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Componentes normal y tangencial de la aceleración 

Las componentes normal y tangencial de la aceleración vienen dadas por: 

 

• Componente Tangencial: Es magnitud de la proyección del vector 

aceleración sobre el vector Tangente Unitario: 

𝒂𝑻 =
�⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗�

‖�⃗⃗⃗�‖
 

 

• Componente Normal: Es magnitud de la proyección del vector aceleración 

sobre el vector Normal Principal Unitario: 

 

𝒂𝑵 =
‖�⃗⃗⃗� 𝒙 �⃗⃗⃗�‖

‖�⃗⃗⃗�‖
 

𝒂𝑵 = √‖�⃗⃗⃗�‖𝟐 − 𝒂𝑻
𝟐 

3

3

8
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𝑎𝑇 = ‖𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗⃗� �⃗�‖ 

𝑎𝑁 = ‖𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗⃗⃗� �⃗�‖ 

 

De la gráfica se puede observar que: 

 

�⃗⃗⃗� = 𝒂�⃗⃗⃗��⃗⃗⃗� + 𝒂�⃗⃗⃗��⃗⃗⃗� 

 

Despejando �⃗⃗⃗� se tiene: 

 

�⃗⃗⃗� =
�⃗⃗⃗� − 𝒂�⃗⃗⃗��⃗⃗⃗�

𝒂�⃗⃗⃗�

             𝒂�⃗⃗⃗� ≠ 𝟎 

 

𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗⃗� �⃗� 

𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗⃗⃗� �⃗�  �⃗⃗⃗� = 𝒂�⃗⃗⃗��⃗⃗⃗� + 𝒂�⃗⃗⃗��⃗⃗⃗� 

 �⃗� 

𝑎𝑇 

 

𝑎𝑁 
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EJEMPLO 2 

Sea   �⃗�(𝐭) =< 𝟒𝐭, −𝟐, 𝐭𝟑 >   determina la componente tangencial, la componente 
normal de la aceleración y el vector normal principal unitario para 1=t  

 

Solución: 

𝑟(𝑡) =< 4𝑡, −2, 𝑡3 > 

�⃗�(𝑡) = 𝑟′(𝑡) =< 4, 0, 3𝑡2 >      →       �⃗⃗⃗�(𝟏) =< 𝟒, 𝟎, 𝟑 >    

�⃗�(𝑡) = 𝑟′′(𝑡) =< 0, 0, 6𝑡 >      →       �⃗⃗⃗�(𝟏) =< 𝟎, 𝟎, 𝟔 >    

‖�⃗�(1)‖ = √42 + 02 + 32 = 𝟓 

‖�⃗�(1)‖ = √02 + 02 + 62 = 6 

 

• Componente escalar tangencial de la aceleración.   

 

𝒂𝑻 =
�⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗⃗�

‖�⃗⃗⃗�‖
=

< 4, 0,3 >∙< 0, 0, 6 >

5
=

𝟏𝟖

𝟓
 

 

• Componente escalar normal de la aceleración.  

𝒂𝑵 = √‖�⃗⃗⃗�‖𝟐 − 𝒂𝑻
𝟐 = √62 − (

18

5
)

2

= √36 −
324

25
= √

𝟓𝟕𝟔

𝟐𝟓
=

𝟐𝟒

𝟓
 

Vector Normal Principal Unitario.  

Para el vector Normal Principal Unitario, como se vio en clase es más sencillo 
calcularlo con la fórmula de la aceleración a través de sus componentes normal y 
tangencial. 

 

2

3
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�⃗⃗⃗� = 𝒂𝑻 �⃗⃗⃗� + 𝒂𝑵�⃗⃗⃗�       →      �⃗⃗⃗� =
�⃗⃗⃗� − 𝒂𝑻�⃗⃗⃗�

𝒂𝑵
       

�⃗⃗⃗�(𝟏) =
< 𝟒, 𝟎, 𝟑 >

𝟓
=<

𝟒

𝟓
, 𝟎,

𝟑

𝟓
> 

 

                         �⃗⃗⃗�         𝒂𝑻               �⃗⃗⃗� 

�⃗⃗⃗� =
< 0, 0, 6 > −

18
5

<
4
5

, 0,
3
5

> 

24
5

        

                                   𝒂𝑵 

�⃗⃗⃗� =
< −

72
25

, 0,
96
25

> 

24
5

=

24
5

< −
3
5

, 0,
4
5

> 

24
5

 

�⃗⃗⃗� =< −
𝟑

𝟓
, 𝟎,

𝟒

𝟓
> 

 

Para visualizar gráficamente, calculemos las proyecciones de la aceleración sobre 
los vectores tangente unitario y normal principal unitario: 

 

𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗⃗� �⃗� = (
�⃗�  ∙  �⃗⃗�

‖�⃗⃗�‖
2 ) �⃗⃗� 

𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� = (
< 0,0,6 >∙ 〈

4
5

, 0,
3
5

〉

1
) 〈

4

5
, 0,

3

5
〉 = 〈

𝟕𝟐

𝟐𝟓
, 𝟎,

𝟓𝟒

𝟐𝟓
〉 

‖𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗⃗� �⃗�‖ = √(
72

25
)

2

+ (0)2 + (
54

25
)

2

=
𝟏𝟖

𝟓
= 𝒂𝑻 

31
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𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗⃗⃗� �⃗� = (
�⃗�  ∙  �⃗⃗⃗�

‖�⃗⃗⃗�‖
2 ) �⃗⃗⃗� 

 

𝑷𝒓𝒐𝒚�⃗⃗⃗� �⃗⃗⃗� = (
< 0,0,6 >∙ 〈−

3
5

, 0,
4
5

〉

1
) 〈−

3

5
, 0,

4

5
〉 = 〈−

𝟕𝟐

𝟐𝟓
, 𝟎,

𝟗𝟔

𝟐𝟓
〉 

 

𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗⃗⃗� �⃗� = (
�⃗�  ∙  �⃗⃗⃗�

‖�⃗⃗⃗�‖
) �⃗⃗⃗� 

 

‖𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗⃗⃗� �⃗�‖ = √(−
72

25
)

2

+ (0)2 + (
96

25
)

2

=
𝟐𝟒

𝟓
= 𝒂𝑵 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎�⃗⃗�⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗⃗� �⃗� = 〈
72

25
, 0,

54

25
〉                          𝑎�⃗⃗� = ‖𝑃𝑟𝑜𝑦�⃗⃗� �⃗�‖ =

18

5
     

𝑎�⃗⃗⃗�⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑃𝑟𝑜𝑦𝑁 �⃗� = 〈−
72

25
, 0,

96

25
〉            𝑎�⃗⃗⃗� = ‖𝑃𝑟𝑜𝑦𝑁 �⃗�‖ =

24

5
 

𝒂�⃗⃗⃗� 

𝒂�⃗⃗⃗� 
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3. Funciones de varias variables 

 

3.1 Definiciones y ejemplos. 

Función de varias variables 

En los cursos previos de cálculo diferencial e integral se trabajó con funciones de 
una variable, esto es, funciones de la forma 𝑦 = 𝑓(𝑥). Ahora en este curso se 
trabajará con funciones que dependen de dos o más variables: 

 

𝒛 = 𝒇(𝒙, 𝒚) 

𝒘 = 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) 

 Definición: 

Una función de dos variables 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) aplica cada par ordenado (𝑥, 𝑦) en un 
subconjunto D del plano real R2 a un único número real 𝑧. El conjunto D se llama 

dominio de la función. El rango de 𝑓 es el conjunto de todos los números reales 𝑧 
que tienen al menos un par ordenado(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 de forma que 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑧  

 

       

 

 

 

Un ejemplo que puede representarse por medio de una función de varias variables 
es el caso de la temperatura en una habitación ya que ésta dependerá del tiempo 
que tenga funcionando la refrigeración o calefacción, ya que al encenderla conforme 
pasa el tiempo la temperatura va cambiando hasta estabilizarse, pero no solo 
depende del tiempo ya que también depende de la posición, la temperatura en una 
habitación es diferente en los puntos bajos que en los altos y lógicamente será más 
alta o más baja cerca de los ductos o rejillas de salida. 

 

(𝑥, 𝑦) 𝑧 

1

2 2

2

29

29
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𝑻 = 𝑻(𝒕, 𝒙, 𝒚, 𝒛) 

 

Hay funciones explícitas e implícitas, como se muestra a continuación: 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 9𝑥3𝑦 + 14𝑥2𝑦3 + 3𝑥 − 2𝑦 + 7      →        𝐹𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝐸𝑥𝑝𝑙í𝑐𝑖𝑡𝑎 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 9(𝑥 + 2𝑦)3 +
3𝑥4𝑦3 + 3

𝑥 − 2𝑦 + 7
      →        𝐹𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝐸𝑥𝑝𝑙í𝑐𝑖𝑡𝑎 

 

9𝑥𝑦2𝑧 − 2𝑦3𝑧5 + 7𝑥 = 𝑧3 − 4𝑦 + 9         →         𝐹𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝐼𝑚𝑝𝑙í𝑐𝑖𝑡𝑎 

 

√4 + 9𝑦 − 2𝑧 = 7𝑥𝑦𝑧3 − 14𝑥2𝑦 + 9𝑧         →         𝐹𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝐼𝑚𝑝𝑙í𝑐𝑖𝑡𝑎 
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3.2 Representación geométrica de funciones de dos variables. Curvas 
y superficies de nivel. 

Para graficar una función de varias variables puede ser útil analizar las gráficas que 
se generan en cada uno de los planos (plano xy, plano yz, plano xz), una vez 
analizados se procederá a intentar dibujarlos sobre el espacio ℝ3. Es importante 
resaltar que la tabulación no ayudará de mucho ya que será difícil saber como unir 
los puntos, además de que se necesitarían infinidad de puntos para poder trazar la 
superficie. En la siguiente figura podemos observar la dificultad que presenta 
intentar por medio de tabulación: 

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝟐𝒙𝟐 + 𝟑𝒚𝟐 

 

𝑓(−2, −2) = 2(−2)2 + 3(−2)2 = 8 + 12 = 20         →      (−2, −2, 20) 

𝑓(−1, −2) = 2(−1)2 + 3(−2)2 = 2 + 12 = 14           →     (−1, −2, 14) 

𝑓(0, −2) = 2(0)2 + 3(−2)2 = 0 + 12 = 12                  →      (0, −2, 12) 

.

.

.
 

𝑓(2, 2) = 2(2)2 + 3(2)2 = 8 + 12 = 20                        →      (2, 2, 20) 

 

                  x  
-2 -1 0 1 2 

      y 

-2 20 14 12 14 20 

-1 11 5 3 5 11 

0 8 2 0 2 8 

1 11 5 3 5 11 

2 20 14 12 14 20 

1

1
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De la gráfica anterior se aprecia que no es sencillo determinar la forma de unir los 
puntos y, más aún, lograr una visualización cercana a la superficie que se debe 
graficar. 

Enseguida se muestran unos ejemplos de graficación de funciones de varias 
variables analizando cada uno de los planos y posteriormente uniéndolos. 

 

EJEMPLO 1     

Graficar 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑥2 + 3𝑦2 

 

Solución: 
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Juntando las gráficas anteriores en una sola gráfica se tiene: 

 

 

 

 

 

Plano xy Plano xz Plano yz 

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝒛 

𝒛 = 𝟎 

𝑧 = 2𝑥2 + 3𝑦2 

𝟎 = 𝟐𝒙𝟐 + 𝟑𝒚𝟐 

Los únicos valores reales 
que cumplen la igualdad 
son: 

𝑥 = 0     𝑦   𝑦 = 0 

(0, 0, 0) 

Por lo tanto, en el plano 
xy solo se dibuja un 
punto: 

 

 

 

 

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝒛 

𝒚 = 𝟎 

𝑧 = 2𝑥2 + 3𝑦2 

𝒛 = 𝟐𝒙𝟐 

Por lo tanto, en el plano 
xz se dibuja una 
parábola: 

 

 

 

 

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝒛 

𝒙 = 𝟎 

𝑧 = 2𝑥2 + 3𝑦2 

𝒛 = 𝟑𝒚𝟐 

Por lo tanto, en el plano 
yz se dibuja una 
parábola: 

 

 

 

 

 

8

8

8



244 

 

Es necesario parametrizar las curvas de traza para graficarlas en CalcPlot3D. 

EJEMPLO 2    

 Graficar  𝟑𝒙𝟐 + 𝟏𝟐𝒚𝟐 + 𝟗𝒛𝟐 = 𝟑𝟔 

Solución: 

 

Plano xy Plano xz Plano yz 

 

𝒛 = 𝟎 

 

𝟑𝒙𝟐 + 𝟏𝟐𝒚𝟐 = 𝟑𝟔 

La expresión representa 
una elipse con centro en 
el origen. Dividimos entre 
36 para dar la forma de 
elipse:  

𝟑𝒙𝟐

𝟑𝟔
+

𝟏𝟐𝒚𝟐

𝟑𝟔
=

𝟑𝟔

𝟑𝟔
 

𝒙𝟐

𝟏𝟐
+

𝒚𝟐

𝟑
= 𝟏 

 

 

 

 

 

𝒚 = 𝟎 

 

𝟑𝒙𝟐 + 𝟗𝒛𝟐 = 𝟑𝟔 

La expresión representa 
una elipse con centro en 
el origen. Dividimos entre 
36 para dar la forma de 
elipse:  

𝟑𝒙𝟐

𝟑𝟔
+

𝟗𝒛𝟐

𝟑𝟔
=

𝟑𝟔

𝟑𝟔
 

𝒙𝟐

𝟏𝟐
+

𝒛𝟐

𝟒
= 𝟏 

 

 

 

 

 

 

 

𝒙 = 𝟎 

 

𝟏𝟐𝒚𝟐 + 𝟗𝒛𝟐 = 𝟑𝟔 

La expresión representa 
una elipse con centro en 
el origen. Dividimos entre 
36 para dar la forma de 
elipse:  

𝟏𝟐𝒚𝟐

𝟑𝟔
+

𝟗𝒛𝟐

𝟑𝟔
=

𝟑𝟔

𝟑𝟔
 

𝒚𝟐

𝟑
+

𝒛𝟐

𝟒
= 𝟏 

 

 

 

 

12
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Juntando las gráficas anteriores en una sola gráfica se tiene: 

 

 

 

 

 

 

En el caso de que no aparezca una de las variables en la ecuación se dice que la 
variable faltante está libre, esto es, nos enfocamos en el plano de las otras dos 
variables y la curva graficada se desplaza en la dirección de la variable faltante, la 
estela de puntos va formando la superficie. 

 

EJEMPLO 3    

 Graficar la función 𝒚 = 𝒙𝟐 

Solución: 

En el plano xy se forma una parábola, al desplazar la parábola en dirección del eje 
z (ya que la variable z no aparece en la ecuación dada) entonces, se forma una 
especie de canaleta vertical como se muestra en la siguiente figura: 

 

Es necesario parametrizar las curvas de traza para graficarlas en CalcPlot3D. 

2
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EJEMPLO 4  

Graficar la función 𝒛 = 𝒙𝟐 

Solución: 

En el plano xz se forma una parábola, al desplazar la parábola en dirección del eje 
y (ya que no aparece la variable y en la ecuación dada) entonces, se forma una 
especie de canaleta horizontal: 

EJEMPLO 5  

Graficar    𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 = 𝟗 

Solución: 

En el plano yz se forma un círculo de radio 3, al desplazar el círculo  en dirección 
del eje x (ya que no aparece la variable x en la ecuación dada) entonces, se forma 
un cilindro cuyo eje central descansa sobre el eje “x”: 
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EJEMPLO 6   

Graficar  𝒛 = 𝒆−𝒙 

Solución: 

En el plano xz se forma un exponencial, al desplazar la exponencial en dirección del 
eje y entonces, se formará una especie de rampa. 

EJEMPLO 7     

Graficar la función 𝒛 = 𝐜𝐨 𝐬(𝒚) 

Solución: 

En el plano yz se forma la gráfica de coseno, al desplazar la gráfica en dirección del 
eje x entonces, se formará una especie lámina galvanizada. 
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3.3 Límites y continuidad de una función de varias variables. 

Limites 

En este tema solo se enfocará en los límites directos, el interés es tener una noción 
de los límites en funciones de varias variables. 

Definición de límite de una función de varias variables: 

Sea 𝑓 una función de dos variables definida en un disco abierto centrado en (𝑥0, 𝑦0), 
excepto posiblemente en (𝑥0, 𝑦0), y sea 𝐿 un número real. Entonces: 

 

lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐿 

 

Si para 𝜀 > 0 existe un 𝛿 > 0  tal que: 

 

|𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝐿| < 𝜀  siempre que 0 < √(𝑥 − 𝑥0)2 − (𝑦 − 𝑦0)2 < 𝛿 

 

EJEMPLO 1 

Calcular: 

lim
(𝑥,𝑦)→(1,3)

9𝑥𝑦2

4𝑥 + 5𝑦
 

 

Solución: 

 

lim
(𝑥,𝑦)→(1,3)

9𝑥𝑦2

4𝑥 + 5𝑦
=

9(1)(3)2

4(1) + 5(3)
=

𝟖𝟏

𝟏𝟗
 

 

1

1
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Se puede comprobar el resultado graficando la función y el punto (1, 3, 81/19). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 2  

Calcular: 

lim
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

2𝑥 + 𝑥𝑦2

𝑥2 + 4𝑦
 

 

Solución: 

 

lim
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

2𝑥 + 𝑥𝑦2

𝑥2 + 4𝑦
=

2(2) + (2)(−1)2

22 + 4(−1)
=

𝟔

𝟎
= ±∞ 

 

(1,3,81/19) 
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Se puede comprobar el resultado graficando la función: 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 3 

Calcular: 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

1

𝑥2 + 𝑦2
 

 

Solución: 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

4

3𝑥2 + 2𝑦2
=

1

3(0)2 + 2(0)2
=

𝟏

𝟎+
= +∞ 

Por un 
lado, la 
función 
tiende a 

infinito. 

Por otro lado, la 
función tiende a 

menos infinito. 
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Se puede comprobar el resultado graficando la función. 

 

 

Continuidad 

Definición de continuidad de una función de dos variables 

Una función 𝑓  de dos variables es continua en un punto (𝑥0, 𝑦0)de una región 

abierta R si 𝑓(𝑥0, 𝑦0) es igual al límite de 𝑓(𝑥, 𝑦) cuando (𝑥, 𝑦) → (𝑥0, 𝑦0). Esto es,   

lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥0, 𝑦0) 

La función 𝑓 es continua en la región abierta R si es continua en todo punto de R. 

 

Funciones continuas de dos variables 

Si 𝑘 es un número real y 𝑓 y 𝑔 son funciones continuas en (𝑥0, 𝑦0), entonces las 
funciones son continuas en (𝑥0, 𝑦0). 

1. 𝑘𝑓                                (múltiplo escalar) 

2. 𝑓 ± 𝑔                            (suma y diferencia) 
3. 𝑓𝑔                                 (producto) 

4. 
𝑓

𝑔
 ,   𝑠𝑖    𝑔(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0    (cociente) 

1

1

1
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EJEMPLO 4  

Analiza la continuidad de las siguientes funciones: 

 

𝑎) 𝑓(𝑥. 𝑦) =
3𝑥 + 5𝑦

4𝑥2 + 9𝑦2
                                      𝑏) 𝑓(𝑥. 𝑦) =

12

𝑦 − 2𝑥2
 

 

Solución: 

𝒂) 𝒇(𝒙. 𝒚) =
𝟑𝒙 + 𝟓𝒚

𝟒𝒙𝟐 + 𝟗𝒚𝟐
 

Para que la función sea continua el denominador debe ser distinto de cero:  

 

𝟒𝒙𝟐 + 𝟗𝒚𝟐 ≠ 𝟎     𝒍𝒐𝒔 ú𝒏𝒊𝒄𝒐𝒔 𝒗𝒂𝒍𝒐𝒓𝒆𝒔 𝒒𝒖𝒆 𝒉𝒂𝒄𝒆𝒏 𝒄𝒆𝒓𝒐 𝒆𝒍 𝒅𝒆𝒏𝒐𝒎𝒊𝒏𝒂𝒅𝒐𝒓 𝒔𝒐𝒏 𝒙 = 𝒚 = 𝟎 

 

Por lo tanto, la función es discontinua en (0, 0) 

Graficando: 

 

 

 

 

 

 

 

 

63
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𝑏) 𝑓(𝑥. 𝑦) =
12

𝑦 − 2𝑥2
 

 

Los valores para los cuales la función no existe o es discontinua son para: 

 

𝑦 − 2𝑥2 = 0           →          𝑦 = 2𝑥2       ∴       (𝑥, 2𝑥2) 

 

Por lo tanto, la función es discontinua para todos los puntos que están sobre la 
parábola 𝑦 = 2𝑥2. En otras palabras, la función es continua para todos los puntos, 

excepto para los que se encuentran sobre la parábola 𝑦 = 2𝑥2. 

1
1
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Graficando: 
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3.4 Derivadas parciales, incrementos y diferenciales, diferencial total. 

Derivadas parciales 

Hasta ahora en los cursos previos de cálculo se había trabajado las derivadas 
ordinarias, esto es, la derivada de una función de una variable, la forma de 
representarla es por medio de la letra “d” de nuestro alfabeto latino: 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 ′ (𝑥) 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= lim

ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
 

 

La derivada parcial se representa por medio de la letra “𝝏” y consiste en derivar a 
una función de dos o más variables respecto a una o más variables. La notación es 
la siguiente: 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) = 𝑧𝑥                       

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) = 𝑧𝑦 

Entonces, cuando aparece una derivada donde aparece la letra “d”, la función que 
se está derivando depende solo de una variable y cuando aparece la letra “𝝏”, la 
función que se está derivando depende de 2 o más variables. 

La definición de la derivada parcial se presenta a continuación: 

 

𝝏𝒇

𝝏𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒉→𝟎

𝒇(𝒙 + 𝒉, 𝒚) − 𝒇(𝒙, 𝒚)

𝒉
 

𝝏𝒇

𝝏𝒚
= 𝐥𝐢𝐦

𝒉→𝟎

𝒇(𝒙, 𝒚 + 𝒉) − 𝒇(𝒙, 𝒚)

𝒉
 

 

1

2

23

23
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Geométricamente, la derivada parcial representa la pendiente de la recta tangente 
a la curva de corte entre la superficie 𝑓(𝑥, 𝑦) y un plano, ¿qué plano? este 
dependerá si se está derivando con respecto de “x” o con respecto de “y”. Por 
ejemplo, si se está derivando con respecto de x, entonces dicho plano será paralelo 
al plano xz mientras que, si se está derivando respecto a y, entonces el plano será 
paralelo al plano yz. Lo anterior se puede visualizar en las siguientes imágenes: 

 

Derivada parcial respecto a x: 

                                                                                      

 

         

 

 

  

 

 

 

Derivada parcial respecto a y: 

                                                                                      

 

         

 

 

 

Plano 𝑦 = 𝑦0 (paralelo a xz) 

(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 

Recta tangente a la curva de 
corte en (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)  con 

pendiente 𝑚 =
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 

Plano 𝑥 = 𝑥0 (paralelo a yz) 

(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 

Recta tangente a la curva de 
corte en (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)  con 

pendiente 𝑚 =
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 

1

1

5
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Cuando se realiza una derivada parcial a la variable respecto a la cual se está 
derivando se considera VARIABLE, las demás se consideran constantes. Veamos 
a continuación unos ejemplos: 

Ejemplo 1      Sea 𝑓(𝑥, 𝑦) = 9𝑥4𝑦3 + 5𝑥𝑦2 + 2𝑥3 − 8𝑦2    calcular las primeras 
derivadas parciales: 

 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
     𝑦     

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 

Solución: 

       

𝝏𝒇

𝝏𝒙
=

𝝏

𝝏𝒙
(𝟗𝒙𝟒𝒚𝟑 + 𝟓𝒙𝒚𝟐 + 𝟐𝒙𝟑 − 𝟖𝒚𝟐) 

                                                              La “x” se considera variable y “y” constante 

     

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥
(9𝑥4𝑦3) +

𝜕

𝜕𝑥
(5𝑥𝑦2) +

𝜕

𝜕𝑥
(2𝑥3) −

𝜕

𝜕𝑥
(8𝑦2) 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 9𝑦3

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥4) + 5𝑦2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥) + 2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥3) − 8𝑦2

𝜕

𝜕𝑥
(1) 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 9𝑦3(4𝑥3) + 5𝑦2(1) + 2(3𝑥2) − 8𝑦2(0) 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 36𝑥3𝑦3 + 5𝑦2 + 6𝑥2 − 0 = 𝟑𝟔𝒙𝟑𝒚𝟑 + 𝟓𝒚𝟐 + 𝟔𝒙𝟐 

  

𝝏𝒇

𝝏𝒚
=

𝝏

𝝏𝒚
(𝟗𝒙𝟒𝒚𝟑 + 𝟓𝒙𝒚𝟐 + 𝟐𝒙𝟑 − 𝟖𝒚𝟐) 

                                                                              La “y” se considera variable y “x” constante 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 27𝑥4𝑦2 + 10𝑥𝑦 + 0 − 16𝑦 = 𝟐𝟕𝒙𝟒𝒚𝟐 + 𝟏𝟎𝒙𝒚 − 𝟏𝟔𝒚 

Fórmula empleada: 
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𝑑

𝑑𝑥
(𝑢𝑛) = 𝑛𝑢𝑛−1

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

Ejemplo 2       

Sea 𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝑺𝒆𝒏(𝟑𝒙𝟐𝒚)   calcular las primeras derivadas parciales: 

 

 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
    y    

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 

Solución: 

    

𝝏𝒇

𝝏𝒙
=

𝝏

𝝏𝒙
(𝑺𝒆𝒏(𝟑𝒙𝟐𝒚)) 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑆𝑒𝑛 𝑢) = 𝐶𝑜𝑠 𝑢 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
  

𝑢 = 3𝑥2𝑦     ∴       
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 6𝑥𝑦 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑆𝑒𝑛 (3𝑥2𝑦)) =  𝐶𝑜𝑠(3𝑥2𝑦)(6𝑥𝑦) 

𝝏𝒇

𝝏𝒙
= 𝟔𝒙𝒚𝑪𝒐𝒔(𝟑𝒙𝟐𝒚) 

   

𝝏𝒇

𝝏𝒚
=

𝝏

𝝏𝒚
(𝑺𝒆𝒏(𝟑𝒙𝟐𝒚)) 

𝑑

𝑑𝑦
(𝑆𝑒𝑛 𝑢) = 𝐶𝑜𝑠 𝑢 

𝑑𝑢

𝑑𝑦
 

𝑢 = 3𝑥2𝑦     ∴       
𝑑𝑢

𝑑𝑦
= 3𝑥2 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑆𝑒𝑛 (3𝑥2𝑦)) =  𝐶𝑜𝑠(3𝑥2𝑦)(3𝑥2) 

44
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𝝏𝒇

𝝏𝒚
= 𝟑𝒙𝟐𝑪𝒐𝒔(𝟑𝒙𝟐𝒚) 

 

Fórmulas empleadas: 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑢𝑛) = 𝑛𝑢𝑛−1

𝑑𝑢

𝑑𝑥
                

𝑑

𝑑𝑥
(𝑆𝑒𝑛(𝑢)) = 𝐶𝑜𝑠(𝑢)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
             

𝑑

𝑑𝑥
(𝐶𝑜𝑠(𝑢)) = −𝑆𝑒𝑛(𝑢)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 

Ejemplo 3 

Sea 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝑛 (
𝑥2𝑦

𝑥−𝑦
) calcular las primeras derivadas parciales: 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
    y   

𝜕𝑓

𝜕𝑦
        

Solución: 

Antes de iniciar las derivadas es conveniente aplicar propiedades de los logaritmos: 

𝒍𝒏(𝑨𝒏) = 𝒏𝒍𝒏(𝑨)                 𝐥𝐧 (𝑨𝑩) = 𝒍𝒏𝑨 + 𝒍𝒏𝑩             𝒍𝒏 (
𝑨

𝑩
) = 𝒍𝒏𝑨 − 𝒍𝒏𝑩  

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝑛 (
𝑥2𝑦

𝑥 − 𝑦
) = 𝑙𝑛(𝑥2𝑦) − 𝑙𝑛(𝑥 − 𝑦)     →    𝑙𝑛 (

𝐴

𝐵
) = 𝑙𝑛𝐴 − 𝑙𝑛𝐵 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝑛(𝑥2) + 𝑙𝑛(𝑦) − 𝑙𝑛(𝑥 − 𝑦)     →     ln (𝐴𝐵) = 𝑙𝑛𝐴 + 𝑙𝑛𝐵   

𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑙𝑛(𝑥) + 𝑙𝑛(𝑦) − 𝑙𝑛(𝑥 − 𝑦)       →     𝑙𝑛(𝐴𝑛) = 𝑛𝑙𝑛(𝐴)   

       

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥
(2 ln(𝑥) + ln(𝑦) − ln(𝑥 − 𝑦)) 

𝒅

𝒅𝒙
(𝐥 𝐧(𝒖)) =

𝒅𝐮
𝒅𝒙
𝒖

 

5

14

49
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𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

2

𝑥
+ 0 −

1

𝑥 − 𝑦
=

𝟐

𝒙
−

𝟏

𝒙 − 𝒚
 

                                                 La “x” se considera variable y “y” constante  

 

𝝏𝒇

𝝏𝒚
=

𝝏

𝝏𝒚
(𝟐𝐥 𝐧(𝒙) + 𝐥 𝐧(𝒚) − 𝐥 𝐧(𝒙 − 𝒚)) 

𝒅

𝒅𝒚
(𝐥 𝐧(𝒖)) =

𝒅𝐮
𝒅𝒚

𝒖
 

 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 0 +

1

𝑦
−

−1

𝑥 − 𝑦
=

𝟏

𝒚
+

𝟏

𝒙 − 𝒚
 

                                   La “y” se considera variable y “x” constante 

Fórmulas empleadas: 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑢𝑛) = 𝑛𝑢𝑛−1

𝑑𝑢

𝑑𝑥
                    

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑐

𝑣
) =

−c
𝑑v
𝑑𝑥

𝑣2
                   

𝑑

𝑑𝑥
(ln(𝑢)) =

𝑑u
𝑑𝑥
𝑢

 

 

Ejemplo 4       

Hallar las pendientes en las direcciones de “x” y de “y” de la superficie dada y sus 
respectivas rectas: 

𝒇(𝒙, 𝒚) = −
𝒙𝟐

𝟐
− 𝒚𝟐 +

𝟐𝟓

𝟖
 

en el punto (
𝟏

𝟐
, 𝟏, 𝟐). 

 

Solución: 

 Pendiente en dirección de “x”:    

1

7

58
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𝝏𝒇

𝝏𝒙
=

𝝏

𝝏𝒙
(−

𝒙𝟐

𝟐
− 𝒚𝟐 +

𝟐𝟓

𝟖
) 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= −𝑥 − 0 + 0 = −𝑥 

𝑚 |
(

1

2
, 1, 2)

=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
|
(

1

2
, 1, 2)

= − (
1

2
) 

 

La pendiente en el punto indicado, en la dirección de “x” es: 

𝑚 = −
1

2
 

 

Pendiente en dirección de “y”:    

𝝏𝒇

𝝏𝒚
=

𝝏

𝝏𝒚
(−

𝒙𝟐

𝟐
− 𝒚𝟐 +

𝟐𝟓

𝟖
) 

 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= −0 − 2𝑦 + 0 = −2𝑦 

 

𝑚 |
(

1

2
, 1, 2)

=
𝜕𝑓

𝜕𝑦
|
(

1

2
, 1, 2)

= −2(1) = −2 

 

La pendiente en el punto indicado, en la dirección de “y” es: 

𝐦 = −𝟐 

 

1

2
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Ecuaciones de las rectas tangentes en el punto dado: 

En dirección de x: 

(
𝟏

𝟐
, 𝟏, 𝟐) = (𝒙𝟏, 𝒚, 𝒛𝟏) 

𝒎 = −
𝟏

𝟐
 

Como se está trabajando paralelo al plano xz, entonces la ecuación de la recta es: 

𝑧 − 𝑧1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1) 

𝑧 − 2 = −
1

2
(𝑥 −

1

2
) 

𝑧 = −
1

2
(𝑥 −

1

2
) + 2 

𝒛 = −
𝟏

𝟐
𝒙 +

𝟗

𝟒
 

Ecuaciones paramétricas de la recta:  

 

 

 

 

 

 

 

  

 

𝒙 = 𝒕 

𝒚 = 𝟏 

𝒛 = −
𝟏

𝟐
𝒕 +

𝟗

𝟒
 

 

6
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Para encontrar la curva de intersección se tiene: 

𝑧 = −
𝑥2

2
− 𝑦2 +

25

8
 

y = 1 

Sustituyedo y en z: 

𝑧 = −
𝑥2

2
− (1)2 +

25

8
 

𝑧 = −
𝑥2

2
+

17

8
 

Parametrizando la curva: 

𝑥 = 𝑡 

𝑦 = 1 

𝑧 = −
𝑡2

2
+

17

8
 

 

En la gráfica es la curva roja: 
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En dirección de y: 

(
𝟏

𝟐
, 𝟏, 𝟐) = (𝒙, 𝒚𝟏, 𝒛𝟏) 

𝒎 = −𝟐 

Como se está trabajando paralelo al plano yz, entonces la ecuación de la recta es: 

𝒛 − 𝒛𝟏 = 𝒎(𝒚 − 𝒚𝟏) 

𝒛 − 𝟐 = −𝟐(𝒚 − 𝟏) 

𝒛 = −𝟐(𝒚 − 𝟏) + 𝟐 

𝒛 = −𝟐𝒚 + 𝟒 

 

Ecuaciones paramétricas de la recta:  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒙 =
𝟏

𝟐
 

𝒚 = 𝒕 

𝒛 = −𝟐𝒕 + 𝟒 
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Para encontrar la curva de intersección se tiene: 

 

𝑧 = −
𝑥2

2
− 𝑦2 +

25

8
 

x =
1

2
 

Sustituyendo x en z: 

 

𝑧 = −
(

1
2)

2

2
− 𝑦2 +

25

8
 

𝑧 = −
1

8
− 𝑦2 +

25

8
 

𝑧 = −𝑦2 +
24

8
 

𝑧 = −𝑦2 + 3 

 

Parametrizamos la curva: 

 

 

 

 

 

𝑥 =
1

2
 

𝑦 = 𝑡 

𝑧 = −𝑡2 + 3 
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En la gráfica la curva amarilla es la curva de intersección entre el plano de dirección 
y la superficie: 

 

 

Incrementos, diferenciales y diferencial total 

Para calcular el diferencial total de una función aplicamos la siguiente fórmula: 

 

𝑆𝑒𝑎 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)   𝑒𝑙 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑒𝑠 𝑑𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑑𝑧 

 

EJEMPLO 5 

Calcular el diferencial total de: 

 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥𝑦𝑒4𝑧  + 5𝑥4𝑦2𝑧 + cos(4𝑥 + 3𝑦) 

Solución: 

𝑑𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑑𝑧 

5

7
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𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 2𝑦𝑒4𝑧 + 20𝑥3𝑦2𝑧 − 4𝑠𝑒𝑛(4𝑥 + 3𝑦) 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 2𝑥𝑒4𝑧 + 10𝑥4𝑦𝑧 − 3𝑠𝑒𝑛(4𝑥 + 3𝑦) 

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 8𝑥𝑦𝑒4𝑧  + 5𝑥4𝑦2 

 

𝒅𝒇 = (𝟐𝒚𝒆𝟒𝒛  + 𝟐𝟎𝒙𝟑𝒚𝟐𝒛 − 𝟒𝒔𝒆𝒏(𝟒𝒙 + 𝟑𝒚)) 𝒅𝒙 

+ (𝟐𝒙𝒆𝟒𝒛  + 𝟏𝟎𝒙𝟒𝒚𝒛 − 𝟑𝒔𝒆𝒏(𝟒𝒙 + 𝟑𝒚)) 𝒅𝒚 

+(𝟖𝒙𝒚𝒆𝟒𝒛  + 𝟓𝒙𝟒𝒚𝟐)𝒅𝒛 

 

EJEMPLO 6     

Calcular el diferencial total de: 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 7𝑥3𝑦 + 2𝑥2𝑦4 

 

Solución: 

𝑑𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦 

 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 21𝑥2𝑦 + 4𝑥𝑦4 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 7𝑥3  + 8𝑥2𝑦3 

26

36
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𝑑𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦 

 

𝒅𝒇 = (𝟐𝟏𝒙𝟐𝒚 + 𝟒𝒙𝒚𝟒)𝒅𝒙 + (𝟕𝒙𝟑  + 𝟖𝒙𝟐𝒚𝟑)𝒅𝒚 

 

EJEMPLO 7     

a) Evaluar 𝑓(2,1) y 𝑓(2.1, 1.05) y calcular ∆𝑧.    

b) Usar el diferencial total 𝑑𝑧 para aproximar ∆𝑧. 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑦) 

 

Solución: 

a)   Evaluar 𝑓(2,1) y 𝑓(2.1,1.05) y calcular ∆𝑧 

 

𝑓(2,1) = 2𝑐𝑜𝑠(1) = 2𝑐𝑜𝑠 (
1𝑟𝑎𝑑 ∗  180°

𝜋𝑟𝑎𝑑
) = 2𝑐𝑜𝑠 (

180°

𝜋
) = 𝟏. 𝟎𝟖 

 

𝑓(2.1,1.05) = 2.1 cos(1.05) = 2.1𝑐𝑜𝑠 (
1.05𝑟𝑎𝑑 ∗  180°

𝜋𝑟𝑎𝑑
) = 2.1𝑐𝑜𝑠 (

189°

𝜋
)

= 𝟏. 𝟎𝟒 
 

𝑓(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦) 
 

𝑥 = 2   →     2.1      ∴       ∆𝑥 = 0.1 
𝑦 = 1   →     1.05      ∴       ∆𝑦 = 0.05 

 
∆𝑧 = 𝑓(2 + 0.1,1 + 0.05) − 𝑓(2,1) 

∆𝑧 = 𝑓(2.1,1.05) − 𝑓(2,1) 
∆𝑧 = 1.04 − 1.08 = −𝟎. 𝟎𝟒 

 

1
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∆𝑧  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

b) Usar el diferencial total 𝑑𝑧 para aproximar ∆𝑧. 

𝑑𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑦) 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= cos(𝑦) 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= −𝑥𝑠𝑒𝑛(𝑦) 

𝑑𝑧 =
𝜕𝑧

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑧

𝜕𝑦
𝑑𝑦 

𝑑𝑧 = cos(𝑦) 𝑑𝑥 − 𝑥𝑠𝑒𝑛(𝑦)𝑑𝑦 

𝑑𝑥 = ∆𝑥 = 0.1      𝑦     𝑑𝑦 = ∆𝑦 = 0.05 

𝑑𝑧 = cos(1) (0.1) − 2𝑠𝑒𝑛(1)(0.05) = −𝟎. 𝟎𝟑  

−𝟎. 𝟎𝟒 ≈ −𝟎. 𝟎𝟑 

∆𝒛 ≈ 𝒅𝒛 

𝑃(2,1,1.8) 

𝑃∆(2.1,1.05,1.4) 

18
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EJEMPLO  8    

En un triángulo, dos lados adyacentes miden 3 y 4 pulgadas de longitud y entre ellos 

forman un ángulo de 
𝜋

4
. Los posibles errores de medición son 

1

16
 pulgadas en los 

lados y 0.02 radianes en el ángulo. Aproximar el máximo error posible al calcular el 
área. 

Solución: 

𝜃 =
𝜋

4
       ∆𝜃 = 0.02 

𝑎 = 3      ∆𝑎 =
1

16
 

𝑏 = 4      ∆𝑏 =
1

16
 

ℎ = 𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃 

𝐴 =
𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑥 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎

2
 

𝐴 =
𝑏 𝑥 ℎ

2
 

𝑑𝐴 =
𝜕𝐴

𝜕𝑏
𝑑𝑏 +

𝜕𝐴

𝜕ℎ
𝑑ℎ 

𝑑𝐴 =
ℎ

2
𝑑𝑏 +

𝑏

2
𝑑ℎ 

 

ℎ = 𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃      ∴      𝑑ℎ =
𝜕ℎ

𝜕𝑎
𝑑𝑎 +

𝜕ℎ

𝜕𝜃
𝑑𝜃 

𝑑ℎ = 𝑠𝑒𝑛𝜃 𝑑𝑎 + 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝜃 

𝑑𝐴 =
𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃

2
𝑑𝑏 +

𝑏

2
(𝑠𝑒𝑛𝜃 𝑑𝑎 + 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝜃)

=
3𝑠𝑒𝑛 (

𝜋
4)

2
(

1

16
) +

4

2
[(𝑠𝑒𝑛 (

𝜋

4
)) (

1

16
) + 3 (𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

4
)) (0.02)] 

3



271 

 

𝑑𝐴 =
3𝑠𝑒𝑛 (

𝜋
4)

32
+ [

1

8
𝑠𝑒𝑛 (

𝜋

4
) + 1.2𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

4
)] 

𝑑𝐴 =
3𝑠𝑒𝑛 (

𝜋
4)

32
+

1

8
𝑠𝑒𝑛 (

𝜋

4
) + 1.2𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

4
) 

 

𝑑𝐴 =
7𝑠𝑒𝑛 (

𝜋
4)

32
+ 0.12𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

4
) 

 

𝒅𝑨 = 𝟎. 𝟐𝟑𝟗𝟓        𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓 𝒂𝒍 𝒎𝒆𝒅𝒊𝒓 𝒆𝒍 á𝒓𝒆𝒂 𝒆𝒔 𝒂𝒑𝒓𝒐𝒙. 𝟎. 𝟐𝟑𝟗𝟓 𝒑𝒖𝒍𝒈𝟐 

 

Otra opción: 

𝐴 =
𝑏 𝑥 ℎ

2
 

Pero sabemos que: 

ℎ = 𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃 

Por lo tanto,  

𝐴 =
𝑏 𝑥 𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃

2
 

𝐴 =
𝑎𝑏 𝑠𝑒𝑛𝜃

2
 

Calculando dA tendremos: 

𝑑𝐴 =
𝜕𝐴

𝜕𝑏
𝑑𝑏 +

𝜕𝐴

𝜕𝑎
𝑑𝑎 +

𝜕𝐴

𝜕𝜃
𝑑𝜃 
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𝑑𝐴 =
 𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃

2
𝑑𝑏 +

𝑏𝑠𝑒𝑛𝜃

2
𝑑𝑎 +

𝑎𝑏 𝑐𝑜𝑠𝜃

2
𝑑𝜃 

 

𝑑𝐴 =
 3𝑠𝑒𝑛 (

𝜋
4)

2
(

1

16
) +

4𝑠𝑒𝑛 (
𝜋
4)

2
(

1

16
) +

(3)(4) 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋
4)

2
(0.02) 

𝑑𝐴 =
 3𝑠𝑒𝑛 (

𝜋
4)

32
+

𝑠𝑒𝑛 (
𝜋
4)

8
+ 0.12𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

4
) 

𝑑𝐴 =
 7𝑠𝑒𝑛 (

𝜋
4)

32
+ 0.12𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

4
) 

𝒅𝑨 = 𝟎. 𝟐𝟑𝟗𝟓        𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓 𝒂𝒍 𝒎𝒆𝒅𝒊𝒓 𝒆𝒍 á𝒓𝒆𝒂 𝒆𝒔 𝒂𝒑𝒓𝒐𝒙. 𝟎. 𝟐𝟑𝟗𝟓 𝒑𝒖𝒍𝒈𝟐 

 

EJEMPLO 9     

Un sistema de coordenadas rectangulares se coloca sobre un mapa y las 
coordenadas de un punto son (7.2, 2.5). Existe un posible error de 0.05 en cada 
coordenada. Aproximar el máximo error posible al medir las coordenadas polares 
del punto. 

Solución: 

 

𝑥 = 7.2           𝑦          𝑦 = 2.5            ∆𝑥 = ∆𝑦 = 0.05 

∆𝑥 = 𝑑𝑥      𝑦     ∆𝑦 = 𝑑𝑦 

𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2        →        𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2  

       

𝑑𝑟 =
𝜕𝑟

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑟

𝜕𝑦
𝑑𝑦 

𝑑

𝑑𝑥
(√𝑢) =

𝑢 ′

2√𝑢
 

3
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𝑑𝑟 =
2𝑥

2√𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑥 +

2𝑦

2√𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑦 

 

𝑑𝑟 =
𝑥

√𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑥 +

𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑦 

 

𝑑𝑟 =
7.2

√7.22 + 2.52
(0.05) +

2.5

√7.22 + 2.52
(0.05) 

 

𝒅𝒓 = 𝟎. 𝟎𝟔𝟒 

 

tan 𝜃 =
𝑦

𝑥
       →          𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑦

𝑥
) =

𝜕𝜃

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝜃

𝜕𝑦
𝑑𝑦 

𝑑

𝑑𝑥
(arctan 𝑢) =

𝑢 ′

1 + 𝑢2
          

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑐

𝑣
) =

−𝑐 𝑣 ′

𝑣2
 

 

𝑑𝜃 = (

−𝑦(1)
𝑥2

1 + (
𝑦
𝑥)

2 ) 𝑑𝑥 + (

1
𝑥

1 + (
𝑦
𝑥)

2 ) 𝑑𝑦 

𝑑𝜃 = (
−

𝑦
𝑥2

1
1

+
𝑦2

𝑥2

) 𝑑𝑥 + (

1
𝑥

1
1

+
𝑦2

𝑥2

) 𝑑𝑦 

𝑑𝜃 = (
−

𝑦
𝑥2

𝑥2 + 𝑦2

𝑥2

) 𝑑𝑥 + (

1
𝑥

𝑥2 + 𝑦2

𝑥2

) 𝑑𝑦 

 

4

11

34
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𝑑𝜃 = (
−𝑦

𝑥2 + 𝑦2
) 𝑑𝑥 + (

𝑥

𝑥2 + 𝑦2
) 𝑑𝑦 

𝑑𝜃 = (
−2.5

7.22 + 2.52
) (0.05) + (

7.2

7.22 + 2.52
) (0.05) 

 

𝒅𝜽 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟒 

 

Por lo tanto, los posibles errores al medir en coordenadas polares son: 

 

𝒅𝒓 = 𝟎. 𝟎𝟔𝟒     y    𝒅𝜽 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟒 
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3.5 Regla de la cadena, derivada implícita. 

Regla de la cadena 

La regla de la cadena se emplea cuando se tiene una función en la que sus variables 
dependen de otra variable o parámetro. En las fórmulas utilizadas para derivación 
implícitamente está la regla de la cadena, en el siguiente recuadro se puede analizar 
un ejemplo donde se emplea de forma directa la fórmula para la potencia y 
posteriormente se deriva utilizando la regla de la cadena: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Regla de la cadena: 

Sea 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)  donde 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡)  𝑦     𝑧 = 𝑧(𝑡),   entonces: 

 

𝑑𝑓

𝑑𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+

𝜕𝑓

𝜕𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑡
 

𝑓(𝑥) = 4(5𝑥 + 1)3 

𝑓 (𝑥)′ = 12(5𝑥 + 1)2(5) = 𝟔𝟎(𝟓𝒙 + 𝟏)𝟐 

 

Regla de la cadena: 

𝑑𝑓

𝑑𝑥
=

𝑑𝑓

𝑑𝑢
∗

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

𝑓(𝑥) = 4(5𝑥 + 1)3 

𝑢 = 5𝑥 + 1 

𝑓(𝑢) = 4𝑢3 

𝑑𝑓

𝑑𝑥
=

𝑑𝑓

𝑑𝑢
∗

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= (12𝑢2)(5) 

𝑑𝑓

𝑑𝑥
= 60𝑢2      𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒  𝑢 = 5𝑥 + 1 

𝒅𝒇

𝒅𝒙
= 𝟔𝟎(𝟓𝒙 + 𝟏)𝟐 

 

 

2

13
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Sea 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), donde 𝑥 = 𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑠, 𝑡)  𝑦     𝑧 = 𝑧(𝑠, 𝑡), entonces: 

 

𝜕𝑓

𝜕𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑡
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑡
+

𝜕𝑓

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑡
 

 

Y 

 

𝜕𝑓

𝜕𝑠
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑠
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑠
+

𝜕𝑓

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑠
 

 

EJEMPLO 1      

Calcular 
𝑑𝑧

𝑑𝑡
   si  𝑓(𝑥, 𝑦) = 8𝑐𝑜𝑠(4𝑥𝑦 + 3𝑥)    𝑦    𝑥 = 3𝑡2    𝑦   𝑦 = 5𝑡 + 1: 

 

Solución: 

Aplicando la regla de la cadena: 

 

𝑑𝑓

𝑑𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

 

𝑑𝑓

𝑑𝑡
= (−8(4𝑦 + 3)𝑠𝑒𝑛(4𝑥𝑦 + 3𝑥))(6𝑡) + (−8(4𝑥𝑠𝑒𝑛(4𝑥𝑦 + 3𝑥)))(5) 

𝑑𝑓

𝑑𝑡
= (−48𝑡(4𝑦 + 3)𝑠𝑒𝑛(4𝑥𝑦 + 3𝑥)) + (−40(4𝑥𝑠𝑒𝑛(4𝑥𝑦 + 3𝑥))) 

𝑑𝑓

𝑑𝑡
= −48𝑡(4𝑦 + 3)𝑠𝑒𝑛(4𝑥𝑦 + 3𝑥) − 160𝑥𝑠𝑒𝑛(4𝑥𝑦 + 3𝑥) 

24
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𝑑𝑓

𝑑𝑡
= −48𝑡(4(5𝑡 + 1) + 3)𝑠𝑒𝑛[4(3𝑡2)(5𝑡 + 1) + 3(3𝑡2)]

− 160(3𝑡2)𝑠𝑒𝑛[4(3𝑡2)(5𝑡 + 1) + 3(3𝑡2)] 

𝑑𝑓

𝑑𝑡
= −48𝑡(20𝑡 + 7)𝑠𝑒𝑛(60𝑡3 + 12𝑡2 + 9𝑡2) − 480𝑡2𝑠𝑒𝑛(60𝑡3 + 12𝑡2 + 9𝑡2) 

𝑑𝑓

𝑑𝑡
= −48𝑡(20𝑡 + 7)𝑠𝑒𝑛(60𝑡3 + 21𝑡2) − 480𝑡2𝑠𝑒𝑛(60𝑡3 + 21𝑡2) 

𝑑𝑓

𝑑𝑡
= −960𝑡2𝑠𝑒𝑛(60𝑡3 + 21𝑡2) − 336𝑡𝑠𝑒𝑛(60𝑡3 + 21𝑡2) − 480𝑡2𝑠𝑒𝑛(60𝑡3 + 21𝑡2) 

𝑑𝑓

𝑑𝑡
= −1440𝑡2𝑠𝑒𝑛(60𝑡3 + 21𝑡2) − 336𝑡𝑠𝑒𝑛(60𝑡3 + 21𝑡2) 

𝒅𝒇

𝒅𝒕
= −𝟒𝟖 (𝟑𝟎𝒕𝟐𝒔𝒆𝒏(𝟔𝟎𝒕𝟑 + 𝟐𝟏𝒕𝟐) + 𝟕𝒕𝒔𝒆𝒏(𝟔𝟎𝒕𝟑 + 𝟐𝟏𝒕𝟐)) 

𝒅𝒇

𝒅𝒕
= (−𝟏𝟒𝟒𝟎𝒕𝟐 − 𝟑𝟑𝟔𝒕)𝒔𝒆𝒏(𝟔𝟎𝒕𝟑 + 𝟐𝟏𝒕𝟐) 

 

Sustituyendo primero: 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 8 cos(4𝑥𝑦 + 3𝑥) 𝑦    𝑥 = 3𝑡2    𝑦   𝑦 = 5𝑡 + 1 

𝑓(𝑡) = 8 cos(4(3𝑡2)(5𝑡 + 1) + 3(3𝑡2)) 

𝑓(𝑡) = 8 cos(60𝑡3 + 12𝑡2 + 9𝑡2) 

𝑓(𝑡) = 8 cos(60𝑡3 + 21𝑡2) 

𝒅𝒇

𝒅𝒕
= −𝟖(𝟏𝟖𝟎𝒕𝟐 + 𝟒𝟐𝒕)𝒔𝒆𝒏(𝟔𝟎𝒕𝟑 + 𝟐𝟏𝒕𝟐) 

𝒅𝒇

𝒅𝒕
= −𝟒𝟖(𝟑𝟎𝒕𝟐 + 𝟕𝒕)𝒔𝒆𝒏(𝟔𝟎𝒕𝟑 + 𝟐𝟏𝒕𝟐) 

𝒅𝒇

𝒅𝒕
= (−𝟏𝟒𝟒𝟎𝒕𝟐 − 𝟑𝟑𝟔𝒕)𝒔𝒆𝒏(𝟔𝟎𝒕𝟑 + 𝟐𝟏𝒕𝟐) 

 

21

53
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EJEMPLO 2    

Calcular 
𝜕𝑓

𝜕𝑡
  𝑦  

𝜕𝑓

𝜕𝑠
   si:   

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 4𝑥𝑦3 + 9𝑥𝑧2 ;    𝑥 = 5𝑡2 − 4𝑠, 𝑦 = 7𝑡 + 9𝑠   𝑦  𝑧 = 10𝑡𝑠: 

 

Solución: 

 

𝜕𝑓

𝜕𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑡
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑡
+

𝜕𝑓

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑡
 

𝑑𝑓

𝑑𝑡
= (4𝑦3 + 9𝑧2)(10𝑡) + (12𝑥𝑦2)(7) + (18𝑥𝑧)(10𝑠) 

𝑑𝑓

𝑑𝑡
= (4(7𝑡 + 9𝑠)3 + 9(10𝑡𝑠)2)(10𝑡) + (12(5𝑡2 − 4𝑠)(7𝑡 + 9𝑠)2)(7)

+ (18(5𝑡2 − 4𝑠)(10𝑡𝑠))(10𝑠) 

 

𝑑𝑓

𝑑𝑡
= 10𝑡[4(7𝑡 + 9𝑠)3 + 9(10𝑡𝑠)2] + 84(5𝑡2 − 4𝑠)(7𝑡 + 9𝑠)2 + 1800𝑡𝑠2(5𝑡2 − 4𝑠) 

 

𝑑𝑓

𝑑𝑡
= 40𝑡(7𝑡 + 9𝑠)3 + 9000𝑡3𝑠2 + 84(5𝑡2 − 4𝑠)(7𝑡 + 9𝑠)2 + 1800𝑡𝑠2(5𝑡2 − 4𝑠) 

 

𝜕𝑓

𝜕𝑠
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑠
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑠
+

𝜕𝑓

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑠
 

 

𝑑𝑓

𝑑𝑠
= (4𝑦3 + 9𝑧2)(−4) + (12𝑥𝑦2)(9) + (18𝑥𝑧)(10𝑡) 
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𝑑𝑓

𝑑𝑠
= −4(4(7𝑡 + 9𝑠)3 + 9(10𝑡𝑠)2) + 108(5𝑡2 − 4𝑠)(7𝑡 + 9𝑠)2

+ 180𝑡(5𝑡2 − 4𝑠)(10𝑡𝑠) 

 

𝑑𝑓

𝑑𝑠
= −4[4(7𝑡 + 9𝑠)3 + 9(10𝑡𝑠)2] + 108(5𝑡2 − 4𝑠)(7𝑡 + 9𝑠)2 + 1800𝑡2𝑠(5𝑡2 − 4𝑠) 

𝒅𝒇

𝒅𝒔
= −𝟏𝟔(𝟕𝒕 + 𝟗𝒔)𝟑 − 𝟑𝟔𝟎𝟎𝒕𝟐𝒔𝟐 + 𝟏𝟎𝟖(𝟓𝒕𝟐 − 𝟒𝒔)(𝟕𝒕 + 𝟗𝒔)𝟐 + 𝟏𝟖𝟎𝟎𝒕𝟐𝒔(𝟓𝒕𝟐 − 𝟒𝒔) 

 

Sustituyendo primero: 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 4𝑥𝑦3 + 9𝑥𝑧2 ;    𝑥 = 5𝑡2 − 4𝑠, 𝑦 = 7𝑡 + 9𝑠   𝑦  𝑧 = 10𝑡𝑠 

𝑥 = 5𝑡2 − 4𝑠, 𝑦 = 7𝑡 + 9𝑠   𝑦  𝑧 = 10𝑡𝑠 

 

𝑓(𝑡, 𝑠) = 4(5𝑡2 − 4𝑠)(7𝑡 + 9𝑠)3 + 9(5𝑡2 − 4𝑠)(10𝑡𝑠)2 

𝑓(𝑡, 𝑠) = 4(5𝑡2 − 4𝑠)(7𝑡 + 9𝑠)3 + 900𝑡2𝑠2(5𝑡2 − 4𝑠) 

 

𝜕𝑓

𝜕𝑡
= 4(5𝑡2 − 4𝑠)[3(7𝑡 + 9𝑠)2(7)] + (7𝑡 + 9𝑠)3[4(10𝑡)] + 900𝑡2𝑠2(10𝑡)

+ (5𝑡2 − 4𝑠)(1800𝑡𝑠2) 

𝝏𝒇

𝝏𝒕
= 𝟖𝟒(𝟓𝒕𝟐 − 𝟒𝒔)(𝟕𝒕 + 𝟗𝒔)𝟐 + 𝟒𝟎𝒕(𝟕𝒕 + 𝟗𝒔)𝟑 + 𝟗𝟎𝟎𝟎𝒕𝟑𝒔𝟐 + 𝟏𝟖𝟎𝟎𝒕𝒔𝟐(𝟓𝒕𝟐 − 𝟒𝒔) 

 

𝑓(𝑡, 𝑠) = 4(5𝑡2 − 4𝑠)(7𝑡 + 9𝑠)3 + 900𝑡2𝑠2(5𝑡2 − 4𝑠) 
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𝜕𝑓

𝜕𝑠
= 4(5𝑡2 − 4𝑠)[3(7𝑡 + 9𝑠)2(9)] + 4(7𝑡 + 9𝑠)3(−4) + 900𝑡2𝑠2(−4) + (5𝑡2 − 4𝑠)1800𝑡2𝑠 

𝝏𝒇

𝝏𝒔
= 𝟏𝟎𝟖(𝟓𝒕𝟐 − 𝟒𝒔)(𝟕𝒕 + 𝟗𝒔)𝟐 − 𝟏𝟔(𝟕𝒕 + 𝟗𝒔)𝟑 − 𝟑𝟔𝟎𝟎𝒕𝟐𝒔𝟐 + 𝟏𝟖𝟎𝟎𝒕𝟐𝒔(𝟓𝒕𝟐 − 𝟒𝒔) 

 

Derivación implícita 

En tu curso de Cálculo Diferencial te enseñaron a derivar implícitamente, aquí 
veremos una forma mucho más sencilla de hacerlo: 

𝑃𝑟𝑖𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑠𝑒 𝐼𝐺𝑈𝐴𝐿𝐴 𝐴 𝐶𝐸𝑅𝑂 𝑙𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛: 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 

𝑬𝒏𝒔𝒆𝒈𝒖𝒊𝒅𝒂 𝒂𝒑𝒍𝒊𝒄𝒂𝒎𝒐𝒔 𝒍𝒂𝒔 𝒔𝒊𝒈𝒖𝒊𝒆𝒏𝒕𝒆𝒔 𝒇ó𝒓𝒎𝒖𝒍𝒂𝒔: 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= −

𝝏𝑭
𝝏𝒙
𝝏𝑭
𝝏𝒚

                                    
𝒅𝒙

𝒅𝒚
= −

𝝏𝑭
𝝏𝒚
𝝏𝑭
𝝏𝒙

 

 

En caso de que la función dependa de más de dos variables: 

 

𝑃𝑟𝑖𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑠𝑒 𝐼𝐺𝑈𝐴𝐿𝐴 𝐴 𝐶𝐸𝑅𝑂 𝑙𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛: 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 

𝑬𝒏𝒔𝒆𝒈𝒖𝒊𝒅𝒂 𝒂𝒑𝒍𝒊𝒄𝒂𝒎𝒐𝒔 𝒍𝒂𝒔 𝒔𝒊𝒈𝒖𝒊𝒆𝒏𝒕𝒆𝒔 𝒇ó𝒓𝒎𝒖𝒍𝒂𝒔: 

𝝏𝒛

𝝏𝒙
= −

𝝏𝑭
𝝏𝒙
𝝏𝑭
𝝏𝒛

                                    
𝝏𝒛

𝝏𝒚
= −

𝝏𝑭
𝝏𝒚
𝝏𝑭
𝝏𝒛

 

 

10
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EJEMPLO 3      

Calcular 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
        si  7𝑥2𝑦3 + 8𝑦2 = 10𝑦 + 3𝑥𝑦: 

Solución: 

Igualamos a cero: 

7𝑥2𝑦3 + 8𝑦2 − 10𝑦 − 3𝑥𝑦 = 0 

F(x,y) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑥
𝜕𝐹
𝜕𝑦

= −
𝟏𝟒𝒙𝒚𝟑 − 𝟑𝒚

𝟐𝟏𝒙𝟐𝒚𝟐 + 𝟏𝟔𝒚 − 𝟏𝟎 − 𝟑𝒙
 

 

EJEMPLO 4      

Calcular 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
  𝑦  

𝜕𝑧

𝜕𝑦
      si  4𝑥𝑦3 + 9𝑧2 = 4𝑦 + 3𝑥𝑧: 

 

Solución: 

Igualamos a cero: 

4𝑥𝑦3 + 9𝑧2 − 4𝑦 − 3𝑥𝑧 = 0 

F(x,y,z) 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑥
𝜕𝐹
𝜕𝑧

= −
4𝑦3 − 3𝑧

18𝑧 − 3𝑥
 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑦
𝜕𝐹
𝜕𝑧

= −
𝟏𝟐𝒙𝒚𝟐 − 𝟒

𝟏𝟖𝒛 − 𝟑𝒙
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3.6 Derivadas parciales de orden superior. 

Derivadas de orden superior 

La notación para las derivadas de orden superior es: 

 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
= 𝑓𝑥𝑥 (𝑥, 𝑦) = 𝑧𝑥𝑥                     

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
= 𝑓𝑦𝑦 (𝑥, 𝑦) = 𝑧𝑦𝑦 

 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 𝑓𝑦𝑥 (𝑥, 𝑦) = 𝑧𝑦𝑥                   

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
= 𝑓𝑥𝑦 (𝑥, 𝑦) = 𝑧𝑥𝑦 

 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑧

𝜕𝑦
)                               𝑧𝑦𝑥 = (𝑧𝑦)

𝑥
 

 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑦
(

𝜕𝑧

𝜕𝑥
)                               𝑧𝑥𝑦 = (𝑧𝑥)𝑦 

 

Ejemplo 1      Sea 𝑓(𝑥, 𝑦) = 9𝑥4𝑦3 + 5𝑥𝑦2 + 2𝑥3 − 8𝑦2   calcular: 

𝑎)
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
       𝑏) 

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
        𝑐)

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
     𝑑)

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

 

Solución: 

Es necesario calcular las primeras derivadas parciales:  

𝝏𝒇

𝝏𝒙
=

𝝏

𝝏𝒙
(𝟗𝒙𝟒𝒚𝟑 + 𝟓𝒙𝒚𝟐 + 𝟐𝒙𝟑 − 𝟖𝒚𝟐) 

                                                              La “x” se considera variable y “y” constante 

1
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𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥
(9𝑥4𝑦3) +

𝜕

𝜕𝑥
(5𝑥𝑦2) +

𝜕

𝜕𝑥
(2𝑥3) −

𝜕

𝜕𝑥
(8𝑦2) 

 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 9𝑦3

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥4) + 5𝑦2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥) + 2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥3) − 8𝑦2

𝜕

𝜕𝑥
(1) 

 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 9𝑦3(4𝑥3) + 5𝑦2(1) + 2(3𝑥2) − 8𝑦2(0) 

 

 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 36𝑥3𝑦3 + 5𝑦2 + 6𝑥2 − 0 = 𝟑𝟔𝒙𝟑𝒚𝟑 + 𝟓𝒚𝟐 + 𝟔𝒙𝟐 

 

𝝏𝒇

𝝏𝒚
=

𝝏

𝝏𝒚
(𝟗𝒙𝟒𝒚𝟑 + 𝟓𝒙𝒚𝟐 + 𝟐𝒙𝟑 − 𝟖𝒚𝟐) 

                                                                              La “y” se considera variable y “x” constante 

 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 27𝑥4𝑦2 + 10𝑥𝑦 + 0 − 16𝑦 = 𝟐𝟕𝒙𝟒𝒚𝟐 + 𝟏𝟎𝒙𝒚 − 𝟏𝟔𝒚 

                                        

a) 

𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒙𝟐
=

𝝏

𝝏𝒙
(

𝝏𝒇

𝝏𝒙
) =

𝝏

𝝏𝒙
(𝟑𝟔𝒙𝟑𝒚𝟑 + 𝟓𝒚𝟐 + 𝟔𝒙𝟐) 
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𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
= 108𝑥2𝑦3 + 0 + 12𝑥 = 𝟏𝟎𝟖𝒙𝟐𝒚𝟑 + 𝟏𝟐𝒙 

La “x” se considera variable y “y” constante en ambas derivadas 

 

 

b) 

𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒚𝟐
=

𝝏

𝝏𝒚
(

𝝏𝒇

𝝏𝒚
) =

𝝏

𝝏𝒚
(𝟐𝟕𝒙𝟒𝒚𝟐 + 𝟏𝟎𝒙𝒚 − 𝟏𝟔𝒚) 

 

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
= 𝟓𝟒𝒙𝟒𝒚 + 𝟏𝟎𝒙 − 𝟏𝟔 

La “y” se considera variable y “x” constante en ambas derivadas 

 

c) 

𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒙𝝏𝒚
=

𝝏

𝝏𝒙
(

𝝏𝒇

𝝏𝒚
) =

𝝏

𝝏𝒙
(𝟐𝟕𝒙𝟒𝒚𝟐 + 𝟏𝟎𝒙𝒚 − 𝟏𝟔𝒚) 

 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 108𝑥3𝑦2 + 10𝑦 − 0 = 𝟏𝟎𝟖𝒙𝟑𝒚𝟐 + 𝟏𝟎𝒚 

 

La “y” se considera variable y “x” constante en la primera derivada y 

La “x” se considera variable y “y” constante en la segunda derivada. 

 

 

10
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d) 

𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒚𝝏𝒙
=

𝝏

𝝏𝒚
(

𝝏𝒇

𝝏𝒙
) =

𝝏

𝝏𝒚
(𝟑𝟔𝒙𝟑𝒚𝟑 + 𝟓𝒚𝟐 + 𝟔𝒙𝟐) 

 

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
= 108𝑥3𝑦2 + 10𝑦 + 0 = 𝟏𝟎𝟖𝒙𝟑𝒚𝟐 + 𝟏𝟎𝒚 

La “x” se considera variable y “y” constante en la primera derivada y 

La “y” se considera variable y “x” constante en la segunda derivada. 

 

En los incisos c)  y d) se observa que los resultados son iguales. Esto es debido a 
que se cumple el siguiente teorema conocido como teorema de las derivadas 
mixtas: 

 

𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒙𝝏𝒚
=

𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒚𝝏𝒙
     𝑶 𝒃𝒊𝒆𝒏,       𝒇𝒚𝒙 = 𝒇𝒙𝒚 

 

𝝏

𝝏𝒙
(

𝝏𝒇

𝝏𝒚
) =

𝝏

𝝏𝒚
(

𝝏𝒇

𝝏𝒙
)      𝑶 𝒃𝒊𝒆𝒏,       (𝒇𝒚)

𝒙
= (𝒇𝒙)𝒚 

 

 

Ejemplo 2       

Sea 𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝑺𝒆𝒏(𝟑𝒙𝟐𝒚)   calcular: 

 

a)
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
       𝑏) 

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
        𝑐)

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
     𝑑)

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

9
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Solución: 

   Es necesario calcular las primeras derivadas parciales: 

 

𝝏𝒇

𝝏𝒙
=

𝝏

𝝏𝒙
(𝑺𝒆𝒏(𝟑𝒙𝟐𝒚)) 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑆𝑒𝑛 𝑢) = 𝐶𝑜𝑠 𝑢 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
  

𝑢 = 3𝑥2𝑦     ∴       
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 6𝑥𝑦 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑆𝑒𝑛 (3𝑥2𝑦)) =  𝐶𝑜𝑠(3𝑥2𝑦)(6𝑥𝑦) 

𝝏𝒇

𝝏𝒙
= 𝟔𝒙𝒚𝑪𝒐𝒔(𝟑𝒙𝟐𝒚) 

   

𝝏𝒇

𝝏𝒚
=

𝝏

𝝏𝒚
(𝑺𝒆𝒏(𝟑𝒙𝟐𝒚)) 

𝑑

𝑑𝑦
(𝑆𝑒𝑛 𝑢) = 𝐶𝑜𝑠 𝑢 

𝑑𝑢

𝑑𝑦
 

𝑢 = 3𝑥2𝑦     ∴       
𝑑𝑢

𝑑𝑦
= 3𝑥2 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑆𝑒𝑛 (3𝑥2𝑦)) =  𝐶𝑜𝑠(3𝑥2𝑦)(3𝑥2) 

 

𝝏𝒇

𝝏𝒚
= 𝟑𝒙𝟐𝑪𝒐𝒔(𝟑𝒙𝟐𝒚) 

 

 

7

7
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a)                          
𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒙𝟐 =
𝝏

𝝏𝒙
(

𝝏𝒇

𝝏𝒙
) =

𝝏

𝝏𝒙
(𝟔𝒙𝒚𝑪𝒐𝒔(𝟑𝒙𝟐𝒚))                                                                                              

              u           v 

Ya que ambas tienen “x” 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑢𝑣) = 𝑢 

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
= 6𝑥𝑦 (

𝜕

𝜕𝑥
(𝐶𝑜𝑠(3𝑥2𝑦))) + 𝐶𝑜𝑠(3𝑥2𝑦) (

𝜕

𝜕𝑥
(6𝑥𝑦)) 

 

= (6𝑥𝑦)(−6𝑥𝑦𝑆𝑒𝑛(3𝑥2𝑦)) + (𝐶𝑜𝑠(3𝑥2𝑦))(6𝑦) 

 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
= −36𝑥2𝑦2𝑆𝑒𝑛(3𝑥2𝑦) + 6𝑦 𝐶𝑜𝑠(3𝑥2𝑦) 

 

b) 

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
=

𝜕

𝜕𝑦
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
) =

𝜕

𝜕𝑦
(3𝑥2𝐶𝑜𝑠(3𝑥2𝑦)) 

 

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
= (3𝑥2)(−3𝑥2𝑆𝑒𝑛(3𝑥2𝑦)) 

 

𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒚𝟐
= −𝟗𝒙𝟒 𝑺𝒆𝒏(𝟑𝒙𝟐𝒚) 
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𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒙𝝏𝒚
=

𝝏

𝝏𝒙
(

𝝏𝒇

𝝏𝒚
) =

𝝏

𝝏𝒙
(𝟑𝒙𝟐𝑪𝒐𝒔(𝟑𝒙𝟐𝒚)) 

                                                                                   U             V 

Ya que ambas tienen “x” 

 

c) 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
= (3𝑥2)(−6𝑥𝑦𝑆𝑒𝑛(3𝑥2𝑦)) + (𝐶𝑜𝑠(3𝑥2𝑦))(6𝑥) 

 

𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒙𝝏𝒚
= −𝟏𝟖𝒙𝟑 𝒚𝑺𝒆𝒏(𝟑𝒙𝟐𝒚) + 𝟔𝒙 𝑪𝒐𝒔(𝟑𝒙𝟐𝒚) 

 

d) 

𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒚𝝏𝒙
=

𝝏

𝝏𝒚
(

𝝏𝒇

𝝏𝒙
) =

𝝏

𝝏𝒚
(𝟔𝒙𝒚𝑪𝒐𝒔(𝟑𝒙𝟐𝒚)) 

                                                                                    U             V 

Ya que ambas tienen “y” 

 

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
= (6𝑥𝑦)(−3𝑥2𝑆𝑒𝑛(3𝑥2𝑦)) + (𝐶𝑜𝑠(3𝑥2𝑦))(6𝑥) 

𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒚𝝏𝒙
= −𝟏𝟖𝒙𝟑𝒚 𝑺𝒆𝒏(𝟑𝒙𝟐𝒚) + 𝟔𝒙 𝑪𝒐𝒔(𝟑𝒙𝟐𝒚) 
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Nuevamente se cumple que: 

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 

Fórmulas empleadas: 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑢𝑛) = 𝑛𝑢𝑛−1

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 

𝑑

𝑑𝑥
(uv) = u

𝑑v

𝑑𝑥
+ v

du

dx
 

 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑆𝑒𝑛(𝑢)) = 𝐶𝑜𝑠(𝑢)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 

𝑑

𝑑𝑥
(𝐶𝑜𝑠(𝑢)) = −𝑆𝑒𝑛(𝑢)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 

 

Ejemplo 3 

Sea 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝑛 (
𝑥2𝑦

𝑥−𝑦
) calcular: 

𝑐)
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
       𝑑) 

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
        𝑒)

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
     𝑓)

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

 

Solución: 
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Es necesario calcular las primeras derivadas y es conveniente aplicar propiedades 
de los logaritmos: 

𝒍𝒏(𝑨𝒏) = 𝒏𝒍𝒏(𝑨)                 𝐥𝐧 (𝑨𝑩) = 𝒍𝒏𝑨 + 𝒍𝒏𝑩             𝒍𝒏 (
𝑨

𝑩
) = 𝒍𝒏𝑨 − 𝒍𝒏𝑩  

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝑛 (
𝑥2𝑦

𝑥 − 𝑦
) = 𝑙𝑛(𝑥2𝑦) − 𝑙𝑛(𝑥 − 𝑦)     →    𝑙𝑛 (

𝐴

𝐵
) = 𝑙𝑛𝐴 − 𝑙𝑛𝐵 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝑛(𝑥2) + 𝑙𝑛(𝑦) − 𝑙𝑛(𝑥 − 𝑦)     →     ln (𝐴𝐵) = 𝑙𝑛𝐴 + 𝑙𝑛𝐵   

𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑙𝑛(𝑥) + 𝑙𝑛(𝑦) − 𝑙𝑛(𝑥 − 𝑦)       →     𝑙𝑛(𝐴𝑛) = 𝑛𝑙𝑛(𝐴)   

       

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥
(2 ln(𝑥) + ln(𝑦) − ln(𝑥 − 𝑦)) 

𝒅

𝒅𝒙
(𝐥 𝐧(𝒖)) =

𝒅𝐮
𝒅𝒙
𝒖

 

 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

2

𝑥
+ 0 −

1

𝑥 − 𝑦
=

𝟐

𝒙
−

𝟏

𝒙 − 𝒚
 

                                                 La “x” se considera variable y “y” constante  

 

𝝏𝒇

𝝏𝒚
=

𝝏

𝝏𝒚
(𝟐𝐥 𝐧(𝒙) + 𝐥 𝐧(𝒚) − 𝐥 𝐧(𝒙 − 𝒚)) 

𝒅

𝒅𝒚
(𝐥 𝐧(𝒖)) =

𝒅𝐮
𝒅𝒚

𝒖
 

 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 0 +

1

𝑦
−

−1

𝑥 − 𝑦
=

𝟏

𝒚
+

𝟏

𝒙 − 𝒚
 

                                   La “y” se considera variable y “x” constante 

14

14

21
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a) 

𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒙𝟐
=

𝝏

𝝏𝒙
(

𝝏𝒇

𝝏𝒙
) =

𝝏

𝝏𝒙
(

𝟐

𝒙
−

𝟏

𝒙 − 𝒚
) 

𝒅

𝒅𝒙
(

𝒄

𝒗
) =

−𝐜
𝒅𝐯
𝒅𝒙

𝒗𝟐
 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
= −

2

𝑥2
−

−1(1)

(𝑥 − 𝑦)2
= −

𝟐

𝒙𝟐
+

𝟏

(𝒙 − 𝒚)𝟐
 

 La “x” se considera variable y “y” constante en ambas derivadas 

 

b) 

𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒚𝟐
=

𝝏

𝝏𝒚
(

𝝏𝒇

𝝏𝒚
) =

𝝏

𝝏𝒚
(

𝟏

𝒚
+

𝟏

𝒙 − 𝒚
) 

 

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
= −

1

𝑦2
+

−1(−1)

(𝑥 − 𝑦)2
= −

𝟏

𝒚𝟐
+

𝟏

(𝒙 − 𝒚)𝟐
 

La “y” se considera variable y “x” constante en ambas derivadas 

 

c) 

𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒙𝝏𝒚
=

𝝏

𝝏𝒙
(

𝝏𝒇

𝝏𝒚
) =

𝝏

𝝏𝒙
(

𝟏

𝒚
+

𝟏

𝒙 − 𝒚
) 

 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0 +

−1(1)

(𝑥 − 𝑦)2
= −

𝟏

(𝒙 − 𝒚)𝟐
 

La “y” se considera variable y “x” constante en la primera derivada y 

La “x” se considera variable y “y” constante en la segunda derivada. 

21
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d) 

𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒚𝝏𝒙
=

𝝏

𝝏𝒚
(

𝝏𝒇

𝝏𝒙
) =

𝝏

𝝏𝒚
(

𝟐

𝒙
−

𝟏

𝒙 − 𝒚
) 

 

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
= 0 −

−1(−1)

(𝑥 − 𝑦)2
= −

𝟏

(𝒙 − 𝒚)𝟐
 

La “x” se considera variable y “y” constante en la primera derivada y 

La “y” se considera variable y “x” constante en la segunda derivada. 

Nuevamente se cumple que: 

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 

Fórmulas empleadas: 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑢𝑛) = 𝑛𝑢𝑛−1

𝑑𝑢

𝑑𝑥
                    

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑐

𝑣
) =

−c
𝑑v
𝑑𝑥

𝑣2
                   

𝑑

𝑑𝑥
(ln(𝑢)) =

𝑑u
𝑑𝑥
𝑢
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3.7 Derivada direccional y gradiente. 

Derivada direccional 

Como ya se vio anteriormente, las derivadas parciales están en dirección paralela 
al “eje x” o al “eje y”. Ahora se verá la derivada direccional que puede ser en la 
dirección de cualquier vector. Una forma de visualizarlo es imaginando un plano 
sobre el vector de dirección, así la derivada direccional es la pendiente de la recta 
tangente a la curva de corte entre la superficie y el plano de dirección. 

 

 

 

 

 

Para calcular la derivada direccional es necesario definir el gradiente de una 
función. 

Gradiente:  

El gradiente de 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) viene dado por: 

 

 

 

∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑖̂  +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
�̂� 

 

Geométricamente, el gradiente es perpendicular a las curvas o superficies de nivel. 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 

 
𝑚 = 𝐷�⃗⃗⃗�𝑓(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 

1

1

2

2
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∇𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑖̂  +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑗 ̂

∇𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑖̂  + 2𝑦𝑗̂ 

 

𝑃(3,1)       →       𝑓(𝑥, 𝑦) = 32 + 12 = 10        (3, 1, 10) 

∇𝑓(3, 1) = 2(3)𝑖̂  + 2(1)𝑗̂ = 6𝑖̂  + 2𝑗̂ 

Curva de nivel: 

𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2      𝑆𝑖  𝑧 = 10, 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠  10 = 𝑥2 + 𝑦2 

 

10 = 𝑥2 + 𝑦2   𝑎𝑙 𝑔𝑟𝑎𝑓𝑖𝑐𝑎𝑟𝑙𝑜 𝑒𝑛 𝑅3 𝑟𝑒𝑝𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛𝑡𝑎 𝑢𝑛 𝑐𝑖𝑙𝑖𝑛𝑑𝑟𝑜 

 

Para obtener la curva de nivel es necesario parametrizar: 

 

𝑥2 + 𝑦2 = 10   

𝒙 = √𝟏𝟎𝐜𝐨 𝐬(𝒕) 

𝒚 = √𝟏𝟎 𝒔𝒆𝒏(𝒕) 

 

29
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Utilizando CalcPlot3D podremos visualizar que el gradiente es perpendicular a la 
curva de nivel: 

 

La derivada direccional de una función real de n variables está definida por el 
límite: 

 

𝑫�⃗⃗⃗�𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) = 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝒇(�⃗⃗⃗� + 𝒉�⃗⃗⃗�) − 𝒇(�⃗⃗⃗�)

𝒉
 

 

Si la función es diferenciable, entonces podemos dar una fórmula para calcular la 
derivada de una función f(x,y) en la dirección del vector UNITARIO �⃗⃗� en (𝑥0, 𝑦0) 
viene dada por el producto punto entre el gradiente y el vector de dirección unitario.  

 

𝑫�⃗⃗⃗�𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) = 𝜵𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) ∙ �⃗⃗⃗� 

 

𝑫�⃗⃗⃗�𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎) = 𝜵𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎) ∙ �⃗⃗⃗� 

 

1

2

2

3
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Demostración: 

Supongamos que existe una función diferenciable 𝑧 = 𝑓(𝑥. 𝑦).  La derivada 
direccional según la dirección de un vector unitario �⃗� =< 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 > es: 

 

𝐷�⃗⃗�𝑓 = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + 𝑣𝑥ℎ, 𝑦 + 𝑣𝑦ℎ) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

ℎ
 

 

𝐷�⃗⃗�𝑓 = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + 𝑣𝑥ℎ, 𝑦 + 𝑣𝑦ℎ) − 𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝑣𝑦ℎ) + 𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝑣𝑦ℎ) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

ℎ
 

 

𝐷�⃗⃗�𝑓 = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + 𝑣𝑥ℎ, 𝑦 + 𝑣𝑦ℎ) − 𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝑣𝑦ℎ)

ℎ
+ lim

ℎ→0

𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝑣𝑦ℎ) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

ℎ
 

 

Hacemos, para el primer límite el cambio: 

ℎ′ = 𝑣𝑥ℎ 

 

lim
ℎ→0

𝑓 (𝑥 + ℎ′, 𝑦 +
𝑣𝑦ℎ′

𝑣𝑥
) − 𝑓 (𝑥, 𝑦 +

𝑣𝑦ℎ′

𝑣𝑥
)

ℎ′

𝑣𝑥

= lim
ℎ′→0

𝑣𝑥

𝜕𝑓 (𝑥, 𝑦 +
𝑣𝑦ℎ′

𝑣𝑥
)

𝜕𝑥
 

 

= 𝑣𝑥

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 

 

De forma similar trabajamos el segundo límite: 

58
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ℎ′ = 𝑣𝑦ℎ 

 

lim
ℎ→0

𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝑣𝑦ℎ) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

ℎ
= lim

ℎ′→0

𝑓 (𝑥, 𝑦 +
𝑣𝑦ℎ′

𝑣𝑦
) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

ℎ′

𝑣𝑦

 

 

= lim
ℎ′→0

𝑣𝑦

𝑓(𝑥, 𝑦 + ℎ′) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

ℎ′
= lim

ℎ′→0
𝑣𝑦

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑣𝑦

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
 

 

Por lo tanto, se tiene que: 

𝐷�⃗⃗�𝑓 = 𝑣𝑥

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
+ 𝑣𝑦

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=< 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 >∙ 〈

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
〉 = �⃗� ∙ ∇𝐹 

 

𝑫�⃗⃗⃗�𝒇 = 𝛁𝑭 ∙ �⃗⃗⃗� 

 

Ejemplo 1      

Sea 𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝟕 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐  calcular la derivada direccional de f en la dirección  �⃗⃗⃗� =
< 𝟑, −𝟒 >  𝒆𝒏 (𝟐, 𝟏, 𝟐): 

 

Solución: 

Haciendo unitario el vector de dirección �⃗� =< 𝟑, −4 >: 

 

�⃗⃗� =
< 𝟑, −4 >

√(3)2 + (−4)2
=

< 𝟑, −𝟒 >

𝟓
 

6

41
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Se calcula el gradiente de f: 

 

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝟕 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 

 

∇𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑖̂  +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑗 ̂

= (−2𝑥)𝑖̂  + (−2𝑦)𝑗 ̂

∇𝑓(𝑥, 𝑦) = −2𝑥𝑖̂  − 2𝑦𝑗̂ 

 

Se evalua el gradiente en (𝟐, 𝟏, 𝟐): 

 

𝛁𝒇(𝟐, 𝟏) = −2(2)𝑖̂  − 2(1)𝑗̂ =< −𝟒, −𝟐 > 

 

  Por último, se efectúa el producto punto: 

 

𝐷�⃗⃗⃗� = 𝛻𝑓(𝑥0, 𝑦0) ∙ �⃗⃗� 

𝐷�⃗⃗⃗� = 𝛻𝑓(2, 1) ∙ �⃗⃗� 

𝐷�⃗⃗⃗� =< −4, −2 >∙
< 3, −4 >

5
=

−12 + 8

5
 

𝑫�⃗⃗⃗�(𝟒, 𝟏) = −
𝟒

𝟓
 

 

No hay que olvidar que la derivada direccional es la pendiente de la recta tangente a la curva de 
intersección entre la función y el plano trazado sobre el vector de dirección, en un punto: 
 

2
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𝑓(𝑥, 𝑦) = 7 − 𝑥2 − 𝑦2 

�⃗� =< 3, −4 > 

(2,1,2) 

 

Los siguientes pasos son para calcular la recta tangente a la superficie en la 
dirección de  �⃗⃗⃗�  en el punto indicado: 

Para determinar una ecuación del plano se utiliza el vector de dirección y el vector 

�̂� ya que el producto cruz proporcionará el vector normal al plano: 

 

 

�⃗⃗⃗� 

 

 

 

�⃗⃗� = �⃗� 𝑥 �̂� = |
𝑖̂ 𝑗̂ �̂�
3 −4 0
0 0 1

| = (−4 − 0)𝑖̂ − (3 − 0)𝑗̂ + (0 − 0)�̂� = −𝟒�̂� − 𝟑𝒋 ̂

 

�⃗⃗�  = −4𝑖̂ − 3𝑗̂       𝑦      𝑃0(2, 1, 2) 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = �⃗⃗� ∙  𝑃0
⃗⃗⃗⃗⃗ 

−4𝑥 − 3𝑦 = −8 − 3 

−4𝑥 − 3𝑦 = −11 

𝟒𝒙 + 𝟑𝒚 = 𝟏𝟏 

2
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Curva de intersección: 

𝒛 = 𝟕 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 

𝟒𝒙 + 𝟑𝒚 = 𝟏𝟏     →     𝑦 =
11

3
−

4𝑥

3
 

 

𝑧 = 7 − 𝑥2 − (
11

3
−

4𝑥

3
)

2

 

Parametrizando: 

𝒙 = 𝒕 

𝒚 =
𝟏𝟏

𝟑
−

𝟒𝒕

𝟑
 

𝒛 = 𝟕 − 𝒕𝟐 − (
𝟏𝟏

𝟑
−

𝟒

𝟑
𝒕)

𝟐

 

 

Recta tangente a la curva en el punto indicado: 

 

𝑟 (𝑡) =< 𝑡,
11

3
−

4𝑡

3
, 7 − 𝑡2 − (

11

3
−

4

3
𝑡)

2

> 

�⃗� = 𝑟  (𝑡)′ =< 1, −
4

3
, −2𝑡 − 2 (

11

3
−

4

3
𝑡) (−

4

3
) > 

�⃗� = 𝑟  (𝑡)′ < 1, −
4

3
, −2𝑡 +

8

3
(

11

3
−

4

3
𝑡) > 

�⃗� = 𝑟  (𝑡)�⃗�′ = 𝑟  (𝑡)′ = < 1, −
4

3
, −

50

9
𝑡 +

88

9
>    𝑦      𝑃0(2, 1, 2) 

 

𝐶𝑜𝑚𝑜  𝑥 = 𝑡     𝑦    𝑥 = 2     ∴       𝑡 = 2 

27
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Recta tangente con 

pendiente   𝐷�⃗⃗⃗�(2, 1,2) = −
4

5
 

𝑥 = 2 + 𝑡 

𝑦 = 1 −
4

3
𝑡 

𝑧 = 2 −
4

3
𝑡 

 
Punto de tangencia   

(𝟐, 𝟏, 𝟐) 

 

Curva de intersección entre 
el plano de dirección y la 

función. 

𝑥 = 𝑡 

𝑦 =
11

3
−

4𝑡

3
 

𝑧 = 7 − 𝑡2 − (
11

3
−

4

3
𝑡)

2

 

 

Plano de dirección   

𝟒𝒙 + 𝟑𝒚 = 𝟏𝟏 

 

Superficie   

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝟕 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 

 

�⃗� = 𝑟  (2)′ = < 1, −
4

3
, −

50

9
(2) +

88

9
> 

�⃗� = 𝑟  (2)′ =< 1, −
4

3
, −

4

3
> 

𝒙 = 𝒙𝟎 + 𝒂𝒕  ,   𝒚 = 𝒚𝟎 + 𝒃𝒕    𝒚    𝒛 = 𝒛𝟎 + 𝒄𝒕 

𝒙 = 𝟐 + 𝒕  ,   𝒚 = 𝟏 −
𝟒
𝟑

𝒕    𝒚    𝒛 = 𝟐 −
𝟒

𝟑
𝒕 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Para verificar o visualizar la derivada direccional como la pendiente de la tangente 
a la curva de intersección entre la superficie y el plano de dirección se puede 

imaginar éste como el plano xy, se sabe que la pendiente de una recta es 𝑚 =
Δ𝑦

Δ𝑥
, 

por lo tanto, el numerador es la dirección en que se tendría que mover de forma 
vertical y el denominador el desplazamiento en la horizontal: 

2

5
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𝑫�⃗⃗⃗�(𝟒, 𝟏) = −
𝟒

𝟓
=

−𝟒

𝟓
=

𝟒

−𝟓
 

 

• Para el caso 𝐦 =
−𝟒

𝟓
  el desplazamiento en x será de 5 unidades a la 

derecha y el desplazamiento en y será de 4 unidades hacia abajo como 

se muestra en la figura. 

 

• Para el caso 𝐦 =
𝟒

−𝟓
  el desplazamiento en x será de 5 unidades a la 

izquierda y el desplazamiento en y será de 4 unidades hacia arriba como 

se muestra en la figura. 

 

 

 

 

 

 

 

Ejemplo 2      

Sea 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) = 𝟒𝒙𝟐𝒚 − 𝒛𝟐  calcular la derivada direccional de f en la dirección  �⃗⃗⃗� =
< 𝟑, −𝟒, 𝟏 >  𝒆𝒏 (−𝟏, 𝟏, 𝟐): 

 

Solución: 

Haciendo unitario el vector de dirección �⃗� =< 𝟑, −4,1 >: 

 

∆𝑥 = 5 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠  → 

∆𝑥 = 5 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠  ← 

∆𝑦 = 4 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠  ↑ 

∆𝑦 = 4 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠  ↓ 

6
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�⃗⃗� =
< 𝟑, −4,1 >

√(3)2 + (−4)2 + (1)2
=

< 𝟑, −𝟒, 𝟏 >

√𝟐𝟔
 

 

Se calcula el gradiente de f: 

 

𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) = 𝟒𝒙𝟐𝒚 − 𝒛𝟐 

 

∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑖̂  +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑗̂ 

= (8𝑥𝑦)𝑖̂  + (4x2)𝑗̂ − 2𝑧�̂� 

∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 8𝑥𝑦𝑖̂ + 4𝑥2𝑗̂ − 2𝑧�̂� 

 

Se evalua el gradiente en (−𝟏, 𝟏, 𝟐): 

 

𝛁𝒇(𝟐, 𝟏) = 8(−1)(1)𝑖̂ + 4(−1)2𝑗̂ − 2(2)�̂� =< −𝟖, 𝟒, −𝟒 > 

 

  Por último, se efectúa el producto punto: 

 

𝐷�⃗⃗⃗�(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 𝛻𝑓(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∙ �⃗⃗� 

 

𝐷�⃗⃗⃗�(−1,1,2) = 𝛻𝑓(−1, 1,2) ∙ �⃗⃗� 

 

15
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𝐷�⃗⃗⃗�(−1,1,2) =< −8,4, −4 >∙
< 3, −4,1 >

√26
=

−24 − 16 − 4

√26
 

 

𝑫�⃗⃗⃗�(−𝟏, 𝟏, 𝟐) = −
𝟒𝟒

√𝟐𝟔
 

 

Propiedades: 

Sea 𝑓 una función de x, y y z, con derivadas parciales de primer orden continuas. 

La derivada direccional de 𝑓  en dirección de un vector unitario �⃗⃗� = 𝑎𝑖̂ + 𝑏𝑗̂ + 𝑐�̂� 
viene dada por: 

 

𝐷�⃗⃗⃗�𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎𝑓𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑏𝑓𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑐𝑓𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

 

El gradiente de 𝑓 se define como: 

 

𝛁𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) = 𝑓𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑖̂ + 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑗̂ + 𝑓𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)�̂� 

 

Las propiedades del gradiente son: 

1. 𝐷�⃗⃗⃗�𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛁𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∙ �⃗⃗� 

2. Si 𝛁𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) = 0⃗⃗, entonces 𝐷�⃗⃗⃗�𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 para todo �⃗⃗�. 

3. La dirección de máximo incremento de 𝑓 está dada por 𝛁𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛). El valor 

máximo de 𝐷�⃗⃗⃗�𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)  es ‖𝛁𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛)‖ 
4. La dirección de mínimo incremento de 𝑓 está dada por −𝛁𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛). El valor 

mínimo de 𝐷�⃗⃗⃗�𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)  es −‖𝛁𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛)‖. 
 
 
 
 

4

6

6

6
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Ejemplo 3:   

Una superficie de una montaña se modela mediante la ecuación: 

 

ℎ(𝑥, 𝑦) = 4800 − 0.002𝑥2 − 0.003𝑦2 

 

Un montañista se encuentra en el punto (𝟒𝟓𝟎, 𝟑𝟐𝟎, 𝟒 𝟎𝟖𝟕. 𝟖). ¿En qué dirección 
debe moverse para ascender con la mayor rapidez posible? 

 

SOLUCIÓN: 

Calculamos el gradiente ya que la dirección de máximo incremento la proporciona 
éste: 

 

ℎ(𝑥, 𝑦) = 4800 − 0.002𝑥2 − 0.003𝑦2 

 

∇ℎ(𝑥, 𝑦) =
𝜕ℎ

𝜕𝑥
𝑖̂  +

𝜕ℎ

𝜕𝑦
𝑗̂ = (−0.004𝑥)𝑖̂  + (−0.006𝑦)𝑗 ̂

 

∇ℎ(500,400) = (−0.004(450))𝑖̂  + (−0.006(320))𝑗 ̂

 

𝛁𝒉(𝟒𝟓𝟎, 𝟑𝟐𝟎) = −𝟏. 𝟖�̂�  − 𝟏. 𝟗𝟐𝒋 ̂

  

1

6

6
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3.8 Valores extremos de funciones de varias variables, plano tangente 
y recta normal a una superficie. 

Plano tangente y recta normal a una superficie 

Como ya sabemos el gradiente de 𝑤 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)  viene dado por: 

 

∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑖̂  +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
�̂� 

 

Recordando que el gradiente es perpendicular a las curvas o superficies de nivel. 
Veamos esto a través de una función en ℛ4 (esto es, una función que depende de 
3 variables) 

 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 4 − 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧 

 

∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑖̂  +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
�̂� 

 

∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −2𝑥𝑖̂  − 2𝑦𝑗̂ − �̂� 

 

Al igualar f a una constante se obtiene una superficie de nivel. A continuación, se le 
asignaran 2 valores a la función y en determinado punto se grafica el gradiente 
correspondiente a la superficie de nivel: 

𝑆𝑒𝑎 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0    𝑜   𝑤 = 0: 

 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0     𝑆𝑢𝑝𝑒𝑟𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒 𝑑𝑒 𝑛𝑖𝑣𝑒𝑙 

1

12



307 

 

0 = 4 − 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧 

 

Si despejamos z podemos ver que la superficie de nivel correspondiente es un 
paraboloide que abre hacia abajo cuyo vértice está en (0,0,4). 

 

𝑧 = 4 − 𝑥2 − 𝑦2 

 

Ahora evaluando el gradiente en ese punto: 

 

∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −2𝑥𝑖̂  − 2𝑦𝑗̂ − �̂� 

∇𝐹(0,0,4) = 0𝑖̂  + 0𝑗̂ − �̂� 

 

Al graficar “z” y su respectivo gradiente en (0,0,4) se observa que el gradiente 
efectivamente es normal a la superficie: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3

12
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Para observar con más claridad lo anterior se multiplica el gradiente por -1: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tomando otro punto y evaluando el gradiente: 

∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −2𝑥𝑖̂  − 2𝑦𝑗̂ − �̂� 

∇𝐹(2, −3, −9) = −4𝑖̂  + 6𝑗̂ − �̂� 

 

 

 

 

 

 

−∇𝐹(0,0,4) 
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𝑆𝑒𝑎 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 3    𝑜   𝑤 = 3: 

 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 3     𝑆𝑢𝑝𝑒𝑟𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒 𝑑𝑒 𝑛𝑖𝑣𝑒𝑙 

3 = 4 − 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧 

 

Si se despeja z se puede ver que la superficie de nivel correspondiente es un 
paraboloide que abre hacia abajo cuyo vértice está en (0,0,1). 

𝑧 = 1 − 𝑥2 − 𝑦2 

Ahora se evalúa el gradiente en ese punto: 

∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −2𝑥𝑖̂  − 2𝑦𝑗̂ − �̂� 

∇𝐹(0,0,1) = 0𝑖̂ + 0𝑗̂ − �̂� 

 

Al graficar “z” y su respectivo gradiente en (0,0,1) se observa que el gradiente 
efectivamente es normal a la superficie: 

 

 

 

 

 

 

 

 

3

12
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Para observar con más claridad lo anterior se multiplica el gradiente por -1: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tomemos otro punto y evaluemos el gradiente: 

 

∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −2𝑥𝑖̂  − 2𝑦𝑗̂ − �̂� 

−∇𝐹(0,0,1) 
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∇𝐹(−2, −1, −4) = 4𝑖̂  + 2𝑗̂ − �̂� 

 

 

Una vez que entendimos que el gradiente es normal a las superficies de nivel, nos 
será posible determinar un conjunto de ecuaciones paramétricas para la recta 
normal a una superficie en cierto punto, así como una ecuación del plano tangente 
a dicha superficie. 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 

Igualamos a cero la expresión, esto con el fin de considerarlo como una superficie 
de nivel: 

 

0 = 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑧 

 

 

∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑖̂  +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕𝐹

𝜕𝑧
�̂� 

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

1

1

3
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Plano tangente a una superficie: 

Una ecuación del plano tangente a la superficie   𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) en (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) viene 
dado por: 

 

�⃗⃗� = ∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑖̂  +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕𝐹

𝜕𝑧
�̂�   y   𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 

𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑥 +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑦 +

𝜕𝐹

𝜕𝑧
𝑧 = ∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∙  𝑃0

⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

Recta normal a una superficie: 

Un conjunto de ecuaciones paramétricas para la recta normal a la superficie   𝑧 =
𝑓(𝑥, 𝑦) en (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) vienen dadas por: 

 

�⃗� = ∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑖̂  +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕𝐹

𝜕𝑧
�̂�   y   𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 

 

𝒙 = 𝒙𝟎 +
𝝏𝑭

𝝏𝒙
𝒕 

𝒚 = 𝒚𝟎 +
𝝏𝑭

𝝏𝒚
𝒕 

𝒛 = 𝒛𝟎 +
𝝏𝑭

𝝏𝒛
𝒕 

 

EJEMPLO 1 

Determine una ecuación para el plano tangente a la superficie dada en el punto 
indicado, así como la recta normal a la superficie en ese mismo punto: 

 

1

1

1

1

11

11
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𝑓(𝑥, 𝑦) = −3 + 𝑥2 + 𝑦2    𝑒𝑛    (−2, 3,10) 

 

Solución: 

Calculando y evaluando en el punto indicado a ∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧): 

𝑧 = −3 + 𝑥2 + 𝑦2 

0 = 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑧 

 

 

0 = −3 + 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧 

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −3 + 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧 

∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑖̂  +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕𝐹

𝜕𝑧
�̂� 

∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥𝑖̂  + 2𝑦𝑗̂ − �̂� 

∇𝐹(−2, 3,10) = 2(−2)𝑖̂  + 2(3)𝑗̂ − �̂� 

∇𝐹(−2, 3,10) = −4𝑖̂  + 6𝑗̂ − �̂� 

 

Plano tangente: 

 

�⃗⃗� = ∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑖̂  +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕𝐹

𝜕𝑧
�̂�   y   𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 

𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑥 +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑦 +

𝜕𝐹

𝜕𝑧
𝑧 = ∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∙  𝑃0

⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

19
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�⃗⃗� = ∇𝐹(−2, 3,10) = −4𝑖̂  + 6𝑗̂ − �̂�         𝑃0 = (−2, 3,10) 

−4𝑥 + 6𝑦 − 𝑧 =< −4,6, −1 > ∙ < −2,3,10 > 

−4𝑥 + 6𝑦 − 𝑧 = 8 + 18 − 10 

−𝟒𝒙 + 𝟔𝒚 − 𝒛 = 𝟏𝟔 

 

Recta Normal: 

�⃗� = ∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑖̂  +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕𝐹

𝜕𝑧
�̂�   y   𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 

 

𝑥 = 𝑥0 +
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑡 

𝑦 = 𝑦0 +
𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑡 

𝑧 = 𝑧0 +
𝜕𝐹

𝜕𝑧
𝑡 

 

�⃗� = ∇𝐹(−2, 3,10) = −4𝑖̂  + 6𝑗̂ − �̂�         𝑃0 = (−2, 3,10) 

 

𝑥 = 𝑥0 +
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑡          →     𝒙 = −𝟐 − 𝟒𝒕 

𝑦 = 𝑦0 +
𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑡          →     𝒚 = 𝟑 + 𝟔𝒕 

𝑧 = 𝑧0 +
𝜕𝐹

𝜕𝑧
𝑡          →     𝐳 = 𝟏𝟎 − 𝐭 
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Graficando se tiene: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EJEMPLO 2: 

Determine una ecuación para el plano tangente a la superficie dada en el punto 
indicado, así como la recta normal a la superficie en ese mismo punto: 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = √36 − 𝑥2 − 𝑦2    𝑒𝑛    (3, 2, √23) 

 

Solución: 

Calculamos y evaluamos en el punto indicado a ∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧): 

 

𝑧 = √36 − 𝑥2 − 𝑦2  

0 = 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑧 

1

1

19
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0 = √36 − 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧 

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = √36 − 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧 

∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑖̂  +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕𝐹

𝜕𝑧
�̂� 

∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
−2𝑥

2√36 − 𝑥2 − 𝑦2 
𝑖̂  +

−2𝑦

2√36 − 𝑥2 − 𝑦2 
𝑗̂ − �̂� 

∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −
𝑥

√36 − 𝑥2 − 𝑦2 
𝑖̂  −

𝑦

√36 − 𝑥2 − 𝑦2 
𝑗̂ − �̂� 

 

∇𝐹(3, 2, √23) = −
3

√23 
𝑖̂  −

2

√23 
𝑗̂ − �̂� 

 

Plano tangente: 

 

�⃗⃗� = ∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑖̂  +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕𝐹

𝜕𝑧
�̂�   y   𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 

𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑥 +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑦 +

𝜕𝐹

𝜕𝑧
𝑧 = ∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∙  𝑃0

⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

�⃗⃗� = ∇𝐹(3, 2, √23) = −
3

√23 
𝑖̂  −

2

√23 
𝑗̂ − �̂�         𝑃0 = (3, 2, √23) 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) 
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−
3

√23 
𝑥 −

2

√23 
𝑦 − 𝑧 =< −

3

√23 
𝑖̂  −

2

√23 
𝑗̂ − �̂� >∙< 3𝑖̂ + 2𝑗̂ + √23 �̂� >  

−
3

√23 
𝑥 −

2

√23 
𝑦 − 𝑧 = −

9

√23 
 −

4

√23 
− √23  

−
3

√23 
𝑥 −

2

√23 
𝑦 − 𝑧 = −

13

√23 
 − √23 

Multiplicando por √23: 

−3𝑥 − 2𝑦 − √23 𝑧 = −13 − 23 

−3𝑥 − 2𝑦 − √23 𝑧 = −36 

𝟑𝒙 + 𝟐𝒚 + √𝟐𝟑 𝒛 = 𝟑𝟔 

 

Recta Normal: 

�⃗� = ∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑖̂  +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕𝐹

𝜕𝑧
�̂�   y   𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 

 

𝑥 = 𝑥0 +
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑡 

𝑦 = 𝑦0 +
𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑡 

𝑧 = 𝑧0 +
𝜕𝐹

𝜕𝑧
𝑡 

 

�⃗� = ∇𝐹(−2, 3,10) = −
3

√23 
𝑖̂  −

2

√23 
𝑗̂ − �̂�         𝑃0 = (3, 2, √23) 
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𝑥 = 𝑥0 +
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑡          →     𝒙 = 𝟑 −

𝟑

√𝟐𝟑 
𝒕    𝒐 𝒃𝒊𝒆𝒏,   𝒙 = 𝟑 − 𝟑𝒕   

𝑦 = 𝑦0 +
𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑡          →     𝒚 = 𝟐 −

𝟐

√𝟐𝟑 
𝒕    𝒐 𝒃𝒊𝒆𝒏,   𝒚 = 𝟐 − 𝟐𝒕 

𝑧 = 𝑧0 +
𝜕𝐹

𝜕𝑧
𝑡          →     𝐳 = √𝟐𝟑 − 𝐭    𝒐 𝒃𝒊𝒆𝒏,   𝐳 = √𝟐𝟑 − √𝟐𝟑𝐭 

 

Graficando se tiene: 
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EJEMPLO 3 

Determine una ecuación para el plano tangente a la superficie dada en el punto 
indicado, así como la recta normal a la superficie en ese mismo punto: 

 

4𝑥2 + 36𝑦2 − 16𝑧2 = 64   𝑒𝑛    (7,1, 3.24) 

 

Solución: 

4𝑥2 + 36𝑦2 − 16𝑧2 − 64 = 0    

 

Calculamos y evaluamos en el punto indicado a ∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧): 

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 4𝑥2 + 36𝑦2 − 16𝑧2 − 64 

∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑖̂  +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕𝐹

𝜕𝑧
�̂� 

∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 8𝑥𝑖̂  + 72𝑦𝑗̂ − 32𝑧�̂� 

 

∇𝐹(7,1,3.24) = 8(7)𝑖̂ + 72(1)𝑗̂ − 32(3.24)�̂� 

𝛁𝑭(𝟕, 𝟏, 𝟑. 𝟐𝟒) = 𝟓𝟔�̂� + 𝟕𝟐𝒋̂ − 𝟏𝟎𝟑. 𝟔𝟖�̂� 

 

Plano tangente: 

 

�⃗⃗� = ∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑖̂  +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕𝐹

𝜕𝑧
�̂�   y   𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 

1

1
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𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑥 +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑦 +

𝜕𝐹

𝜕𝑧
𝑧 = ∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∙  𝑃0

⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

�⃗⃗� = ∇𝐹(7,1,3.24) = 56𝑖̂ + 72𝑗̂ − 103.68�̂�        𝑃0 = (7,1,3.24) 

56𝑥 + 72𝑦 − 103.68𝑧 = (56𝑖̂ + 72𝑗̂ − 103.68�̂�) ∙< 7𝑖̂ + 𝑗̂ + 3.24 �̂� >  

𝟓𝟔𝒙 + 𝟕𝟐𝒚 − 𝟏𝟎𝟑. 𝟔𝟖𝒛 = 𝟏𝟐𝟖. 𝟎𝟕 

 

Recta Normal: 

�⃗� = ∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑖̂  +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕𝐹

𝜕𝑧
�̂�   y   𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 

𝑥 = 𝑥0 +
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑡 

𝑦 = 𝑦0 +
𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑡 

𝑧 = 𝑧0 +
𝜕𝐹

𝜕𝑧
𝑡 

 

�⃗� = ∇𝐹(7,1,3.24) = 56𝑖̂ + 72𝑗̂ − 103.68�̂�        𝑃0 = (7,1,3.24) 

𝑥 = 𝑥0 +
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑡          →     𝒙 = 𝟕 + 𝟓𝟔𝒕 

𝑦 = 𝑦0 +
𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑡          →     𝒚 = 𝟏 + 𝟕𝟐𝒕 

𝑧 = 𝑧0 +
𝜕𝐹

𝜕𝑧
𝑡          →     𝐳 = 𝟑. 𝟐𝟒 − 𝟏𝟎𝟑. 𝟔𝟖𝐭 

 

Graficando se tiene: 
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Extremos relativos 

 

 

 

 

 Mínimos 

Máximos 

Punto Silla 
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Para encontrar los valores extremos de una superficie dada por 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 
igualamos el gradiente a cero, esto es: 

∇𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑖̂  +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑗̂ = 0 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 0      𝑦     

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 0 

 

Criterio de las segundas derivadas parciales 

Sea f una función con segundas derivadas parciales continuas en una región abierta 
que contiene un punto (a, b) para el cual: 

 

𝒇𝒙(𝒂, 𝒃) = 𝟎     𝒚     𝒇𝒚(𝒂, 𝒃) = 𝟎 

 

Para buscar los extremos relativos de f, considérese la cantidad: 

𝒅 = 𝒇𝒙𝒙(𝒂, 𝒃)𝒇𝒚𝒚(𝒂, 𝒃) − [𝒇𝒙𝒚(𝒂, 𝒃)]
𝟐
 

1. 𝑆𝑖 𝑑 > 0 𝑦 𝑓𝑥𝑥(𝑎, 𝑏) > 0, 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑓 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑢𝑛 𝒎í𝒏𝒊𝒎𝒐 𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒗𝒐 𝑒𝑛 (𝑎, 𝑏). 
2. 𝑆𝑖 𝑑 > 0 𝑦 𝑓𝑥𝑥(𝑎, 𝑏) < 0, 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑓 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑢𝑛 𝒎á𝒙𝒊𝒎𝒐 𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒗𝒐 𝑒𝑛 (𝑎, 𝑏). 
3. 𝑆𝑖 𝑑 < 0, 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑓 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑢𝑛 𝒑𝒖𝒏𝒕𝒐 𝒔𝒊𝒍𝒍𝒂. 
4. 𝑆𝑖 𝑑 = 0 𝑒𝑙 𝑐𝑟𝑖𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜 𝑛𝑜 𝑙𝑙𝑒𝑣𝑎 𝑎 𝑛𝑖𝑛𝑔𝑢𝑛𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑙𝑢𝑠𝑖ó𝑛.  

 

EJEMPLO 4 

Determinar los máximos o mínimos de 𝑓(𝑥, 𝑦) = 7 − 𝑥2 − 𝑦2  

 

Solución: 

𝒇𝒙(𝒙, 𝒚) = 𝟎     𝒚     𝒇𝒚(𝒙, 𝒚) = 𝟎 

3

3

16
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𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = −2𝑥 = 0        ∴          𝑥 = 0 

𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = −2𝑦 = 0        ∴          𝑦 = 0 

 

𝑆𝑖    𝑥 = 0    𝑦    𝑦 = 0 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠   𝑧 = 7 

𝒇(𝟎, 𝟎) = 𝒛 = 𝟕 − 𝟎𝟐 − 𝟎𝟐 = 𝟕 

 

Por lo tanto, ya se tiene un punto crítico: 

(0,0,7) 

Ahora analizamos si se trata de un máximo, mínimo o punto silla. 

 

𝒅 = 𝒇𝒙𝒙(𝒂, 𝒃)𝒇𝒚𝒚(𝒂, 𝒃) − [𝒇𝒙𝒚(𝒂, 𝒃)]
𝟐
 

𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = −2        𝑦      𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = −2 

𝑓𝑥𝑥(0,0) = −2        𝑦      𝑓𝑦𝑦(0,0) = −2 

     𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) = 0      𝑦     𝑓𝑥𝑦(0,0) = 0        

 

𝑑 = 𝑓𝑥𝑥(𝑎, 𝑏)𝑓𝑦𝑦(𝑎, 𝑏) − [𝑓𝑥𝑦(𝑎, 𝑏)]
2
 

𝑑 = (−2)(−2) − (0)2 = 4 > 0 

 

Como 𝑑 = 4 > 0   𝑦     𝑓𝑥𝑥(0,0) = −2 < 0, entonces se trata de un máximo. Entonces 

se tiene un máximo en (0, 0, 7) 

21
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EJEMPLO  5 

Determinar los máximos, mínimos o puntos silla de 𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝟐𝒙𝒚 −
𝟏

𝟐
(𝒙𝟒 + 𝒚𝟒) + 𝟏  

 

Solución: 

𝒇𝒙(𝒙, 𝒚) = 𝟎     𝒚     𝒇𝒚(𝒙, 𝒚) = 𝟎 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = 2𝑦 − 2𝑥3 = 0 

𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 − 2𝑦3 = 0 

 

Por resolver: 

2𝑦 − 2𝑥3 = 0       →        𝑦 − 𝑥3 = 0   

2𝑥 − 2𝑦3 = 0       →        𝑥 − 𝑦3 = 0 

54
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De la primera ecuación se despeja “y” y se sustituye en la segunda ecuación: 

𝑦 − 𝑥3 = 0     →      𝑦 = 𝑥3 

𝑥 − 𝑦3 = 0      ∴        𝑥 − (𝑥3)3 = 0 

𝑥 − 𝑥9 = 0 

𝑥(1 − 𝑥8) = 0 

𝑥(1 − 𝑥4)(1 + 𝑥4) = 0 

𝑥(1 − 𝑥2)(1 + 𝑥2)(1 + 𝑥4) = 0 

𝑥(1 − 𝑥)(1 + 𝑥)(1 + 𝑥2)(1 + 𝑥4) = 0 

 

Por lo tanto, los cero de la ecuación son: 

 

𝑥 = 0, 𝑥 = 1      𝑦     𝑥 = −1 

𝑆𝑖    𝑥 = 0      →         𝑦 = 𝑥3     𝑦 = 0 

𝑆𝑖    𝑥 = 1      →         𝑦 = 𝑥3     𝑦 = 1 

𝑆𝑖    𝑥 = −1      →         𝑦 = 𝑥3     𝑦 = −1 

 

Como se encontraron 3 valores críticos, entonces los puntos críticos son: 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦 −
1

2
(𝑥4 + 𝑦4) + 1 

𝑓(0,0) = 2(0)(0) −
1

2
((0)4 + (0)4) + 1 = 1        ∴        𝑃1(0,0,1)   

𝑓(1,1) = 2(1)(1) −
1

2
((1)4 + (1)4) + 1 = 2 − 1 + 1 = 2        ∴        𝑃2(1,1,2) 

3

34

51
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𝑓(−1, −1) = 2(−1)(−1) −
1

2
((−1)4 + (−1)4) + 1 = 2 − 1 + 1 = 2        

∴        𝑃3(−1, −1, 2) 

 

Ahora determinamos si se tratan de máximos, mínimos o puntos silla: 

𝑷𝟏(𝟎, 𝟎, 𝟏): 

𝒅 = 𝒇𝒙𝒙(𝒂, 𝒃)𝒇𝒚𝒚(𝒂, 𝒃) − [𝒇𝒙𝒚(𝒂, 𝒃)]
𝟐
 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = 2𝑦 − 2𝑥3 

𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = −6𝑥2      𝑓𝑥𝑥(0,0) = −6(0)2 = 𝟎 

𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 − 2𝑦3 

𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = −6𝑦2       𝑓𝑦𝑦(0,0) = −6(0)2 = 𝟎 

𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) = 2         𝑓𝑥𝑦(0,0) = 𝟐 

𝑑 = 𝑓𝑥𝑥(𝑎, 𝑏)𝑓𝑦𝑦(𝑎, 𝑏) − [𝑓𝑥𝑦(𝑎, 𝑏)]
2
 

𝑑 = (0)(0) − (2)2 = −4 < 0 

 

Como 𝑑 = −4 < 0 , entonces se trata de un punto silla. Se tiene un punto silla en 
(0, 0, 1) 

 

𝑃2(1,1,2): 

𝑑 = 𝑓𝑥𝑥(𝑎, 𝑏)𝑓𝑦𝑦(𝑎, 𝑏) − [𝑓𝑥𝑦(𝑎, 𝑏)]
2
 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = 2𝑦 − 2𝑥3 

𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = −6𝑥2      𝑓𝑥𝑥(1,1) = −6(1)2 = −𝟔  

𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 − 2𝑦3 

10
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𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = −6𝑦2       𝑓𝑦𝑦(1,1) = −6(1)2 = −𝟔  

𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) = 2          𝑓𝑥𝑦(1,1) = 𝟐 

 

𝑑 = 𝑓𝑥𝑥(𝑎, 𝑏)𝑓𝑦𝑦(𝑎, 𝑏) − [𝑓𝑥𝑦(𝑎, 𝑏)]
2
 

𝑑 = (−6)(−6) − (2)2 = 36 − 4 = 32 > 0 

 

Como 𝑑 = 32 > 0   𝑦  𝑓𝑥𝑥(1,1) = −6 < 0 , entonces se trata de un MÁXIMO. Se tiene 
un MÁXIMO en (1, 1, 2) 

 

𝑃3(−1, −1,2): 

𝑑 = 𝑓𝑥𝑥(𝑎, 𝑏)𝑓𝑦𝑦(𝑎, 𝑏) − [𝑓𝑥𝑦(𝑎, 𝑏)]
2
 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = 2𝑦 − 2𝑥3 

𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = −6𝑥2      𝑓𝑥𝑥(−1, −1) = −6(−1)2 = −𝟔  

𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 − 2𝑦3 

𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = −6𝑦2       𝑓𝑦𝑦(−1, −1) = −6(−1)2 = −𝟔  

𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) = 2                𝑓𝑥𝑦(−1, −1) = 𝟐 

𝑑 = 𝑓𝑥𝑥(𝑎, 𝑏)𝑓𝑦𝑦(𝑎, 𝑏) − [𝑓𝑥𝑦(𝑎, 𝑏)]
2
 

𝑑 = (−6)(−6) − (2)2 = 36 − 4 = 32 > 0 

 

Como 𝑑 = 32 > 0   𝑦  𝑓𝑥𝑥(−1, −1) = −6 < 0 , entonces se trata de un MÁXIMO. Se 
tiene un MÁXIMO en (-1, -1, 2) 
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EJEMPLO 6 

Determinar los máximos, mínimos o puntos silla de 𝒇(𝒙, 𝒚) =
𝟕𝒙𝒚

𝒆𝒙𝟐+𝒚𝟐  

 

Solución: 

𝒇(𝒙, 𝒚) =
𝟕𝒙𝒚

𝒆𝒙𝟐+𝒚𝟐 

𝒇𝒙(𝒙, 𝒚) = 𝟎     𝒚     𝒇𝒚(𝒙, 𝒚) = 𝟎 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) =
𝑒𝑥2+𝑦2

(7𝑦) − 7𝑥𝑦(2𝑥𝑒𝑥2+𝑦2
)

(𝑒𝑥2+𝑦2
)

2 =
7𝑦𝑒𝑥2+𝑦2

(1 − 2𝑥2)

(𝑒𝑥2+𝑦2
)

2 = 0 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) =
7𝑦(1 − 2𝑥2)

𝑒𝑥2+𝑦2 = 0 

𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) =
𝑒𝑥2+𝑦2

(7𝑥) − 7𝑥𝑦(2𝑦𝑒𝑥2+𝑦2
)

(𝑒𝑥2+𝑦2
)

2 =
7𝑥𝑒𝑥2+𝑦2

(1 − 2𝑦2)

(𝑒𝑥2+𝑦2
)

2 = 0 

10
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𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) =
7𝑥(1 − 2𝑦2)

𝑒𝑥2+𝑦2 = 0 

 

Resolviendo: 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) =
7𝑦(1 − 2𝑥2)

𝑒𝑥2+𝑦2 = 0 → 7𝑦(1 − 2𝑥2) = 0 

𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) =
7𝑥(1 − 2𝑦2)

𝑒𝑥2+𝑦2 = 0 → 7𝑥(1 − 2𝑦2) = 0 

   

7𝑦(1 − 2𝑥2) = 0 

7𝑥(1 − 2𝑦2) = 0 

 

Una solución es cuando 𝑥 = 𝑦 = 0 

Las otras soluciones las encontramos cuando: 

1 − 2𝑥2 = 0         𝑦         1 − 2𝑦2 = 0 

1 − 2𝑥2 = 0         →        𝒙 = ±
𝟏

√𝟐
 

1 − 2𝑦2 = 0         →        𝒚 = ±
𝟏

√𝟐
 

 

Ahora calculamos los puntos críticos una vez que conocemos los valores críticos: 

 

• Para 𝑥 = 𝑦 = 0: 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
7𝑥𝑦

𝑒𝑥2+𝑦2      →      𝑓(0,0) = 0       ∴      𝑷𝟏(𝟎, 𝟎, 𝟎)  
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• 𝑥 =
1

√2
    𝑦   𝑦 =

1

√2
 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
7𝑥𝑦

𝑒𝑥2+𝑦2      →      𝑓 (
1

√2
,

1

√2
) =

7 (
1

√2
) (

1

√2
)

𝑒
(

1

√2
)

2

+(
1

√2
)

2 =

7
2
𝑒1

=
7

2𝑒1
  

       ∴      𝑷𝟐 (
𝟏

√𝟐
,

𝟏

√𝟐
,

𝟕

𝟐𝒆
) 

 

• 𝑥 = −
1

√2
    𝑦   𝑦 = −

1

√2
 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
7𝑥𝑦

𝑒𝑥2+𝑦2      →      𝑓 (−
1

√2
, −

1

√2
) =

7 (−
1

√2
) (−

1

√2
)

𝑒
(−

1

√2
)

2

+(−
1

√2
)

2 =

7
2
𝑒1

=
7

2𝑒1
  

 

      ∴      𝑷𝟑 (−
𝟏

√𝟐
, −

𝟏

√𝟐
,

𝟕

𝟐𝒆
) 

 

• 𝑥 =
1

√2
    𝑦   𝑦 = −

1

√2
 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
7𝑥𝑦

𝑒𝑥2+𝑦2      →      𝑓 (
1

√2
, −

1

√2
) =

7 (
1

√2
) (−

1

√2
)

𝑒
(

1

√2
)

2

+(−
1

√2
)

2 =
−

7
2

𝑒1
= −

7

2𝑒1
  

 

      ∴      𝑷𝟒 (
𝟏

√𝟐
, −

𝟏

√𝟐
, −

𝟕

𝟐𝒆
) 

 

• 𝑥 = −
1

√2
    𝑦   𝑦 =

1

√2
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𝑓(𝑥, 𝑦) =
7𝑥𝑦

𝑒𝑥2+𝑦2      →      𝑓 (−
1

√2
,

1

√2
) =

7 (−
1

√2
) (

1

√2
)

𝑒
(−

1

√2
)

2

+(
1

√2
)

2 =
−

7
2

𝑒1
= −

7

2𝑒1
  

 

      ∴      𝑷𝟓 (−
𝟏

√𝟐
,

𝟏

√𝟐
, −

𝟕

𝟐𝒆
) 

 

Una vez que conocemos los puntos críticos vamos a determinar cuáles son 
máximos, cuáles mínimos y si hay algún punto silla. 

 

Primero calculamos las segundas derivadas: 

𝑑 = 𝑓𝑥𝑥(𝑎, 𝑏)𝑓𝑦𝑦(𝑎, 𝑏) − [𝑓𝑥𝑦(𝑎, 𝑏)]
2
 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) =
7𝑦(1 − 2𝑥2)

𝑒𝑥2+𝑦2  

𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) =
𝑒𝑥2+𝑦2

(7𝑦(−4𝑥)) − 7𝑦(1 − 2𝑥2)(2𝑥𝑒𝑥2+𝑦2
)

(𝑒𝑥2+𝑦2
)

2  

𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) =
−14𝑥𝑦𝑒𝑥2+𝑦2

(2 + (1 − 2𝑥2))

(𝑒𝑥2+𝑦2
)

2 = −
14𝑥𝑦(2 + (1 − 2𝑥2))

𝑒𝑥2+𝑦2  

𝒇𝒙𝒙(𝒙, 𝒚) = −
𝟏𝟒𝒙𝒚(𝟐 + (𝟏 − 𝟐𝒙𝟐)

𝒆𝒙𝟐+𝒚𝟐  

 

   𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) =
7𝑥(1 − 2𝑦2)

𝑒𝑥2+𝑦2  

𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) =
𝑒𝑥2+𝑦2

7𝑥(−4𝑦) − 7𝑥(1 − 2𝑦2)(2𝑦𝑒𝑥2+𝑦2
)

(𝑒𝑥2+𝑦2
)

2  

64
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𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) =
−14𝑥𝑦𝑒𝑥2+𝑦2

(2 + (1 − 2𝑦2))

(𝑒𝑥2+𝑦2
)

2  

𝒇𝒚𝒚(𝒙, 𝒚) = −
𝟏𝟒𝒙𝒚 (𝟐 + (𝟏 − 𝟐𝒚𝟐))

𝒆𝒙𝟐+𝒚𝟐  

 

       𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) =
𝜕

𝜕𝑦
(

7𝑦(1 − 2𝑥2)

𝑒𝑥2+𝑦2 ) =
𝑒𝑥2+𝑦2

(7(1 − 2𝑥2)) − 7𝑦(1 − 2𝑥2)(2𝑦𝑒𝑥2+𝑦2
)

(𝑒𝑥2+𝑦2
)

2   

𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) =
7(1 − 2𝑥2)𝑒𝑥2+𝑦2

(1 − 2𝑦2)

(𝑒𝑥2+𝑦2
)

2                 

𝒇𝒙𝒚(𝒙, 𝒚) =
𝟕(𝟏 − 𝟐𝒙𝟐)(𝟏 − 𝟐𝒚𝟐)

𝒆𝒙𝟐+𝒚𝟐  

 

Para 𝑃1(0, 0, 0) ∶ 

𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = −
14𝑥𝑦(2 + (1 − 2𝑥2)

𝑒𝑥2+𝑦2                     →           𝑓𝑥𝑥(0,0) = 0 

𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = −
14𝑥𝑦(2 + (1 − 2𝑦2))

𝑒𝑥2+𝑦2          →          𝑓𝑦𝑦(0,0) = 0 

 

𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) =
7(1 − 2𝑥2)(1 − 2𝑦2)

𝑒𝑥2+𝑦2             →          𝑓𝑥𝑦(0,0) = 7 

 

𝑑 = 𝑓𝑥𝑥(𝑎, 𝑏)𝑓𝑦𝑦(𝑎, 𝑏) − [𝑓𝑥𝑦(𝑎, 𝑏)]
2
 

𝑑 = (0)(0) − (7)2 = 0 − 49 = −49 < 0 

 

9
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Como 𝑑 < 0   , entonces se trata de un PUNTO SILLA en (0, 0, 0) 

 

Para 𝑃2 (
1

√2
,

1

√2
,

7

𝟐𝒆
)  ∶ 

𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = −
14𝑥𝑦(2 + (1 − 2𝑥2)

𝑒𝑥2+𝑦2                     →           𝑓𝑥𝑥 (
1

√2
,

1

√2
) = −14 

𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = −
14𝑥𝑦(2 + (1 − 2𝑦2))

𝑒𝑥2+𝑦2          →          𝑓𝑦𝑦 (
1

√2
,

1

√2
) = −14 

𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) =
7(1 − 2𝑥2)(1 − 2𝑦2)

𝑒𝑥2+𝑦2             →          𝑓𝑥𝑦 (
1

√2
,

1

√2
) = 0 

 

𝑑 = 𝑓𝑥𝑥(𝑎, 𝑏)𝑓𝑦𝑦(𝑎, 𝑏) − [𝑓𝑥𝑦(𝑎, 𝑏)]
2
 

𝑑 = (−14)(−14) − (0)2 = 196 > 0 

 

Como 𝑑 > 0   𝑦   𝑓𝑥𝑥 (
1

√2
,

1

√2
) < 0  , entonces se trata de un MÁXIMO en 

𝑷𝟐 (
𝟏

√𝟐
,

𝟏

√𝟐
,

𝟕

𝟐𝒆
) 

 

Para 𝑃3 (−
1

√2
, −

1

√2
,

7

2𝑒
)  ∶ 

𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = −
14𝑥𝑦(2 + (1 − 2𝑥2)

𝑒𝑥2+𝑦2                     →           𝑓𝑥𝑥 (−
1

√2
, −

1

√2
) = −14 

𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = −
14𝑥𝑦(2 + (1 − 2𝑦2))

𝑒𝑥2+𝑦2          →          𝑓𝑦𝑦 (−
1

√2
, −

1

√2
) = −14 

𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) =
7(1 − 2𝑥2)(1 − 2𝑦2)

𝑒𝑥2+𝑦2             →          𝑓𝑥𝑦 (−
1

√2
, −

1

√2
) = 0 
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𝑑 = 𝑓𝑥𝑥(𝑎, 𝑏)𝑓𝑦𝑦(𝑎, 𝑏) − [𝑓𝑥𝑦(𝑎, 𝑏)]
2
 

𝑑 = (−14)(−14) − (0)2 = 196 > 0 

 

Como 𝑑 > 0   𝑦   𝑓𝑥𝑥 (−
1

√2
, −

1

√2
) < 0  , entonces se trata de un MÁXIMO en 

𝑷𝟑 (−
𝟏

√𝟐
, −

𝟏

√𝟐
,

𝟕

𝟐𝒆
) 

 

Para 𝑃4 (
1

√2
, −

1

√2
, −

7

2𝑒
)  ∶ 

𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = −
14𝑥𝑦(2 + (1 − 2𝑥2)

𝑒𝑥2+𝑦2                     →           𝑓𝑥𝑥 (
1

√2
, −

1

√2
) = 14 

𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = −
14𝑥𝑦(2 + (1 − 2𝑦2))

𝑒𝑥2+𝑦2          →          𝑓𝑦𝑦 (
1

√2
, −

1

√2
) = 14 

𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) =
7(1 − 2𝑥2)(1 − 2𝑦2)

𝑒𝑥2+𝑦2             →          𝑓𝑥𝑦 (
1

√2
, −

1

√2
) = 0 

 

𝑑 = 𝑓𝑥𝑥(𝑎, 𝑏)𝑓𝑦𝑦(𝑎, 𝑏) − [𝑓𝑥𝑦(𝑎, 𝑏)]
2
 

𝑑 = (14)(14) − (0)2 = 196 > 0 

 

Como 𝑑 > 0   𝑦   𝑓𝑥𝑥 (
1

√2
, −

1

√2
) > 0  , entonces se trata de un MÍNIMO en 

𝑷𝟒 (
𝟏

√𝟐
, −

𝟏

√𝟐
, −

𝟕

𝟐𝒆
) 

 

Para 𝑃5 (−
1

√2
,

1

√2
, −

7

2𝑒
)  ∶ 
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𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = −
14𝑥𝑦(2 + (1 − 2𝑥2)

𝑒𝑥2+𝑦2                     →           𝑓𝑥𝑥 (−
1

√2
,

1

√2
) = 14 

𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = −
14𝑥𝑦(2 + (1 − 2𝑦2))

𝑒𝑥2+𝑦2          →          𝑓𝑦𝑦 (−
1

√2
,

1

√2
) = 14 

𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) =
7(1 − 2𝑥2)(1 − 2𝑦2)

𝑒𝑥2+𝑦2             →          𝑓𝑥𝑦 (−
1

√2
,

1

√2
) = 0 

𝑑 = 𝑓𝑥𝑥(𝑎, 𝑏)𝑓𝑦𝑦(𝑎, 𝑏) − [𝑓𝑥𝑦(𝑎, 𝑏)]
2
 

𝑑 = (14)(14) − (0)2 = 196 > 0 

Como 𝑑 > 0   𝑦   𝑓𝑥𝑥 (−
1

√2
,

1

√2
) > 0  , entonces se trata de un MÍNIMO en 

𝑷𝟓 (−
𝟏

√𝟐
,

𝟏

√𝟐
, −

𝟕

𝟐𝒆
) 

 

 

 

 

 

 

  

𝑃1(0,0,0) 

Punto silla 

𝑃2 (
1

√2
,

1

√2
,

7

2𝑒
)  y  𝑃3 (−

1

√2
, −

1

√2
,

7

2𝑒
) 

Máximos 

𝑃4 (
1

√2
, −

1

√2
, − 

7

2𝑒
)  y  𝑃5 (−

1

√2
,

1

√2
, − 

7

2𝑒
) 

Mínimos 
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4. Integración múltiple 

 

4.1 Integrales iteradas. 

Integración múltiple 

Integrales Dobles y Triples 

Para calcular una integral doble o triple se irá integrando de dentro hacia afuera 
como se indica a continuación: 

 

∫ ∫ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝒚
𝒅

𝒄

𝒅𝒙
𝒃

𝒂

= ∫ (∫ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝒚
𝒅

𝒄

) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

 

∫ ∫ ∫ 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛)𝒅𝒚
𝒇

𝒆

𝒅

𝒄

𝒅𝒙
𝒃

𝒂

𝒅𝒛 = ∫ (∫ (∫ 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛)𝒅𝒚
𝒇

𝒆

)
𝒅

𝒄

𝒅𝒙)
𝒃

𝒂

𝒅𝒛 

 

Se puede intercambiar el orden de integración intercambiando los límites al mismo 
tiempo: 

 

∫ ∫ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝒚𝒅𝒙
𝒅

𝒄

𝒃

𝒂

= ∫ ∫ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙𝒅𝒚
𝒃

𝒂

𝒅

𝒄

 

 

Hay que recordar que la letra que tomaremos como variable es la que indica el 
diferencial de integración, las demás se considera constante. 

 

 

6

9
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Ejemplo 1      

Calcular: 

 

∫ ∫ (𝟗𝒙𝟒𝒚𝟑 + 𝟓𝒙𝒚𝟐 + 𝟐𝒙𝟑 − 𝟖𝒚𝟐)
𝟐

−𝟏

𝒅𝒚
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

 

Solución: 

Se calcula primero la integral más interna: 

 

∫ (𝟗𝒙𝟒𝒚𝟑 + 𝟓𝒙𝒚𝟐 + 𝟐𝒙𝟑 − 𝟖𝒚𝟐)
𝟐

−𝟏

𝒅𝒚 =
𝟗𝒙𝟒𝒚𝟒

𝟒
+

𝟓𝒙𝒚𝟑

𝟑
+ 𝟐𝒙𝟑𝒚 −

𝟖𝒚𝟑

𝟑
|

𝟐
−𝟏

 

 

 

 

Como se integró respecto a “y”, esta variable es la que se evalúa: 

= (
9𝑥4(2)4

4
+

5𝑥(2)3

3
+ 2𝑥3(2) −

8(2)3

3
)

− (
9𝑥4(−1)4

4
+

5𝑥(−1)3

3
+ 2𝑥3(−1) −

8(−1)3

3
) 

 

= 36𝑥4 +
40𝑥

3
+ 4𝑥3 −

64

3
−

9

4
𝑥4 +

5𝑥

3
+ 2𝑥3 −

8

3
 

 

=
𝟏𝟑𝟓

𝟒
𝒙𝟒 + 𝟔𝒙𝟑 + 𝟏𝟓𝒙 − 𝟐𝟒 

∫ 9𝑥4𝑦3 𝑑𝑦 = 9𝑥4 ∫ 𝑦3 𝑑𝑦 = 9𝑥4 (
𝑦4

4
) + 𝐶 =

9𝑥4𝑦4

4
+ 𝐶 

16
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Una vez calculada la integral se vuelve a integrar, pero ahora respecto a “x”: 

 

∫ [∫ (9𝑥4𝑦3 + 5𝑥𝑦2 + 2𝑥3 − 8𝑦2)
2

−1

𝑑𝑦]
1

0

𝑑𝑥 = ∫ [
135

4
𝑥4 + 6𝑥3 + 15𝑥 − 24]

1

0

𝑑𝑥 

 

=
135

4
(

𝑥5

5
) + 6 (

𝑥4

4
) + 15 (

𝑥2

2
) − 24𝑥 |

1
0

=
27

4
𝑥5 +

3

2
𝑥4 +

15

2
𝑥2 − 24𝑥 |

1
0
 

 

= (
27

4
(1)5 +

3

2
(1)4 +

15

2
(1)2 − 24(1)) − (

27

4
(0)5 +

3

2
(0)4 +

15

2
(0)2 − 24(0)) 

 

= (
27

4
+

3

2
+

15

2
− 24) − (0) =

27

4
+

6

4
+

30

4
−

96

4
= −

𝟑𝟑

𝟒
 

 

Comprobando en WolframAlpha: 

https://www.wolframalpha.com/examples/mathematics/calculus-and-

analysis/integrals/ 

 

https://www.wolframalpha.com/examples/mathematics/calculus-and-analysis/integrals/
https://www.wolframalpha.com/examples/mathematics/calculus-and-analysis/integrals/
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Ejemplo 2       

Calcular: 

 

∫ ∫ ∫ 𝒛 𝒅𝒛
√𝒚𝟐−𝟗𝒙𝟐

𝟎

𝒚
𝟑

𝟎

𝒅𝒙
𝟗

𝟎

𝒅𝒚 

 

Solución: 

Calculamos primero la integral más interna: 

 

∫ ∫ [∫ 𝑧𝑑𝑧
√𝑦2−9𝑥2

0

]

𝑦
3

0

𝑑𝑥
9

0

𝑑𝑦 = ∫ ∫ [
𝑧2

2
|√𝑦2 − 9𝑥2

0
]

𝑦
3

0

𝑑𝑥
9

0

𝑑𝑦 

 

= ∫ ∫ [
(√𝑦2 − 9𝑥2)

2

2
− 0]

𝑦
3

0

𝑑𝑥
9

0

𝑑𝑦 = ∫ ∫ [
𝑦2 − 9𝑥2

2
]

𝑦
3

0

𝑑𝑥
9

0

𝑑𝑦 

 

= ∫
1

2
[∫ (𝑦2 − 9𝑥2)

𝑦
3

0

𝑑𝑥]
9

0

𝑑𝑦 = ∫
1

2
[(𝑥𝑦2 − 3𝑥3) |

𝑦

3
0

]
9

0

𝑑𝑦 

 

= ∫
1

2
[((

𝑦

3
) 𝑦2 − 3 (

𝑦

3
)

3

) − ((0)𝑦2 − 3(0)3)]
9

0

𝑑𝑦 

 

=
1

2
∫ [

𝑦3

3
−

𝑦3

9
]

9

0

𝑑𝑦 =
1

2
∫ [

2𝑦3

9
]

9

0

𝑑𝑦 =
1

2
(

2

9
) ∫ 𝑦3

9

0

𝑑𝑦 
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=
1

9
[
𝑦4

4
] |

9
0

=
1

9
[(

94

4
) − (

04

4
)] =

6561

36
=

𝟕𝟐𝟗

𝟒
 

 

Comprobando en WolframAlpha: 

 

 

Ejemplo 3       

Calcular: 

 

∫ ∫ 𝟑 𝒓𝟐 𝒔𝒆𝒏 𝜽
𝒄𝒐𝒔 𝜽

𝟎

𝒅𝒓

𝝅
𝟒

𝟎

𝒅𝜽 

 

Solución: 
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∫ [∫ 3 𝑟2 𝑠𝑒𝑛 𝜃
𝑐𝑜𝑠 𝜃

0

𝑑𝑟]

𝜋
4

0

𝑑𝜃 = ∫ [3𝑠𝑒𝑛 𝜃 ∫  𝑟2 
𝑐𝑜𝑠 𝜃

0

𝑑𝑟]

𝜋
4

0

𝑑𝜃 = ∫ [𝑟3𝑠𝑒𝑛 𝜃 |
𝑐𝑜𝑠 𝜃

0
]

𝜋
4

0

𝑑𝜃 

= ∫ [𝑐𝑜𝑠3 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃 − 0]

𝜋
4

0

𝑑𝜃 = − ∫ 𝑐𝑜𝑠3 𝜃 (−)𝑠𝑒𝑛 𝜃

𝜋
4

0

𝑑𝜃 = −
𝑐𝑜𝑠4 𝜃

4
|

𝜋

4
0
 

 

= −
𝑐𝑜𝑠4  (

𝜋
4)

4
− (−

𝑐𝑜𝑠4 0

4
) = −

𝑐𝑜𝑠4 (45°)

4
+

𝑐𝑜𝑠4 0

4
= −

1

16
+

1

4
=

𝟑

𝟏𝟔
 

 

Comprobando en WolframAlpha: 

 

 

Ejemplo 4       

Calcular: 

 

∫ ∫ 𝒙𝒚𝒆−(𝒙𝟐+𝒚𝟐)
∞

𝟎

𝒅𝒙
∞

𝟎

𝒅𝒚 

52
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Solución: 

∫ ∫ 𝑥𝑦𝑒−(𝑥2+𝑦2)
∞

0

𝑑𝑥
∞

0

𝑑𝑦 = ∫
𝑦

−2
∫ −2𝑥𝑒−(𝑥2+𝑦2)

∞

0

𝑑𝑥
∞

0

𝑑𝑦 = ∫ −
𝑦

2
𝑒−(𝑥2+𝑦2)

∞

0

|
∞
0

𝑑𝑦 

= ∫ [(−
𝑦

2
𝑒−((∞)2+𝑦2)) − (−

𝑦

2
𝑒−((0)2+𝑦2))]

∞

0

𝑑𝑦 = ∫ [0 + (
𝑦

2
𝑒−𝑦2

)]
∞

0

𝑑𝑦 

= ∫
𝑦

2
𝑒−𝑦2

∞

0

𝑑𝑦 =
1

2(−2)
∫ −2𝑦𝑒−𝑦2

∞

0

𝑑𝑦 = −
1

4
𝑒−𝑦2

|
∞
0

 

= −
1

4
𝑒−∞2

− (−
1

4
𝑒−02

) =
𝟏

𝟒
 

 

 

 

 

Comprobando en WolframAlpha: 

 

 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒙𝒏

𝒆𝒙
= 𝟎 

4
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Ejemplo 5 

Calcular: 

 

∫ ∫
𝒙𝟐

𝟏 + 𝒚𝟐

∞

𝟎

𝒅𝒚
𝟑

𝟎

𝒅𝒙 

Solución: 

 

∫ ∫
𝑥2

1 + 𝑦2

∞

0

𝑑𝑦
3

0

𝑑𝑥 = ∫ 𝑥2 ∫
1

1 + 𝑦2

∞

0

𝑑𝑦
3

0

𝑑𝑥 = ∫ 𝑥2 arctan(𝑦) |
∞
0

3

0

𝑑𝑥 

∫
𝑑𝑢

𝑎2 + 𝑢2
=

1

𝑎
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑢

𝑎
) + 𝐶 

= ∫ 𝑥2(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(∞) − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(0))
3

0

𝑑𝑥 

Observaremos el comportamiento de  arctan(𝑦)   dando valores muy grandes al 

argumento (𝑦): 

 

arctan(1000) = 89.94° 

arctan(10000) = 89.994° 

arctan(100000) = 89.9994° 

⋮ 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(∞) ≈ 90° =
𝜋

2
 

 

Analizando el comportamiento de 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑦)  con la gráfica realizada en winplot: 

24
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En la gráfica se puede ver que al aumentar el valor de x la función arctan(x) se 

aproxima al valo de 90° =
𝜋

2
, esto es: 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚 𝐧(𝒙) = 𝟗𝟎° =
𝝅

𝟐
 

= ∫ 𝑥2 (
𝝅

𝟐
− 0)

3

0

𝑑𝑥 =
𝝅

𝟐
∫ 𝑥2

3

0

𝑑𝑥 =
𝝅

𝟐
(

𝑥3

3
) |

3
0

=
𝜋𝑥3

6
|
3
0

=
𝟗𝝅

𝟐
 

 

Comprobando en WolframAlpha: 
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Ejemplo 6       

Calcular: 

∫ ∫ ∫ 𝐥 𝐧(𝒛) 𝒅𝒚

𝟏
𝒙𝒛

𝟎

𝒆𝟐

𝟏

𝒅𝒛
𝟒

𝟏

𝒅𝒙 

 

Solución:  

 

∫ ∫ ∫ ln(𝑧) 𝑑𝑦

1
𝑥𝑧

0

𝑒2

1

𝑑𝑧
4

1

𝑑𝑥 = ∫ ∫ 𝑦 ln(𝑧) |
1

𝑥𝑧
0

𝑒2

1

𝑑𝑧
4

1

𝑑𝑥 

= ∫ ∫
ln(𝑧)

𝑥𝑧

𝑒2

1

𝑑𝑧
4

1

𝑑𝑥 = ∫
 1 

𝑥
∫

ln(𝑧)

𝑧

𝑒2

1

𝑑𝑧
4

1

𝑑𝑥 = ∫
 1 

𝑥
∫

 (ln(𝑧))1 

𝑧

𝑒2

1

𝑑𝑧
4

1

𝑑𝑥 

 

∫ 𝑢𝑛𝑑𝑢 =
𝑢𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝐶 

 

= ∫
 1 

𝑥
(

 (ln(𝑧))2 

2
) |𝑒

2

1

4

1

𝑑𝑥 = ∫
 1 

𝑥
(

 (ln(𝑒2))2 

2
−

 (ln(1))2 

2
)

4

1

𝑑𝑥 

= ∫
 1 

𝑥
(

 (2𝑙𝑛(𝑒))
2

 

2
−

 (0)2 

2
)

4

1

𝑑𝑥 = ∫
 1 

𝑥
(

 (2(1))
2

 

2
)

4

1

𝑑𝑥 

 

= 2 ∫
 1 

𝑥

4

1

𝑑𝑥 = 2 ln(𝑥) |
4
1

= 2 ln(4) − 2 ln(1) = 𝟐𝐥 𝐧(𝟒) = 2 ln(22) = 2(2) ln(2) 

= 𝟒𝐥 𝐧(𝟐) 

 

4

26
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Comprobando resultado: 

 

ln(16) = ln(24) = 4 ln(2) 

ln(16) = ln(42) = 2 ln(4) 

 

 

 

Ejemplo 7 

Calcular: 

 

∫ ∫ ∫ 𝒔𝒆𝒏 (𝒚)𝒅𝒛

𝟏
𝒚

𝟎

𝒚
𝟐

𝟎

𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒚 

 

Solución: 

∫ ∫ ∫ 𝑠𝑒𝑛 (𝑦)𝑑𝑧

1
𝑦

0

𝑦
2

0

𝑑𝑥

𝜋
2

0

𝑑𝑦 = ∫ ∫ 𝑧 𝑠𝑒𝑛 (𝑦) |
1
𝑦
0

𝑦
2

0

𝑑𝑥

𝜋
2

0

𝑑𝑦 
7
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= ∫ ∫ [(
1

𝑦
)  𝑠𝑒𝑛 (𝑦) − 0]

𝑦
2

0

𝑑𝑥

𝜋
2

0

𝑑𝑦 = ∫ ∫
𝑠𝑒𝑛 (𝑦)

𝑦

𝑦
2

0

𝑑𝑥

𝜋
2

0

𝑑𝑦 

= ∫
𝑥 𝑠𝑒𝑛 (𝑦)

𝑦
|
𝑦
2
0

𝜋
2

0

𝑑𝑦 = ∫ [
(

𝑦
2)  𝑠𝑒𝑛 (𝑦)

𝑦
− 0]

𝜋
2

0

𝑑𝑦 

=
1

2
∫  𝑠𝑒𝑛 (𝑦)

𝜋
2

0

𝑑𝑦 = −
cos(𝑦)

2
|
𝜋
2
0

= −
 𝑐𝑜𝑠 (

𝜋
2)

2
− (−

cos(0)

2
) = −

 0

2
+

1

2
=

𝟏

𝟐
 

 

Comprobando resultado: 

 

Ejemplo 8       

Calcular: 

∫ ∫ ∫ 𝒚 𝒅𝒛
𝟒−𝒚𝟐

𝟐𝒙𝟐+𝒚𝟐

√𝟐−𝒙𝟐

𝟎

𝒅𝒚
√𝟐

𝟎

𝒅𝒙 

Solución: 

∫ ∫ ∫ 𝑦 𝑑𝑧
4−𝑦2

2𝑥2+𝑦2

√2−𝑥2

0

𝑑𝑦
√2

0

𝑑𝑥 = ∫ ∫ 𝑦𝑧
√2−𝑥2

0

|
4 − 𝑦2

2𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑦
√2

0

𝑑𝑥 
4

10

13
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= ∫ ∫ [𝑦(4 − 𝑦2) − 𝑦(2𝑥2 + 𝑦2)]
√2−𝑥2

0

𝑑𝑦
√2

0

𝑑𝑥

= ∫ ∫ [4𝑦 − 𝑦3 − 2𝑥2𝑦 − 𝑦3]
√2−𝑥2

0

𝑑𝑦
√2

0

𝑑𝑥 

= ∫ ∫ [4𝑦 − 2𝑦3 − 2𝑥2𝑦]
√2−𝑥2

0

𝑑𝑦
√2

0

𝑑𝑥 = ∫ [2𝑦2 −
1

2
𝑦4 − 𝑥2𝑦2] |√2 − 𝑥2

0

√2

0

𝑑𝑥 

= ∫ [2 (√2 − 𝑥2)
2

−
1

2
(√2 − 𝑥2)

4

− 𝑥2 (√2 − 𝑥2)
2

− 0]
√2

0

𝑑𝑥 

= ∫ [2(2 − 𝑥2) −
1

2
(2 − 𝑥2)2 − 𝑥2(2 − 𝑥2)]

√2

0

𝑑𝑥 

= ∫ [4−2𝑥2 − 2 + 2𝑥2 −
1

2
𝑥4 − 2𝑥2 + 𝑥4]

√2

0

𝑑𝑥 

= ∫ [2 +
1

2
𝑥4 − 2𝑥2]

√2

0

𝑑𝑥 = 2𝑥 +
1

10
𝑥5 −

2

3
𝑥3 |√2

0
 

= 2√2 +
1

10
(√2)

5
−

2

3
(√2)

3
− 0 = √2 [2 +

1

10
(√2)

4
−

2

3
(√2)

2
] 

= √2 [2 +
1

10
(4) −

2

3
(2)] = √2 (

16

15
) =  

𝟏𝟔

𝟏𝟓
√𝟐 

 

Comprobando resultado: 

 

  

61
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4.2 Integral doble en coordenadas rectangulares y cálculo de áreas 
planas. 

Áreas 

Para el cálculo de áreas se tienen dos opciones: 

 

CASO I:  Cuando los rectángulos se construyen de forma vertical. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑔𝑖ó𝑛 𝑒𝑠𝑡á 𝑑𝑒𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑎𝑑𝑎 𝑝𝑜𝑟: 

𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 

𝑔1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑔2(𝑥) 

 

𝑔2 

𝑔1 

𝑅 

𝑎 𝑏 
∆𝒙 

Á𝑟𝑒𝑎 = ∫ ∫ 𝑑𝑦 𝒅𝒙
𝑔2

𝑔1

𝑏

𝑎

 

18
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CASO II:  Cuando los rectángulos se construyen de forma horizontal. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

NOTA: Para decidir que nos conviene más, si rectángulos verticales o bien 
horizontales debemos procurar que todas las bases superiores (o derecha) de los 
rectángulos descansen sobre una sola función, lo mismo con la base inferior (o 
izquierda) de los rectángulos. 

 

 

 

𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑔𝑖ó𝑛 𝑒𝑠𝑡á 𝑑𝑒𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑎𝑑𝑎 𝑝𝑜𝑟: 

𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 

ℎ1(𝑦) ≤ 𝑥 ≤ ℎ2(𝑦) 

 

ℎ2 ℎ1 

𝑅 

𝑑 

∆
𝒚

 

Á𝑟𝑒𝑎 = ∫ ∫ 𝑑𝑥 𝒅𝒚
ℎ2

ℎ1

𝑑

𝑐
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EJEMPLO 1  

Calcula el área de la región limitada por las gráficas de las siguientes funciones: 

 

 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 4     y      𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 2 

 

 Solución:     

                                                                                

Para este caso conviene realizar los rectángulos verticales y al calcular los límites 
de integración se igualan las funciones: 

 

 𝑥2 − 2 = 𝑥 + 4 

                                                                    𝑥2 − 2 − 𝑥 − 4 = 0 

                                                                        𝑥2 − 𝑥 − 6 = 0 

                                                                  (𝑥 − 3)(𝑥 + 2) = 0 

                            ∴        𝒙 = 𝟑     𝑦   𝒙 = −𝟐 

 

 

Á𝑟𝑒𝑎 = ∫ ∫ 𝑑𝑦 𝑑𝑥
𝑥+4

𝑥2−2

3

−2

= ∫ 𝑦 |
𝑥 + 4

𝑥2 − 2
 𝑑𝑥

3

−2

 

 

∫ ((𝑥 + 4) − (𝑥2 − 2)) 𝑑𝑥
3

−2

= ∫ (𝑥 + 4 − 𝑥2 + 2) 𝑑𝑥
3

−2

 

= ∫ (−𝑥2 + 𝑥 + 6) 𝑑𝑥 =
3

−2

−
𝑥3

3
+

𝑥2

2
+ 6𝑥 |

3
−2

 

∆𝒙 

2

23

45
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= (−
(3)3

3
+

(3)2

2
+ 6(3)) − (−

(−2)3

3
+

(−2)2

2
+ 6(−2)) 

 

 

= −9 +
9

2
+ 18 −

8

3
− 2 + 12 = 19 +

11

6
=

𝟏𝟐𝟓

𝟔
𝒖𝟐 

 

EJEMPLO 2 

Calcula el área de la región limitada por las gráficas de las siguientes funciones: 

 

 𝒇(𝒙) = 𝟐 − 𝒙 ,  𝒈(𝒙) = √𝒙    𝒚  𝒉(𝒙) = 𝟎 

 

 Solución:     

 

 

                                          𝒇(𝒙) = 𝟐 − 𝒙 ,  𝒈(𝒙) = √𝒙    𝒚  𝒉(𝒙) = 𝟎 

 

 

 

 

 

27
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Considerando los rectángulos horizontales: 

 

𝑦2 = 2 − 𝑦  

𝑦2 + 𝑦 − 2 = 0  

(𝑦 + 2)(𝑦 − 1) = 0 

𝑦 = 1   𝑦   𝑦 = −2 

 

∫ ∫ 𝑑𝑥𝑑𝑦
2−𝑦

𝑦2

1

0

= ∫ 𝑥 |
2 − 𝑦

𝑦2 𝑑𝑦 =
1

0

∫ (2 − 𝑦 − 𝑦2)𝑑𝑦
1

0

 

 

2𝑦 −
𝑦2

2
−

𝑦3

3
|
1
0

= 2 −
1

2
−

1

3
=

𝟕

𝟔
𝒖𝟐 

 

Considerando los rectángulos verticales:  

Intersección entre las curvas: 

 

√𝑥 = 2 − 𝑥 

(√𝑥 = 2 − 𝑥)
2
 

𝑥 = 4 − 4𝑥 + 𝑥2  

0 = 4 − 4𝑥 + 𝑥2 − 𝑥                      

𝑥2 − 5𝑥 + 4 = 0 

𝑦 = √𝑥    →    𝑥 = 𝑦2 
𝑦 = 2 − 𝑥  →   𝑥 = 2 − 𝑦 

𝑑𝑦  

 

𝑑𝑥  

𝑦 = √𝑥    𝑦 = 2 − 𝑥  

𝑨𝟏  

𝑨𝟐  

4

20



354 

 

(𝑥 − 4)(𝑥 − 1) = 0 

𝑥 = 1   𝑦   𝑥 = 4 

Intersección entre la recta y el eje x: 

2 − 𝑥 = 0   →     𝑥 = 2 

 

∫ ∫ 𝑑𝑦𝑑𝑥
√𝑥

0

1

0

+ ∫ ∫ 𝑑𝑦𝑑𝑥
2−𝑥

0

2

1

= ∫ 𝑦 |√𝑥
0

𝑑𝑥 +
1

0

∫ 𝑦 |
2 − 𝑥

0
𝑑𝑥

2

1

 

 

 

 

∫ √𝑥
1

0

𝑑𝑥 + ∫ (2 − 𝑥)
2

1

𝑑𝑥 =
2

3
𝑥

3
2 |

1
0

+ (2𝑥 −
𝑥2

2
) |

2
1

=
2

3
+ 4 − 2 − 2 +

1

2
=

𝟕

𝟔
𝒖𝟐 

 

EJEMPLO 3 

Calcula el área indicada en la siguiente gráfica: 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑨𝟏  𝑨𝟐  
15
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Solución:     

A continuación, se calculan los puntos de intersección entre ambas curvas: 

−3𝑠𝑒𝑛 𝑥 = −2 cos 𝑥 

−3𝑠𝑒𝑛 𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝑥
= −2 

tan 𝑥 =
−2

−3
 

tan 𝑥 =
2

3
 

𝑥 = arctan (
2

3
) = 𝟑𝟑. 𝟔𝟗° = 𝟎. 𝟓𝟖𝟖 

 

El semiperiodo de las funciones es 
𝑇

2
= 𝜋 

 

0.588 +
𝑇

2
= 0.588 + 𝜋 = 𝟑. 𝟕𝟑 

 

Por lo tanto, el área indicada en la gráfica dada es: 

 

𝟎. 𝟓𝟖𝟖 ≤ 𝒙 ≤ 𝟑. 𝟕𝟑 

 

Comprobación realizada en winplot: 
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Es necesario encontrar la coordenada en y, esto con el objetivo de graficar los 
puntos correspondientes. 

𝑓(0.588) = −3𝑠𝑒𝑛(0.588) = −𝟏. 𝟔𝟔 

𝑓(3.73) = −3𝑠𝑒𝑛(3.73) = 𝟏. 𝟔𝟕 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

Una vez que se tienen los límites de la región indicada se procede a plantear la 
integral, se utiliza Caso I: 

 

 

 

 

 

𝒚 = −𝟐𝒄𝒐𝒔(𝒙)
=  

𝒚 = −𝟑𝒔𝒆𝒏(𝒙)
=  

𝒙𝟐 = 𝟑. 𝟕𝟑  

𝒅𝒙 
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∫ ∫ 𝑑𝑦𝒅𝒙
−2 cos(𝑥)

−3𝑠𝑒𝑛(𝑥)

3.73

0.588

= ∫ y |
−2 cos(𝑥)

−3𝑠𝑒𝑛(𝑥)
dx

3.73

0.588

 

= ∫ (−2cos(x) − (−3 sen(x))dx
3.73

0.588

 

= ∫ (−2cos(x) − (−3 sen(x))dx
3.73

0.588

 

= −2sen(x) − 3 cos(x) |
3.73

0.588
 

= (−2sen(3.73) − 3 cos(3.73)) − (−2sen(0.588) − 3cos (0.588))  

= (3.61) − (−3.61) = 𝟕. 𝟐𝟏𝐮𝟐 

 

 

Comprobación de la integral con WolframAlpha: 

 

https://es.wolframalpha.com/calculators/integral-calculator 

 

 

 

 

 

 

 

 

1

https://es.wolframalpha.com/calculators/integral-calculator
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EJEMPLO 4 

Calcula el área de la región limitada por las gráficas de las siguientes funciones: 

 

 𝑓(𝑦) = −3𝑦 + 6 ,  𝑔(𝑦) = 4𝑦 − 𝑦2    𝑦  ℎ(𝑦) = 0 

 

 Solución:     

 

 

 

 

 

 

 

Dada la forma de la región marcada es necesario dividir en 2 áreas y encontrar la 
intersección de las curvas así como la intersección de cada curva con el eje y: 

 

 

 

 

𝒉(𝒚) = 𝟎 𝒈(𝒚) = 𝟒𝒚 − 𝒚𝟐 

𝒇(𝒚) = −𝟑𝒚 + 𝟔 

𝑨𝟏 

𝑨𝟐 

2
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Cortes entre f y g: 

 

   −3𝑦 + 6 = 4𝑦 − 𝑦2 

−3𝑦 + 6 − 4𝑦 + 𝑦2 = 0 

     𝑦2 − 7𝑦 + 6 = 0 
   (𝑦 − 6)(𝑦 − 1) = 0 

    𝑦 = 6      𝑦   𝑦 = 1 

 

 

Cortes de la parábola en eje y: 

4𝑦 − 𝑦2 = 0 
𝑦(4 − y) = 0 

𝑦 = 0      𝑦   𝑦 = 4 

 

Cortes de la recta en eje y: 

−3𝑦 + 6 = 0 
𝑦 = 2 

 
Una vez que se tienen las intersecciones y empleando caso II, se tiene: 

 

∫ ∫ 𝑑𝑥𝑑𝑦
4y−y2

−3y+6

2

1

+ ∫ ∫ 𝑑𝑥𝑑𝑦
4y−y2

0

4

2

= ∫ 𝑥 |
4y − y2

−3y + 6
𝑑𝑦 +

2

1

∫ 𝑥 |4y − y2

0
𝑑𝑦

4

2

 

 

 

= ∫ ((4y − y2) − (−3𝑦 + 6))𝑑𝑦
2

1

+ ∫ ((4y − y2) − (0))𝑑𝑦
4

2

 

 

= ∫ (−y2 + 7𝑦 − 6) 𝑑𝑦
2

1

+ ∫ (4y − y2)𝑑𝑦
4

2

 

 

𝑨𝟏  𝑨𝟐  
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= (−
y3

3
+

7y2

2
− 6𝑦) |

2
1

+ (
4y2

2
−

y3

3
) |

4
2
 

= (−
(2)3

3
+

7(2)2

2
− 6(2)) − (−

(1)3

3
+

7(1)2

2
− 6(1)) 

 

+ (
4(4)2

2
−

(4)3

3
) − (

4(2)2

2
−

(2)3

3
) 

 

= (−
8

3
+

28

2
− 12) − (−

1

3
+

7

2
− 6) + (

64

2
−

64

3
) − (

16

2
−

8

3
) 

 

= −
2

3
+

17

6
+

32

3
−

16

3
=

𝟏𝟓

𝟐
𝒖𝟐 

 

Comprobando el resultado de la integral con WolframAlpha: 
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EJEMPLO 5 

Representar la región representada en la siguiente integral y plantear otra integral 
cambiando el orden de integración y comprobar que el resultado de ambas 
integrales es el mismo: 

∫ ∫ 𝑑𝑦𝑑𝑥
4−𝑥2

−5

3

−3

 

Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cambiando el orden de integración: 

                                                                            

𝑦 = 4 − 𝑥2      ∴      𝑥 = ±√4 − 𝑦      

 

 

∫ ∫ 𝑑𝑥𝑑𝑦
√4−𝑦

−√4−𝑦

4

−5

 

 

Intersección entre las 
funciones: 

−5 = 4 − 𝑥2 

𝑥2 − 5 − 4 = 0 

𝑥2 − 9 = 0 

(𝑥 + 3)(𝑥 − 3) = 0 

𝑥 = −3      𝑦      𝑥 = 3 

29
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Verificación de resultados en ambas integrales: 

 

∫ ∫ 𝒅𝒚𝒅𝒙
𝟒−𝒙𝟐

−𝟓

𝟑

−𝟑

= ∫ 𝑦 |4 − 𝑥2

−5
𝑑𝑥

3

−3

= ∫ ((4 − 𝑥2) − (−5))𝑑𝑥
3

−3

 

= ∫ (9 − 𝑥2)𝑑𝑥
3

−3

= 9𝑥 −
𝑥3

3
|

3
−3

= (9(3) −
(3)3

3
) − (9(−3) −

(−3)3

3
) 

 

= (27 − 9) − (−27 + 9) = 𝟑𝟔𝒖𝟐 

 

∫ ∫ 𝒅𝒙𝒅𝒚
√𝟒−𝒚

−√𝟒−𝒚

=
𝟒

−𝟓

∫ 𝑥 |
√4 − 𝑦

−√4 − 𝑦
𝑑𝑦

4

−5

= ∫ ((√4 − 𝑦) − (−√4 − 𝑦)) 𝑑𝑦
4

−5

 

 

= ∫ 2√4 − 𝑦  𝑑𝑦
4

−5

= 2 ∫ (4 − 𝑦)
1
2  𝑑𝑦

4

−5

= −2 ∫ (4 − 𝑦)
1
2 (−)𝑑𝑦

4

−5

 

 

= −
4

3
(4 − 𝑦)

3
2 |

4
−5

= (−
4

3
(4 − (4))

3
2) − (−

4

3
(4 − (−5))

3
2) 

 

= (0) − (−
4

3
(9)

3
2) =

4

3
(27) = 𝟑𝟔𝒖𝟐 
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4.3 Cálculo de áreas de superficies curvas. 

Áreas de superficies curvas  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Definición de área de una superficie: 

Si 𝑓 y sus primeras derivadas parciales son continuas en la región cerrada R en el 
plano xy, entonces el área de la superficie S dada por 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) sobre R está dada 
por: 

Área de superficie curva 

Región R en el plano xy 

1

2
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Á𝒓𝒆𝒂 𝒅𝒆 𝒍𝒂 𝒔𝒖𝒑𝒆𝒓𝒇𝒊𝒄𝒊𝒆 = ∬ 𝒅𝑺

𝑹

= ∬ √𝟏 + (𝒇𝒙(𝒙, 𝒚))
𝟐

+ (𝒇𝒚(𝒙, 𝒚))
𝟐

𝑹

𝒅𝑨 

 

Ver anexo A para las gráficas en CalcPlot3D 

Ejemplo 1       

Calcular el área de la superficie sobre la región R: 

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝟏𝟓 − 𝟐𝒙 + 𝟑𝒚 

𝑹: 𝑪𝒖𝒂𝒅𝒓𝒂𝒅𝒐 𝒄𝒖𝒚𝒐𝒔 𝒗é𝒓𝒕𝒊𝒄𝒆𝒔 𝒔𝒐𝒏 (𝟎, 𝟎), (𝟑, 𝟎), (𝟎, 𝟑)𝒚 (𝟑, 𝟑) 

Solución:  

                                                              

 

   𝒇𝒙(𝒙, 𝒚) = −𝟐      𝒚      𝒇𝒚(𝒙, 𝒚) = 𝟑 

 

 

Á𝒓𝒆𝒂 𝒅𝒆 𝒍𝒂 𝒔𝒖𝒑𝒆𝒓𝒇𝒊𝒄𝒊𝒆 = ∬ 𝒅𝑺

𝑹

= ∬ √𝟏 + (𝒇𝒙(𝒙, 𝒚))
𝟐

+ (𝒇𝒚(𝒙, 𝒚))
𝟐

𝑹

𝒅𝑨 

 

      𝑆𝑢𝑝𝑒𝑟𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒 =  ∫ ∫ √1 + (−2)2 + (3)2
3

0

𝑑𝑥
3

0

𝑑𝑦 

𝑆𝑢𝑝𝑒𝑟𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒 =  ∫ ∫ √14
3

0

𝑑𝑥
3

0

𝑑𝑦 = ∫ √14
3

0

𝑥 |
3
0

𝑑𝑦 = ∫ 3√14
3

0

𝑑𝑦 

 

8

9
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= 3√14 𝑦 |
3
0

= 𝟗√𝟏𝟒 𝒖𝟐   

 

 

 

 

 

 

 

Ejemplo 2      

Calcular el área de la superficie sobre la región R: 

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝟏𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟑𝒚 

𝑹: 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 ≤ 𝟗 

Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

Región R en el plano xy 

Área de Superficie 
1

2
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Región R: 

 

 

 

𝑹: 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 ≤ 𝟗 

 

 

 

𝑆 = ∬ √𝟏 + (𝒇𝒙(𝒙, 𝒚))
𝟐

+ (𝒇𝒚(𝒙, 𝒚))
𝟐

𝑹

𝒅𝑨 

 

𝒇𝒙(𝒙, 𝒚) = 𝟐      𝒚      𝒇𝒚(𝒙, 𝒚) = −𝟑 

 

      𝑺𝒖𝒑𝒆𝒓𝒇𝒊𝒄𝒊𝒆 =  ∬ √𝟏 + (𝟐)𝟐 + (−𝟑)𝟐

𝑹

𝒅𝑨 

 

𝑆𝑢𝑝𝑒𝑟𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒 =  ∫ ∫ √1 + (2)2 + (−3)2
3

0

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
2𝜋

0

 

=  ∫ ∫ √14
3

0

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
2𝜋

0

=  ∫
√14𝑟2

2
|
3
0

𝑑𝜃
2𝜋

0

 

= ∫
9√14

2
𝑑𝜃

2𝜋

0

=
9√14

2
𝜃 |

2𝜋
0

= 𝟗√𝟏𝟒 𝝅 𝒖𝟐 

 

37
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Ejemplo 3      

Calcular el área de la superficie sobre la región R: 

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝟏𝟑 +  𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 

𝑹: {(𝒙, 𝒚) ∶ 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 ≤ 𝟒} 

 

Solución:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = 2𝑥      𝑦      𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = −2𝑦 

 

∬ √1 + (𝑓𝑥(𝑥, 𝑦))2 + (𝑓𝑦(𝑥, 𝑦))
2

𝑅

𝑑𝐴 

Área de superficie curva deseada Región R en el plano xy 

2

4

5
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      𝑆𝑢𝑝𝑒𝑟𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒 =  ∬ √1 + (2𝑥)2 + (−2𝑦)2

𝑅

𝑑𝐴 

  𝑆𝑢𝑝𝑒𝑟𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒 =  ∬ √1 + 4𝑥2 + 4𝑦2

𝑅

𝑑𝐴 = ∬ √1 + 4(𝑥2 + 𝑦2)

𝑅

𝑑𝐴 

 

Cambiando a polares: 

 

 

𝑆𝑢𝑝𝑒𝑟𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒 =  ∫ ∫ √1 + 4𝑟2
2

0

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
2𝜋

0

 

=  ∫
1

8
∫ (1 + 4𝑟2)1/2(8)𝑟𝑑𝑟

2

0

𝑑𝜃
2𝜋

0

=  ∫
1

8
(1 + 4𝑟2)3/2 (

2

3
) |

2
0

𝑑𝜃
2𝜋

0

 

 

= ∫
1

12
(1 + 4𝑟2)3/2 |

2
0

𝑑𝜃
2𝜋

0

= ∫ [
1

12
(1 + 4(2)2)3/2 −

1

12
(1 + 4(0)2)3/2] 𝑑𝜃

2𝜋

0

 

 

= ∫ [
1

12
(17)3/2 −

1

12
(1)] 𝑑𝜃

2𝜋

0

= [
1

12
(17)3/2 −

1

12
] ∫ 𝑑𝜃

2𝜋

0

 

 

= [
1

12
(17)3/2 −

1

12
] 𝜃 |

2𝜋
0

=
𝝅

𝟔
[(𝟏𝟕)𝟑/𝟐 − 𝟏] 𝒖𝟐 
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4.4 Integrales dobles en coordenadas polares. 

 

Integrales dobles en coordenadas polares 

 

∬ 𝒅𝑨

𝑹

= ∫ ∫ 𝒓𝒅𝒓𝒅𝜽
𝒓𝟐

𝒓𝟏

𝜽𝟐

𝜽𝟏

 

 

Ejemplo 1       

 

Calcular el área de la región sombreada: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solución: 

 

 

 

𝑟 = 6cos (𝑡) 

8

12
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𝑨 = ∬ 𝒅𝑨

𝑹

= ∫ ∫ 𝒓𝒅𝒓𝒅𝜽
𝒓𝟐

𝒓𝟏

𝜽𝟐

𝜽𝟏

= ∫ ∫ 𝒓𝒅𝒓𝒅𝜽
𝟔𝒄𝒐𝒔𝜽

𝟎

𝝅
𝟐

− 
𝝅
𝟐

= ∫
𝑟2

2
|
 6𝑐𝑜𝑠𝜃

0
𝑑𝜃

𝜋
2

− 
𝜋
2

 

 

= ∫
36𝑐𝑜𝑠2𝜃

2
𝑑𝜃

𝜋
2

− 
𝜋
2

= 18 ∫ (
1

2
+

1

2
𝑐𝑜𝑠(2𝜃)) 𝑑𝜃

𝜋
2

− 
𝜋
2

 

 

= 9 ∫ 𝑑𝜃

𝜋
2

− 
𝜋
2

+
9

2
∫ 𝑐𝑜𝑠(2𝜃)(2)𝑑𝜃

𝜋
2

− 
𝜋
2

= 9 ∫ 𝑑𝜃

𝜋
2

− 
𝜋
2

+
9

2
∫ 𝑐𝑜𝑠(2𝜃)2𝑑𝜃

𝜋
2

− 
𝜋
2

 

 

= 9𝜃 +
9

2
𝑠𝑒𝑛(2𝜃) |

 
𝜋

2

− 
𝜋

2

= (
9𝜋

2
+

9

2
𝑠𝑒𝑛(𝜋)) − (−

9𝜋

2
+

9

2
𝑠𝑒𝑛(−𝜋)) 

𝐴 =
9𝜋

2
+

9𝜋

2
= 𝟗𝝅 𝒖𝟐 

 

 

Ejemplo 2      

Calcular el área de la región sombreada: 

 

 

        

 

 

 

𝒓 = 𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 (𝒕) 

1



371 

 

 

Solución: 

𝑨 = ∫ ∫ 𝒓𝒅𝒓𝒅𝜽
𝒓𝟐

𝒓𝟏

𝜽𝟐

𝜽𝟏

= ∫ ∫ 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
1+𝑐𝑜𝑠𝜃

0

2𝜋

0

=
𝟑𝝅

𝟐
𝒖𝟐 

 

 

Ejemplo 3      

Calcular el área de la región sombreada: 

 

 

        

 

 

 

 

Solución: 

𝜽𝟏: 

 

2𝑠𝑒𝑛(3𝜃1) = 0 

𝑠𝑒𝑛(3𝜃1) = 0    ∴       3𝜃1 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 0 

3𝜃1 = 0     ∴      𝜽𝟏 = 𝟎   

 

 

𝒓 = 𝟐𝐬𝐞𝐧 (𝟑𝒕) 

1
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𝜽𝟐: 

 

2𝑠𝑒𝑛(3𝜃2) = 0 

𝑠𝑒𝑛(3𝜃2) = 0    ∴       3𝜃2 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 0 

3𝜃2 = 𝜋     ∴      𝜽𝟐 =
𝝅

𝟑
   

 

𝑨 = ∫ ∫ 𝒓𝒅𝒓𝒅𝜽
𝒓𝟐

𝒓𝟏

𝜽𝟐

𝜽𝟏

= 3 ∫ ∫ 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
2𝑠𝑒𝑛(3𝜃)

0

𝜋/3

0

= 𝝅 𝒖𝟐 

 

 

Ejemplo 4       

Calcular el área de la región sombreada: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solución: 

𝑨 = ∫ ∫ 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑟2

𝑟1

𝜃2

𝜃1

= ∫ ∫ 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
4

2

= 𝟏𝟐𝝅 𝒖𝟐
2𝜋

0

 

𝒓 = 𝟐 

 

𝒓 = 𝟒 

 

1
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Ejemplo 5       

Calcular el área de la región sombreada: 

 

 

 

 

 

 

Solución: 

 

𝑨 = ∫ ∫ 𝒓𝒅𝒓𝒅𝜽
𝒓𝟐

𝒓𝟏

𝜽𝟐

𝜽𝟏

= ∫ ∫ 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
2+𝑠𝑒𝑛𝜃

0

=
𝟗𝝅

𝟐
 𝒖𝟐

2𝜋

0

 

 

 

Ejemplo 6      

Calcular el área de la región sombreada: 

 

 

 

 

 

 

 

𝒓 = 𝟐 + 𝐬𝐞𝐧 (𝒕) 

𝒓 = 𝟑𝒄𝒐𝒔 (𝟐𝒕) 

1

1
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Solución: 

𝜽𝟏: 

 

3𝑐𝑜𝑠(2𝜃1) = 0 

𝑐𝑜𝑠(2𝜃1) = 0    ∴       2𝜃1 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 0 

 

2𝜃1 =
𝜋

2
     ∴      𝜃1 =

𝜋

4
   

𝜽𝟐: 

2𝜃1 =
3𝜋

2
     ∴      𝜃1 =

3𝜋

4
 

 

𝑃𝑜𝑑𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑢𝑠𝑎𝑟 𝑒𝑙 𝑙í𝑚𝑖𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑚𝑜  
3𝜋

4
  𝑦  𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑙𝑎 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙 𝑝𝑜𝑟 4, 𝑜 𝑏𝑖𝑒𝑛,  

𝑜𝑏𝑡𝑒𝑛𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑒𝑙 á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑜 𝑝é𝑡𝑎𝑙𝑜 𝑦 𝑙𝑜 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑟 8.  

 

𝑨 = ∫ ∫ 𝒓𝒅𝒓𝒅𝜽
𝒓𝟐

𝒓𝟏

=
𝜽𝟐

𝜽𝟏

4 ∫ ∫ 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
3𝑐𝑜𝑠(2𝜃)

0

3𝜋/4

𝜋/4

= 8 ∫ ∫ 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
3𝑐𝑜𝑠(2𝜃)

0

𝜋/2

𝜋/4

=
𝟗𝝅

𝟐
 𝒖𝟐 

 

 

Ejemplo 7     

Evaluar la integral iterada pasando a polar: 

 

𝒂) ∫ ∫ 𝒙𝒅𝒚𝒅𝒙
√𝒂𝟐−𝒙𝟐

𝟎

𝒂

𝟎

= 
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Solución: 

 

 

𝒙𝟏 = 𝟎       𝒚       𝒙𝟐 = 𝒂 

𝒚𝟏 = 𝟎       𝒚       𝒚𝟐 = √𝒂𝟐 − 𝒙𝟐       ∴       𝒚𝟐
𝟐 + 𝒙𝟐 = 𝒂𝟐 

 

 

 

 

 

 

    

 

 

∫ ∫ 𝑥𝑑𝑦𝑑𝑥
√𝑎2−𝑥2

0

𝑎

0

= ∫ ∫ 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 (𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃) =
𝒂𝟑

𝟑

𝑎

0

𝜋/2

0

 

 

 

𝒃) ∫ ∫ (𝒙𝟐 + 𝒚𝟐) 𝒅𝒚𝒅𝒙
√𝒙−𝒙𝟐

− √𝒙−𝒙𝟐

𝟏

𝟎

 

 

Solución: 
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𝑦 = √𝑥 − 𝑥2 

𝑦 = √−(𝑥2 − 𝑥) = √− [(𝑥 −
1

2
)

2

−
1

4
] 

𝑦 = √
1

4
− (𝑥 −

1

2
)

2

 

𝑦2 =
1

4
− (𝑥 −

1

2
)

2

 

𝑦2+ (𝑥 −
1

2
)

2

=
1

4
 

 

Circulo de radio r=1/2     y centro   en  (1/2,0) 

 ∴    𝑟 = 1𝑐𝑜𝑠 𝜃 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Coincide con la gráfica de: 

𝒓 = 𝒂𝒄𝒐𝒔 (𝒕) 
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∫ ∫ (𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑦𝑑𝑥
√𝑥−𝑥2

− √𝑥−𝑥2

1

0

= ∫ ∫ 𝒓𝟐 (𝒓𝒅𝒓𝒅𝜽) = 𝟎. 𝟐𝟗𝟒𝟓
𝒄𝒐𝒔 𝜽

𝟎

𝝅
𝟐

−
𝝅
𝟐

 

 

 

𝒄) ∫ ∫ √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 𝒅𝒙𝒅𝒚
√𝟖−𝒚𝟐

𝒚

𝟐

𝟎

= 

𝒚𝟏 = 𝟎       𝒚       𝒚𝟐 = 𝟐 

 

𝒙𝟏 = 𝒚      𝒙𝟏 = 𝒓𝒔𝒆𝒏𝜽             𝒚       𝒙𝟐 = √𝟖 − 𝒚𝟐       ∴       𝒚𝟐 + 𝒙𝟐
𝟐 = 𝟖 

 

𝒙 = 𝒓𝒔𝒆𝒏𝜽     𝒚     𝒚 = 𝒓𝒄𝒐𝒔𝜽 

 

Circulo de radio 𝑟 = √8     y centro   en  (0,0) 

 

            𝑦 = 𝑥 

 

𝜃 = 45° =
𝜋

4
 

 

                           𝑦 = 2 
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∫ ∫ √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 𝒅𝒙𝒅𝒚
√𝟖−𝒚𝟐

𝒚

𝟐

𝟎

= ∫ ∫ 𝑟 (𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃)
√8

0

𝜋
4

0

= 𝟓. 𝟗𝟐𝟑𝟖 

 

 

𝒅) ∫ ∫ 𝒙𝟐 𝒅𝒙𝒅𝒚
√𝟒𝒚−𝒚𝟐

𝟎

=
𝟒

𝟎

 

𝒙 = √𝟒𝒚 − 𝒚𝟐 

𝒙𝟐 = −(𝑦2 − 4𝑦) 

𝒙𝟐 = −[(𝒚 − 𝟐)𝟐 − 𝟐𝟐] 

𝒙𝟐 = 𝟒 − (𝒚 − 𝟐)𝟐 

𝒙𝟐 + (𝒚 − 𝟐)𝟐 = 𝟒 

 

Circulo de radio 𝒓 = 𝟐  y centro   en  (0,2) 

 

 ∴    𝒓 = 𝟒𝒔𝒆𝒏 𝜽 

 

 

 

 

 

 

 

Coincide con la gráfica de: 

𝒓 = 𝒂𝒔𝒆𝒏 (𝒕) 



379 

 

∫ ∫ 𝑥2 𝑑𝑥𝑑𝑦
√4𝑦−𝑦2

0

=
4

0

∫ ∫ (𝑟𝑐𝑜𝑠 𝜃)2 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃
4𝑠𝑒𝑛 𝜃

0

𝜋
2

0

= 𝟔. 𝟐𝟖𝟑𝟏𝟗 

 

𝒆) ∫ ∫ 𝒔𝒆𝒏 (√𝒙𝟐 + 𝒚𝟐)  𝒅𝒚𝒅𝒙
√𝟒−𝒙𝟐

𝟎

𝟐

𝟎

= 

𝑦 = √4 − 𝑥2 

𝑦2 = 4 − 𝑥2 

𝑥2 + 𝑦2 = 4 

 

 

 

 

 

 

 

 

∫ ∫ 𝒔𝒆𝒏 (√𝒙𝟐 + 𝒚𝟐)  𝒅𝒚𝒅𝒙
√𝟒−𝒙𝟐

𝟎

𝟐

𝟎

= ∫ ∫ (𝒔𝒆𝒏(𝒓)) (𝒓𝒅𝒓𝒅𝜽)
𝟐

𝟎

𝝅
𝟐

𝟎

= 𝟐. 𝟕𝟑𝟓𝟔𝟗 
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4.5 Cálculo de volúmenes mediante integrales dobles. 

Volúmenes con integral doble: 

Para el cálculo de volúmenes solo basta con analizar la región sobre el plano xy, ya 
que esto nos ayudará a decidir los límites de integración: 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                 

                                                                                         

 

 

 

 

 

𝑽 = ∬ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝑨

𝑹

= ∬ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝒚𝒅𝒙

𝑹

= ∬ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙𝒅𝒚

𝑹

 

 

 

𝑑𝑦  

𝑑𝑥  𝑑𝑉 = 𝑧𝑑𝐴 

1

1
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EJEMPLO 1   

Calcule el volumen del solido que se muestra en la siguiente figura: 

 

 

 

 

 

 

 

Solución: 

                                                                                                                              

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

𝑦
= 𝑥  

𝑥
= 1  

𝑑𝑥  

𝑦 = 𝑒−𝑥2
 

𝑥 = 1 

𝑦 = 𝑥 

1
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𝑑𝐴 = 𝑑𝑦𝑑𝑥      𝑜      𝑑𝐴 = 𝑑𝑥𝑑𝑦 

 

𝒅𝑽 = 𝒇(𝒙, 𝒚) 𝒅𝑨 

 

𝑽 = ∬ 𝒅𝑽

𝑹

= ∬ 𝒇(𝒙, 𝒚) 𝒅𝑨

𝑹

 

 

Solución: 

Vemos que la región R en el plano xy es un triángulo, esto nos ayudará a decidir los 
límites de integración ya que el volumen de un “prisma” es área de la base (un 
triángulo para este caso) por altura (h=f(x,y)). 

 

Á𝑟𝑒𝑎 = ∫ ∫ 𝑒−𝑥2
𝑑𝑦 𝑑𝑥

𝑥

0

1

0

= ∫ 𝑦𝑒−𝑥2
|
𝑥
0

𝑑𝑥
1

0

= ∫ (𝑥𝑒−𝑥2
− 0) 𝑑𝑥

1

0

= ∫ 𝑥𝑒−𝑥2
 𝑑𝑥

1

0

 

= −
1

2
𝑒−𝑥2

|
1
0

= −
1

2
𝑒−1 +

1

2
=

𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝒆−𝟏)𝒖𝟑 = 𝟎. 𝟑𝟏𝟔𝟎𝟔𝒖𝟑 

 

EJEMPLO 2 

Calcular el volumen de: 

 

 

 

 

 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2 

6

12
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Solución: 

 

 

 

 

 

 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2     ∴      𝑧 = 2 − 𝑥 − 𝑦 

 

 

𝑉 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴

𝑅

= ∫ ∫ (2 − 𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥
2−𝑥

0

2

0

=
4

3
𝑢3 

 

𝑽 =
𝟒

𝟑
𝒖𝟑 

 

Comprobando resultado: 

           

𝑽𝒐𝒍𝒖𝒎𝒆𝒏 𝒅𝒆 𝒖𝒏𝒂 𝒑𝒊𝒓á𝒎𝒊𝒅𝒆 =  (á𝒓𝒆𝒂 𝒃𝒂𝒔𝒆)(𝒉)/𝟑 

                                                        

𝑉 =  (
𝒃𝒙𝒉

𝟐
) (𝑯)/𝟑 =

(
𝟐𝒙𝟐

𝟐 ) (𝟐)

𝟑
=

𝟒

𝟑
𝒖𝟑 

 

𝑦 = 2 − 𝑥   

𝑦𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑥𝑦   𝑙𝑎  𝑧 = 0 

10

42
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EJEMPLO 3   

Calcular el volumen de: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solución: 

 

 

 

 

 

 

𝑧 = 4 − 𝑦2 

 

𝑉 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴

𝑅

= ∫ ∫ (4 − 𝑦2)𝑑𝑦𝑑𝑥
2

𝑥

2

0

= 4𝑢3 

 

𝑽 = 𝟒𝒖𝟑 

𝑦 = 𝑥 𝒚 = 𝒙 

𝒚 = 𝟐 

𝑦 = 2 
𝑦 = 𝑥 

𝑧 = 4 − 𝑦2 
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O bien,  

 

 

 

                                         

𝑽 = ∬ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝑨

𝑹

= ∫ ∫ (𝟒 − 𝒚𝟐)𝒅𝒙𝒅𝒚
𝒚

𝟎

𝟐

𝟎

= 𝟒𝒖𝟑 

 

𝑽 = 𝟒𝒖𝟑 

 

EJEMPLO 4   

Calcular el volumen de: 

 

 

 

 

𝑧 = 𝑒− 
𝑥+𝑦

2  

  
                             

Solución: 

𝑽 = ∬ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝑨

𝑹

= ∫ ∫ 𝒆− 
𝒙+𝒚

𝟐 𝒅𝒚𝒅𝒙
∞

𝟎

∞

𝟎

 

 

𝒙 = 𝒚 

𝒚 = 𝟐 

𝒙 = 𝒆−
𝒙+𝒚

𝟐  

0 ≤ 𝑥 < ∞ 

0 ≤ 𝑦 < ∞ 
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= ∫ −2𝑒− 
𝑥+𝑦

2

∞

0

|
∞
0

𝑑𝑥 = ∫ (0 − (−2𝑒− 
𝑥
2))

∞

0

𝑑𝑥 = ∫ (2𝑒− 
𝑥
2)

∞

0

𝑑𝑥 = −4𝑒− 
𝑥
2 |

∞
0

 

 

= (0 − (−4)) = 𝟒𝒖𝟑 

 

𝑽 = 𝟒𝒖𝟑 

 

EJEMPLO 5   

Calcula el volumen de la región limitada por el paraboloide dado y el plano “xy”: 

 

𝑧 = 49 − 𝑥2 − 𝑦2 

Solución: 

La gráfica corresponde a un paraboloide circular. Por lo tanto, la región R viene dada 
por un círculo con centro en el origen de radio 4.  

 

𝑧 = 49 − (𝑥2 + 𝑦2) 

                                 

En rectangulares: 

 

 

                                          

                         𝑦 = √49 − 𝑥2 

 

  𝑥2 + 𝑦2 = 49 

𝑦 = √49 − 𝑥2 

𝑦 = −√49 − 𝑥2 

1

3

50
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𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 = ∫ ∫ (49 − 𝑥2 − 𝑦2)𝑑𝑦 𝑑𝑥
√49−𝑥2

−√49−𝑥2

7

−7

= 4 ∫ ∫ (49 − 𝑥2 − 𝑦2)𝑑𝑦 𝑑𝑥
√49−𝑥2

0

7

0

 

 

= 4 ∫ (∫ (49 − 𝑥2 − 𝑦2)𝑑𝑦 
√49−𝑥2

0

) 𝑑𝑥
7

0

= 4 ∫ ((49𝑦 − 𝑥2𝑦 −
𝑦3

3
) |√49 − 𝑥2

0
) 𝑑𝑥

7

0

 

 

= 4 ∫ (49√49 − 𝑥2 − 𝑥2√49 − 𝑥2 −
(√49 − 𝑥2)

3

3
− 0) 𝑑𝑥

7

0

 

= 4 ∫ (49√49 − 𝑥2 − 𝑥2√49 − 𝑥2 −
(√49 − 𝑥2)

3

3
) 𝑑𝑥

7

0

 

 

 

Se resuelve la segunda y tercera integral por sustitución trigonométrica: 

 

Primer integral: 

 

= 4 ∫ 49√49 − 𝑥2 𝑑𝑥
7

0

= 196 ∫ √49 − 𝑥2 𝑑𝑥
7

0

 

 

 

= 196 (
𝑥

2
√49 − 𝑥2 +

49

2
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 (

𝑥

7
)) |

7
0

 

15
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= 196 [(
(7)

2
√49 − (7)2 +

49

2
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 (

7

7
)) − (

(0)

2
√49 − (0)2 +

49

2
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 (

0

7
))] 

 

 

= 196 [(0 +
49

2
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(1)) − 0] = 196 (

49

2
(

𝜋

2
)) = 𝟐𝟒𝟎𝟏𝝅 

 

 

Segunda integral: 

= 4 ∫ −𝑥2√49 − 𝑥2𝑑𝑥
7

0

= −4 ∫ 𝑥2√49 − 𝑥2 𝑑𝑥
7

0

= −4 ∫ (7𝑠𝑒𝑛 𝑧)2(7𝑐𝑜𝑠 𝑧)(7𝑐𝑜𝑠 𝑧 𝑑𝑧)

𝜋
2

0

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑢2 = 𝑥2         𝑎2 = 49 

𝑢 = 𝑥         𝑎 = 7 

𝑥 = 7𝑠𝑒𝑛𝑧              √49 − 𝑥2 = 7𝑐𝑜𝑠𝑧     

𝑑𝑥 = 7𝑐𝑜𝑠𝑧𝑑𝑧 

 

 

Cambio de límite 
inferior: 

𝑥 = 0 

Sustituimos el valor de 
x: 

𝑥 = 7𝑠𝑒𝑛𝑧      

0 = 7𝑠𝑒𝑛𝑧      

0

7
= 𝑠𝑒𝑛𝑧 

𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(0) 

𝑧 = 0 

Cambio de límite 
superior: 

𝑥 = 7 

Sustituimos el valor de 
x: 

𝑥 = 7𝑠𝑒𝑛𝑧      

7 = 7𝑠𝑒𝑛𝑧      

7

7
= 𝑠𝑒𝑛𝑧 

𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛𝑧(1) 

𝑧 =
𝜋

2
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= −4(74) ∫ 𝑠𝑒𝑛2𝑧 𝑐𝑜𝑠2𝑧𝑑𝑧

𝜋
2

0

= −4(74) ∫ (
1

2
−

1

2
𝑐𝑜𝑠 (2𝑧)) (

1

2
+

1

2
𝑐𝑜𝑠 (2𝑧)) 𝑑𝑧

𝜋
2

0

 

= −9604 ∫ (
1

4
−

1

4
𝑐𝑜𝑠2 (2𝑧)) 𝑑𝑧

𝜋
2

0

= −9604 ∫
1

4
𝑑𝑧

𝜋
2

0

+ 9604 ∫
1

4
𝑐𝑜𝑠2 (2𝑧)𝑑𝑧

𝜋
2

0

 

= −
9604

4
∫ 𝑑𝑧

𝜋
2

0

+
9604

4
∫ (

1

2
+

1

2
𝑐𝑜𝑠 (4𝑧)) 𝑑𝑧

𝜋
2

0

 

= −2401 ∫ 𝑑𝑧

𝜋
2

0

+ 2401 ∫
1

2
𝑑𝑧

𝜋
2

0

+ 2401 ∫
1

2
𝑐𝑜𝑠 (4𝑧)𝑑𝑧

𝜋
2

0

 

= −2401 ∫ 𝑑𝑧

𝜋
2

0

+
2401

2
∫ 𝑑𝑧

𝜋
2

0

+
2401

2(4)
∫ 𝑐𝑜𝑠 (4𝑧)(4)𝑑𝑧

𝜋
2

0

 

= −
2401

2
𝑧 +

2401

8
𝑠𝑒𝑛(4𝑧) |

𝜋

2
0

= −
2401

4
𝜋 +

2401

4
𝑠𝑒𝑛(2𝜋) − 0 = −

𝟐𝟒𝟎𝟏

𝟒
𝝅 

Tercera integral: 

= 4 ∫ −
(√49 − 𝑥2)

3

3
𝑑𝑥

7

0

= −
4

3
∫ (√49 − 𝑥2)

3

𝑑𝑥
7

0

= −
4

3
∫ (7𝑐𝑜𝑠 𝑧)3(7𝑐𝑜𝑠 𝑧 𝑑𝑧)

𝜋
2

0

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑢2 = 𝑥2         𝑎2 = 49 

𝑢 = 𝑥         𝑎 = 7 

𝑥 = 7𝑠𝑒𝑛𝑧              √49 − 𝑥2 = 7𝑐𝑜𝑠𝑧     

𝑑𝑥 = 7𝑐𝑜𝑠𝑧𝑑𝑧 

 

 

Cambio de límite 
inferior: 

𝑥 = 0 

Sustituimos el valor de 
x: 

𝑥 = 7𝑠𝑒𝑛𝑧      

0 = 7𝑠𝑒𝑛𝑧      

0

7
= 𝑠𝑒𝑛𝑧 

𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛𝑧(0) 

𝑧 = 0 

Cambio de límite 
superior: 

𝑥 = 7 

Sustituimos el valor de x: 

𝑥 = 7𝑠𝑒𝑛𝑧      

7 = 7𝑠𝑒𝑛𝑧      

7

7
= 𝑠𝑒𝑛𝑧 

7 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛𝑧(1) 

𝑧 =
𝜋

2
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= −
4(74)

3
∫ 𝑐𝑜𝑠4𝑧𝑑𝑧

𝜋
2

0

= −
4(74)

3
∫ (𝑐𝑜𝑠2𝑧)2𝑑𝑧

𝜋
2

0

= −
4(74)

3
∫ (

1

2
+

1

2
𝑐𝑜𝑠 (2𝑧))

2

𝑑𝑧

𝜋
2

0

 

 

= −
9604

3
∫ (

1

4
+

2

4
𝑐𝑜𝑠(2𝑧) +

1

4
𝑐𝑜𝑠2 (2𝑧)) 𝑑𝑧

𝜋
2

0

= −
9604

12
∫ 𝑑𝑧

𝜋
2

0

−
9604

6
∫ 𝑐𝑜𝑠 (2𝑧)𝑑𝑧

𝜋
2

0

−
9604

12
∫ 𝑐𝑜𝑠2 (2𝑧)𝑑𝑧

𝜋
2

0

 

 

= −
9604

12
∫ 𝑑𝑧

𝜋
2

0

−
9604

6
∫ 𝑐𝑜𝑠 (2𝑧)𝑑𝑧

𝜋
2

0

−
2401

3
∫ 𝑐𝑜𝑠2 (2𝑧)𝑑𝑧

𝜋
2

0

 

= −
9604

12
∫ 𝑑𝑧

𝜋
2

0

−
9604

6
∫ 𝑐𝑜𝑠 (2𝑧)𝑑𝑧

𝜋
2

0

−
2401

3
∫ (

1

2
+

1

2
𝑐𝑜𝑠 (4𝑧)) 𝑑𝑧

𝜋
2

0

 

 

= −
2401

3
∫ 𝑑𝑧

𝜋
2

0

−
9604

6
∫ 𝑐𝑜𝑠 (2𝑧)𝑑𝑧

𝜋
2

0

−
2401

6
∫ 𝑑𝑧

𝜋
2

0

−
2401

6(4)
∫ 𝑐𝑜𝑠 (4𝑧)(4)𝑑𝑧

𝜋
2

0

 

 

= −
2401

2
∫ 𝑑𝑧

𝜋
2

0

−
4802

3(2)
∫ 𝑐𝑜𝑠 (2𝑧)(2)𝑑𝑧

𝜋
2

0

−
2401

6(4)
∫ 𝑐𝑜𝑠 (4𝑧)(4)𝑑𝑧

𝜋
2

0

 

 

= −
2401

2
∫ 𝑑𝑧

𝜋
2

0

−
2401

3
∫ 𝑐𝑜𝑠 (2𝑧)(2)𝑑𝑧

𝜋
2

0

−
2401

24
∫ 𝑐𝑜𝑠 (4𝑧)(4)𝑑𝑧

𝜋
2

0

 

 

= −
2401

2
𝑧 −

2401

3
𝑠𝑒𝑛(2𝑧) −

2401

24
𝑠𝑒𝑛(4𝑧) |

𝜋

2
0
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= (−
2401

2
(

𝜋

2
) −

2401

3
𝑠𝑒𝑛 (2 (

𝜋

2
)) −

2401

24
𝑠𝑒𝑛(4 (

𝜋

2
)))

− (−
2401

2
(0) −

2401

3
𝑠𝑒𝑛(2(0)) −

1

32
𝑠𝑒𝑛(4(0))) 

 

= −
𝟐𝟒𝟎𝟏

𝟒
𝝅 

 

Ahora ya se puede obtener el volumen deseado: 

 

 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 = (2401𝜋) + (−
2401

4
𝜋) + (−

2401

4
𝜋) 

 

𝑽𝒐𝒍𝒖𝒎𝒆𝒏 =
𝟐𝟒𝟎𝟏

𝟐
𝝅𝒖𝟑 
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4.6 Integral triple en coordenadas rectangulares. Volúmenes. 

Volúmenes con integral triple: 

Para el cálculo de volúmenes solo basta con analizar la región sobre el plano xy, ya 
que esto ayudará a decidir los límites de integración: 

𝑑𝑉 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

𝑑𝑉 = 𝑑𝑥𝑑𝑧𝑑𝑦 

𝑑𝑉 = 𝑑𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 

𝑑𝑉 = 𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑥 

𝑑𝑉 = 𝑑𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝑑𝑉 = 𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥 

                                                                             

𝑉 = ∭ 𝑑𝑉

𝑄

 

EJEMPLO 1   

Calcular el volumen de: 

 

 

 

 

 

 

 

𝑑𝑥 
𝑑𝑦 

𝑑𝑧 

 = 4   2

𝑦 = 𝑥 

𝑦 = 2 

65



393 

 

Solución: 

 

 

 

                             

 

𝑧 = 4 − 𝑦2 

 

𝑉 = ∭ 𝑑𝑉

𝑄

= ∫ ∫ ∫ 𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥
4−𝑦2

0

2

𝑥

2

0

= ∫ ∫ 𝑧 |4 − 𝑦2

0
𝑑𝑦𝑑𝑥

2

𝑥

2

0

 

 

= ∫ ∫ (4 − 𝑦2)𝑑𝑦𝑑𝑥
2

𝑥

2

0

= 𝟒𝒖𝟑 

 

𝑽 = 𝟒𝒖𝟑 

 

Como al evaluar se llega a la integral doble, no conviene plantear integral triple para 
el cálculo de volúmenes en la mayoría de los casos. 

 

EJEMPLO 2   

Plantear una integral triple para el cálculo del volumen comprendido entre 𝒛 = 𝟒 −
𝒙𝟐 − 𝒚𝟐    𝒚       𝒛 =  −𝟔: 

𝑦 = 𝑥 

2
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Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

Para encontrar la región R igualamos las funciones: 

4 − 𝑥2 − 𝑦2 = −6 

4 + 6 = 𝑥2 + 𝑦2 

𝑥2 + 𝑦2 = 10 

Región R en xy: 

        

 

 

 

 

 

 

 

𝑦 = −√10 𝑦 = √10 

𝑦 = −√10 − 𝑥2 

𝑦 = √10 − 𝑥2 
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𝑽 = ∭ 𝒅𝑽

𝑸

= ∫ ∫ ∫ 𝒅𝒛𝒅𝒚𝒅𝒙
𝟒−𝒙𝟐−𝒚𝟐

−𝟔

√𝟏𝟎−𝒙𝟐

−√𝟏𝟎−𝒙𝟐

√𝟏𝟎

−√𝟏𝟎

 

 

 

Otra forma es calculando la cuarta parte y multiplicándola por 4: 

 

                               = 𝟒 ∫ ∫ ∫ 𝒅𝒛𝒅𝒚𝒅𝒙
𝟒−(𝒙𝟐+𝒚𝟐)

−𝟔

√𝟏𝟎−𝒙𝟐

𝟎

√𝟏𝟎

𝟎
 

 

 

Donde terminan los 
cubos 

Donde inician los 
cubos 

Región R de intersección entre el plano y 
el paraboloide. 

𝑦 = 0 

𝑦 = √10 − 𝑥2 
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En caso de querer calcular la integral es mejor hacer el cambio a coordenadas 
POLARES e integración doble como se verá en la siguiente sección (Coordenadas 
cilíndricas y esféricas). 

 

  

5
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4.7 Integrales triples en coordenadas cilíndricas y esféricas. 

Coordenadas cilíndricas 

 

 

 

 

 

 

 

 

En un sistema de coordenadas cilíndricas, un punto P en el espacio se representa 
por medio de una terna ordenada (𝑟, 𝜃, 𝑧). 

1. (𝑟, 𝜃) es una representación polar de la proyección de P en el plano 𝑥𝑦. 
2. 𝑧 es la distancia dirigida de (𝑟, 𝜃) a P. 

Coordenadas esféricas 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥 

𝑦 

𝜽 
𝒓 

(𝒓, 𝜽, 𝒛) 

(𝒙, 𝒚, 𝒛) 
Coordenadas rectangulares: 

𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 
𝑦 = 𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃 

𝑧 = 𝑧 

 
 

Coordenadas rectangulares: 

𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 

𝑦 = 𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃 
𝑧 = 𝑧 

 
 

Coordenadas cilíndricas: 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 

tan 𝜃 =
𝑦

𝑥
 

𝑧 = 𝑧 

 
 

𝑧 

𝑦 

𝜽 
𝒓 

(𝝆, 𝜽, 𝝋) 

(𝒙, 𝒚, 𝒛) 

𝝆 

𝝋 

𝑥 

𝒓 = 𝝆𝒔𝒆𝒏𝝋 = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 

1

1

6

15
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En un sistema de coordenadas esféricas, un punto P en el espacio se representa 
por medio de una terna ordenada (𝜌, 𝜃, 𝜑). 

1. 𝜌 es la distancia entre P y el origen, 𝜌 ≥ 0. 
2. 𝜃 es el mismo ángulo utilizado en coordenadas cilíndricas para 𝑟 ≥ 0. 

3. 𝜑 es el ángulo entre el eje z positivo y el segmento 𝑂𝑃̅̅ ̅̅ ,    0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋. 

Hay que observar que la primera y tercera coordenadas, 𝜌 𝑦 𝜑, son no negativas. 𝜌 
es la letra minúscula 𝑟ℎ𝑜 y 𝜑 es la letra griega minúscula 𝑓𝑖.  

 

Conversión de un sistema a otro 

• Cilíndrica a rectangular: 

 

 

• Rectangular a cilíndrica: 

 

 

• Esféricas a rectangulares: 
 

 

 

• Rectangulares a esféricas: 
 
 
 

 

 

𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 ,   𝑦 = 𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃       𝑦       𝑧 = 𝑧 

 

 

𝜌2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2  ,          tan 𝜃 =
𝑦

𝑥
       𝑦       𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 (

𝑧

𝜌
) 

 

 

𝑥 = 𝜌𝑠𝑒𝑛𝜑𝑐𝑜𝑠𝜃 ,         𝑦 = 𝜌𝑠𝑒𝑛𝜑𝑠𝑒𝑛𝜃       𝑦       𝑧 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑 

 

 

𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2  ,          tan 𝜃 =
𝑦

𝑥
       𝑦       𝑧 = 𝑧 

 

 

1

15

15
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• Esféricas a cilíndricas (𝒓 ≥ 𝟎): 

 

 

 

• Cilíndricas a esféricas (𝒓 ≥ 𝟎): 

 

 

 

DIFERENCIAL DE ÁREA EN 
POLARES: 

DIFERENCIAL DE VOLUMEN EN 
ESFÉRICAS: 

𝑑𝐴 = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 𝑑𝑉 = 𝜌2𝑠𝑒𝑛Φ𝑑𝜌𝑑Φ𝑑𝜃 

 

Ejemplo 1:     

Cambiar el punto dado en su forma rectangular a cilíndricas: 

(−1, 4, 3)  

Solución: 

(−1, 4, 3) = (𝑥, 𝑦 , 𝑧) 

 

𝑥 = −1       𝑦 = 4      𝑦    𝑧 = 3 

 

Rectangular a cilíndrica: 

𝑟2 = 𝜌2𝑠𝑒𝑛2𝜑 ,          𝜃 = 𝜃       𝑦      𝑧 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑 

 

 

𝜌 = √𝑟2 + 𝑧2 ,          𝜃 = 𝜃       𝑦      𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (
𝑧

𝜌
) 
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𝑟2 = (−1)2 + (4)2          𝑟2 = 17       ∴      𝑟 = √17 

𝑡𝑎𝑛𝜃 =
𝑦

𝑥
       →       𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑦

𝑥
) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

4

−1
) = −𝟕𝟓. 𝟗𝟔° 

 

Como 𝑥 = −1   𝑦  𝑦 = 4  se encuentran en el segundo cuadrante en el plano xy, 
entonces restamos el valor absoluto del ángulo obtenido a 180o. 

𝜃 = 180° − 75.96° = 𝟏𝟎𝟒. 𝟎𝟒° 

 

En el caso de las cilíndricas z se queda igual. 

 

Por lo tanto,  (−1, 4, 3) → (𝑟, 𝜃, 𝑧) = (√𝟏𝟕, 𝟏𝟎𝟒. 𝟒°, 𝟑) 

 

Ejemplo 2     

Cambiar el punto dado en su forma cilíndrica a esférica: 

(√10,
𝜋

3
, 7) 

Solución: 

(√10,
𝜋

3
, 7) = (𝑟, 𝜃, 𝑧) 

𝑟 = √10       𝜃 =
𝜋

3
      𝑦    𝑧 = 7 

 

Cilíndricas a esféricas (𝒓 ≥ 𝟎): 

𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2  ,          tan 𝜃 =
𝑦

𝑥
       𝑦       𝑧 = 𝑧 

 

 

15
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𝜌 = √𝑟2 + 𝑧2 = √(√10)2 + (7)2 = √𝟓𝟗  

 

𝜃 = 𝜃 

 

𝜙 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (
𝑧

𝜌
) = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (

7

√59
) = 𝟐𝟒. 𝟑𝟏° = 𝟎. 𝟒𝟐𝟒𝟑𝒓𝒂𝒅 

 

Por lo tanto,   

 
(√𝟏𝟎,

𝝅

𝟑
, 𝟕) = (𝒓, 𝜽, 𝒛) → (𝝆, 𝜽, 𝝓) = (√𝟓𝟗,

𝝅

𝟑
, 𝟎. 𝟒𝟐𝟒𝟑) = (√𝟓𝟗, 𝟔𝟎°, 𝟐𝟒. 𝟑𝟏°) 

 

Ejemplos de Volumen 

EJEMPLO 3  

Calcula el volumen de la región limitada por el paraboloide  dado y “xy”: 

 

𝑧 = 49 − 𝑥2 − 𝑦2 

 

Solución: 

La gráfica corresponde a un paraboloide circular. Por lo tanto, la región R viene dada 
por un círculo con centro en el origen de radio 4. Para facilitar los cálculos se utilizan 
coordenadas polares o cilíndricas: 

𝜌 = √𝑟2 + 𝑧2 ,          𝜃 = 𝜃       𝑦      𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (
𝑧

𝜌
) 

 

 

1

2

5
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𝑧 = 49 − (𝑥2 + 𝑦2) 

                                 

En coordenadas cilíndricas: 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 

𝑑𝐴 = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

 

 

 

 

 

 

                  

𝑧 = 49 − 𝑥2 − 𝑦2 

𝑧 = 49 − (𝑥2 + 𝑦2) 

𝑧 = 49 − 𝑟2 

𝑽𝒐𝒍𝒖𝒎𝒆𝒏 = ∬ 𝑓(𝑟, 𝜃) 𝑑𝐴

𝑅

= ∫ ∫ 𝑓(𝑟, 𝜃) 𝑟𝑑𝑟 𝑑𝜃
𝑟2

𝑟1

𝜃2

𝜃1

 

 

 

                                                

       

𝜃 
𝒓 

0 < 𝜃 < 2𝜋 

𝜃 𝒓 

𝑠 = 𝑟𝜃 

Á𝑟𝑒𝑎 = (𝑏𝑎𝑠𝑒)(𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎) 

𝑑𝐴 = (𝑑𝑟)(𝑟𝑑𝜃) 

𝑑𝐴 = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝑑𝑠 = 𝑟𝑑𝜃 

𝑑𝑟 
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Ya que abarca los 4 cuadrantes 

 

              Radio finaliza en 7 

                           𝑽𝒐𝒍𝒖𝒎𝒆𝒏 = ∫ ∫ (𝟒𝟗 − 𝒓𝟐)𝒓𝒅𝒓 𝒅𝜽
𝟕

𝟎

𝟐𝝅

𝟎
= ∫ ∫ (𝟒𝟗𝒓 − 𝒓𝟑)𝒅𝒓 𝒅𝜽

𝟕

𝟎

𝟐𝝅

𝟎
 

                                                               dA en cilíndricas 

                           Radio inicia en cero 

= ∫ (
49𝑟2

2
−

𝑟4

4
) |

7
0

 𝑑𝜃
𝟐𝝅

0

= ∫ [(
49(7)2

2
−

(7)4

4
) − (

49(0)2

2
−

(0)4

4
)]  𝑑𝜃

𝟐𝝅

0

 

 

= ∫ (
2401

2
−

2401

4
) 𝑑𝜃

𝟐𝝅

0

=
2401

4
𝜃 |

2𝜋
0

=
2401

4
(2𝜋) −

2401

4
(0) =

𝟐𝟒𝟎𝟏

𝟐
𝝅𝒖𝟑 

 

Otra forma de plantear la integral: 

 Ya que solo consideramos un cuadrante 

 

 

 

 

 

  

 

𝜃 =
𝜋

2
 

𝒓 
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Radio finaliza en 7 

𝑉 = 4 ∫ ∫ (49𝑟 − 𝑟3)𝑑𝑟 𝑑𝜃
7

0

=
𝟐𝟒𝟎𝟏

𝟐
𝝅𝒖𝟑

𝜋
2

0

 

      Radio inicia en 0 

 

 

EJEMPLO 4   

Calcular la fórmula para el volumen de una esfera de radio R. 

 

Solución: 

 

 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 < 𝜃 < 2𝜋 

𝑹 
𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2 𝜃 

1

11
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𝑧2 = 𝑅2−𝑥2 − 𝑦2 

𝑧2 = 𝑅2−(𝑥2 + 𝑦2) 

𝑧2 = 𝑅2−𝑟2 

𝑧 = ±√𝑅2−𝑟2 

 

  Estamos calculando el volumen de los 2 hemisferios 

 

𝑽𝒐𝒍𝒖𝒎𝒆𝒏 = 2 ∫ ∫ √𝑅2 − 𝑟2   𝑟𝑑𝑟 𝑑𝜃
𝑅

0

2𝜋

0

= − ∫ ∫ (𝑅2 − 𝑟2)1/2   (−2)𝑟𝑑𝑟 𝑑𝜃
𝑅

0

2𝜋

0

 

 

∫
2

3
(𝑅2 − 𝑟2)3/2 |

𝑅
0

𝑑𝜃

𝜋
2⁄

0

 

 

= − ∫ [(
2

3
(𝑅2 − 𝑅2)3/2) − (

2

3
(𝑅2 − (0)2)3/2)]  𝑑𝜃

2𝜋

0

 

 

= − ∫ [(
2

3
(0)3/2) − (

2

3
(𝑅2 − (0)2)3/2)]  𝑑𝜃

2𝜋

0

 

 

= ∫
2

3
𝑅3 𝑑𝜃

2𝜋

0

=
2

3
𝑅3𝜃 |

2𝜋
0

=
2

3
𝑅3(2𝜋) −

2

3
𝑅3(0) =

𝟒𝛑

𝟑
𝐑𝟑 

 

𝑽𝒐𝒍𝒖𝒎𝒆𝒏 𝒅𝒆 𝒍𝒂 𝒆𝒔𝒇𝒆𝒓𝒂 𝒅𝒆 𝒓𝒂𝒅𝒊𝒐 𝑹 =  
𝟒𝛑

𝟑
𝐑𝟑 

 

11
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Se realizó con coordenadas cilíndricas ya que ello facilita el cálculo de la integral 
pero también se puede obtener el resultado planteando de forma rectangular: 

 

𝑽𝒐𝒍𝒖𝒎𝒆𝒏 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴

𝑅

 

 

 

 

 

   
 

 

 

 

 

 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2 

 

𝑦2 = 𝑅2 − 𝑥2      →         𝑦 = ±√𝑅2 − 𝑥2 

 

𝑧2+𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2 

 

𝑧2 = 𝑅2−𝑥2 − 𝑦2 

𝑹 

𝑦 = √𝑅2 − 𝑥2 

𝑦 = − √𝑅2 − 𝑥2 

𝑧 = √𝑅2 − 𝑥2 − 𝑦2 

𝑧 = − √𝑅2 − 𝑥2 − 𝑦2 

11
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𝑧 = ±√𝑅2−𝑥2 − 𝑦2 

 

𝑽𝒐𝒍𝒖𝒎𝒆𝒏 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴

𝑅

= ∫ ∫ [√𝑅2−𝑥2 − 𝑦2 − (−√𝑅2−𝑥2 − 𝑦2)]    𝑑𝑦𝑑𝑥
√𝑅2−𝑥2

−√𝑅2−𝑥2

𝑅

−𝑅

 

= ∫ ∫ [√𝑅2−𝑥2 − 𝑦2 + √𝑅2−𝑥2 − 𝑦2]    𝑑𝑦𝑑𝑥
√𝑅2−𝑥2

−√𝑅2−𝑥2

𝑅

−𝑅

 

 

= 2 ∫ ∫ √𝑅2−𝑥2 − 𝑦2   𝑑𝑦𝑑𝑥
√𝑅2−𝑥2

−√𝑅2−𝑥2

𝑅

−𝑅

 

 

 

Otra opción para rectangulares es considerando una cuarta parte de la región R: 

 

 

 

  

 

 

                        

 

 

 

𝑹 

𝑦 = √𝑅2 − 𝑥2 

𝑦 = − √𝑅2 − 𝑥2 

𝑽𝒐𝒍𝒖𝒎𝒆𝒏 = 8 ∫ ∫ √𝑅2−𝑥2 − 𝑦2   𝑑𝑦𝑑𝑥
√𝑅2−𝑥2

0

𝑅

0

 

11

51
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EJEMPLO 5   

Calcular el volumen de una esfera de radio r utilizando coordenadas esféricas: 

Solución: 

 

0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋      𝑦      0 ≤ Φ ≤ 𝜋 

0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅 

 

 

𝑑𝑉 = 𝜌2𝑠𝑒𝑛Φ𝑑𝜌𝑑φ𝑑𝜃 

 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2 

 

Rectangulares:  

𝑽 = ∭ 𝒅𝑽

𝑸

= ∫ ∫ ∫ 𝒅𝒛𝒅𝒚𝒅𝒙
√𝑹𝟐−𝒙𝟐−𝒚𝟐

−√𝑹𝟐−𝒙𝟐−𝒚𝟐

√𝑹𝟐−𝒙𝟐

−√𝑹𝟐−𝒙𝟐

𝑹

−𝑹

 

 

Esféricas: 

 

𝑽 = ∭ 𝒅𝑽

𝑸

= ∫ ∫ ∫ 𝜌2𝑠𝑒𝑛φ𝑑𝜌𝑑φ𝑑𝜃
𝑹

𝟎

𝝅

𝟎

𝟐𝝅

𝟎

= ∫ ∫
𝜌3𝑠𝑒𝑛φ

3
|
𝑹
𝟎

𝑑φ𝑑𝜃
𝝅

𝟎

𝟐𝝅

𝟎

 

 

= ∫ ∫
𝑅3𝑠𝑒𝑛Φ

3
𝑑φ𝑑𝜃

𝝅

𝟎

𝟐𝝅

𝟎

= ∫ − 
𝑅3𝑐𝑜𝑠 φ

3
|
𝝅
𝟎

𝑑𝜃
2𝜋

0

 

Donde terminan los 
cubos 

Donde inician los 
cubos 

𝑥 = 𝜌𝑠𝑒𝑛𝜑𝑐𝑜𝑠𝜃 ,         𝑦 = 𝜌𝑠𝑒𝑛𝜑𝑠𝑒𝑛𝜃       𝑦       𝑧 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑 

 

 

2
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= ∫ [− 
𝑅3𝑐𝑜𝑠 π

3
− (− 

𝑅3𝑐𝑜𝑠 0

3
)] 𝑑𝜃

2𝜋

0

= ∫ [− 
𝑅3(−1)

3
− (− 

𝑅3(1)

3
)] 𝑑𝜃

2𝜋

0

 

 

= ∫
2𝑅3

3
𝑑𝜃

2𝜋

0

=
2𝑅3

3
𝜃 |

2𝜋
0

=
𝟒

𝟑
𝝅𝑹𝟑 

 

 

EJEMPLO 6 

Plantear una integral triple para el cálculo del volumen comprendido entre 

𝑧 = 4 − 𝑥2 − 𝑦2    𝑦       𝑧 =  −6 

 

Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Para encontrar la región R igualamos las funciones: 
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4 − 𝑥2 − 𝑦2 = −6 

4 + 6 = 𝑥2 + 𝑦2 

 

 

 

 

 

 

 

 

Región R en xy 

        

 

 

 

 

 

 

 

𝑽 = ∭ 𝒅𝑽

𝑸

= ∫ ∫ ∫ 𝒅𝒛𝒅𝒚𝒅𝒙
𝟒−𝒙𝟐−𝒚𝟐

−𝟔

√𝟏𝟎−𝒙𝟐

−√𝟏𝟎−𝒙𝟐

√𝟏𝟎

−√𝟏𝟎

 

𝑦 = −√10 𝑦 = √10 

𝑦 = −√10 − 𝑥2 

𝑦 = √10 − 𝑥2 

Donde terminan los 
cubos 

Donde inician los 
cubos 

𝑥2 + 𝑦2 = 10 
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= 𝟒 ∫ ∫ ∫ 𝒅𝒛𝒅𝒚𝒅𝒙
𝟒−𝒙𝟐−𝒚𝟐

−𝟔

√𝟏𝟎−𝒙𝟐

𝟎

√𝟏𝟎

𝟎

 

 

En caso de querer calcular la integral es mejor hacer el cambio a coordenadas 
cilíndricas e integración doble. 

 

= ∫ ∫ ∫ 𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥
4−(𝑥2+𝑦2)

−6

√10−𝑥2

−√10−𝑥2

√10

−√10

= ∫ ∫ ∫ 𝒅𝒛𝒓𝒅𝒓𝒅𝜽
𝟒−𝒓𝟐

−𝟔

√𝟏𝟎

𝟎

𝟐𝝅

𝟎

 

 

 

 

 

 

 

  

𝑦 = √10 

𝑦 = √10 − 𝑥2 
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5. Integración vectorial 

 

5.1 Campos vectoriales, divergencia, rotacional y campos 
conservativos. 

Definición de campo vectorial 

Un campo vectorial sobre una región plana R es una función �⃗� que asigna un vector 

�⃗�(𝑥, 𝑦) a cada punto en R. 

�⃗�(𝑥, 𝑦) = 𝑀(𝑥, 𝑦)𝑖̂ + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑗̂ 

Un campo vectorial sobre una región sólida Q en el espacio es una función �⃗� que 

asigna un vector �⃗�(𝑥, 𝑦) a cada punto en Q. 

�⃗�(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑖̂ + 𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑗̂ + 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)�̂� 

 

Ver Anexo A para graficar campos vectoriales 

 

Ejemplo 1 

a) �⃗�(𝑥, 𝑦) = 𝑥 𝑖̂ + 𝑦𝑗̂ 

 

Solución: 

x y �⃗⃗⃗�(𝒙, 𝒚, 𝒛) 

-2 -1 −2 𝑖̂ − 𝑗̂ 
1 0 𝑖̂ 
0 1 𝑗̂ 
3 2 3 𝑖̂ + 2𝑗 ̂

3

3
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Tabulando más valores, se tiene: 

 

 

 

 

 

 

b) �⃗�(𝑥, 𝑦) = 𝑥 𝑖̂ − 2𝑦𝑗̂ 

Solución: 

  

 

 

x y �⃗⃗⃗�(𝒙, 𝒚, 𝒛) 

-2 -1 −2 𝑖̂ + 2𝑗̂ 
1 0 𝑖̂ 
0 1 −2𝑗̂ 
3 2 3 𝑖̂ − 4𝑗̂ 
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Tabulando más valores, se tiene: 

 

 

 

 

 

 

 

 

c) �⃗�(𝑥, 𝑦) = 𝑥 𝑖̂ − 2𝑦𝑗̂ + (𝑦 − 3𝑥)�̂� 
 

Solución: 

x y �⃗⃗⃗�(𝒙, 𝒚, 𝒛) 

-2 -1 −2 𝑖̂ + 2𝑗̂ + 5�̂� 

1 0 𝑖̂ − 3�̂� 

0 1 −2𝑗̂ + �̂� 

3 2 3 𝑖̂ − 4𝑗̂ −7�̂� 

 

 

�⃗�(−2, −1 ) = (−2)𝑖̂ − 2(−1)𝑗̂ = −2 𝑖̂ + 2𝑗̂ 

�⃗�(1,0 ) = (1)𝑖̂ − 2(0)𝑗̂ =  𝑖̂ 

�⃗�(0,1 ) = (0)𝑖̂ − 2(1)𝑗̂ = −2𝑗̂ 

�⃗�(3,2 ) = (3)𝑖̂ − 2(2)𝑗̂ = 3 𝑖̂ − 4𝑗̂ 
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Tabulando más valores, se tiene: 

 

 

d) �⃗�(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥2 − 3𝑦) 𝑖̂ − (𝑥2𝑦 − 3𝑥𝑦)𝑗̂ + (𝑦3 − 3𝑥 + 4𝑧)�̂� 
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x y z �⃗⃗⃗�(𝒙, 𝒚, 𝒛) 

-2 -1 2 7 𝑖̂ + 10𝑗̂ + 13�̂� 

1 0 3 𝑖̂ + 9�̂� 

0 1 4 −3𝑖̂ + 17�̂� 

3 2 5 3 𝑖̂ + 19�̂� 

 

𝑀(−2, −1,2) = (−2)2 − 3(−1) = 4 + 3 = 7 

𝑁(−2, −1,2) = −((−2)2(−1) − 3(−2)(−1)) = −(−4 − 6) = 10 

𝑃(−2, −1,2) = (−1)3 − 3(−2) + 4(2) = −1 + 6 + 8 = 13 

�⃗�(−2, −1,2) = 7𝑖̂ + 10𝑗̂ + 13�̂� 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabulando más valores, tendríamos: 
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Divergencia: 

La divergencia es un operador que toma una función vectorial que define a un 
campo vectorial y da como resultado una función escalar que mide el cambio de la 
densidad del fluido en cada punto.  

 

La divergencia mide la diferencia entre el flujo saliente y el flujo entrante de un 
campo vectorial sobre la superficie que rodea a un volumen de control, por tanto, si 
el campo tiene "fuentes" la divergencia será positiva, y si tiene "sumideros", la 
divergencia será negativa. La divergencia mide la rapidez neta con la que se 
conduce la materia al exterior de cada punto, y en el caso de ser la divergencia 
idénticamente igual a cero, describe al flujo incompresible del fluido. Llamado 
también campo solenoidal. 

 

�⃗�(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑖̂ + 𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑗̂ + 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)�̂� 

 

𝑑𝑖𝑣 �⃗� = ∇ ∙ �⃗� = 〈
𝜕

𝜕𝑥
,

𝜕

𝜕𝑦
,

𝜕

𝜕𝑧
〉 ∙ 〈𝑀, 𝑁, 𝑃〉 =

𝜕𝑀

𝜕𝑥
+

𝜕𝑁

𝜕𝑦
+

𝜕𝑃

𝜕𝑧
 

 

1

1

1
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𝑑𝑖𝑣 �⃗� =
𝜕𝑀

𝜕𝑥
+

𝜕𝑁

𝜕𝑦
+

𝜕𝑃

𝜕𝑧
 

 

Rotacional 

El rotacional es un operador que toma una función vectorial, la cual representa un 
campo vectorial, y le asigna otra función que representa un campo vectorial 
diferente. 

El rotacional o rotor muestra la tendencia de un campo vectorial a inducir rotación 
alrededor de un punto. 

 

𝑟𝑜𝑡 �⃗� = ∇ 𝑥 �⃗� = ||

𝑖̂ 𝑗̂ �̂�
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑀 𝑁 𝑃

|| 

 

𝒓𝒐𝒕 �⃗⃗⃗� = (
𝝏𝑷

𝝏𝒚
−

𝝏𝑵

𝝏𝒛
) �̂� − (

𝝏𝑷

𝝏𝒙
−

𝝏𝑴

𝝏𝒛
) 𝒋̂ + (

𝝏𝑵

𝝏𝒙
−

𝝏𝑴

𝝏𝒚
) �̂� 

 

Ejemplo 2 

Calcular la divergencia y rotacional para el siguiente campo vectorial: 

�⃗�(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥2 − 3𝑦) 𝑖̂ − (𝑥2𝑦 − 3𝑥𝑦)𝑗̂ + (𝑦3 − 3𝑥 + 4𝑧)�̂� 

 

Solución: 

Divergencia: 

 

𝑑𝑖𝑣 �⃗� =
𝜕𝑀

𝜕𝑥
+

𝜕𝑁

𝜕𝑦
+

𝜕𝑃

𝜕𝑧
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𝑀 = 𝑥2 − 3𝑦           𝑀𝑥 = 2𝑥 

𝑁 = −(𝑥2𝑦 − 3𝑥𝑦)           𝑁𝑦 = −𝑥2 + 3𝑥 

𝑃 = 𝑦3 − 3𝑥 + 4𝑧           𝑃𝑧 = 4 

 

𝑑𝑖𝑣 �⃗� = (2𝑥) + (−𝑥2 + 3𝑥) + (4) 

 

𝒅𝒊𝒗 �⃗⃗⃗� = −𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 + 𝟒 

 

Rotacional: 

 

𝑟𝑜𝑡 �⃗� = ∇ 𝑥 �⃗� = ||

𝑖̂ 𝑗̂ �̂�
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑀 𝑁 𝑃

|| 

 

𝑟𝑜𝑡 �⃗� = ∇ 𝑥 �⃗� = ||

𝑖̂ 𝑗̂ �̂�
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑥2 − 3𝑦 −(𝑥2𝑦 − 3𝑥𝑦) 𝑦3 − 3𝑥 + 4𝑧

|| 

 

 

𝑟𝑜𝑡 �⃗� = (
𝜕𝑃

𝜕𝑦
−

𝜕𝑁

𝜕𝑧
) 𝑖̂ − (

𝜕𝑃

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀

𝜕𝑧
) 𝑗̂ + (

𝜕𝑁

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀

𝜕𝑦
) �̂� 

 

𝑟𝑜𝑡 �⃗� = (3𝑦2 − 0)𝑖̂ − (−3 − 0)𝑗̂ + ((−2𝑥𝑦 + 3𝑦) − (−3))�̂� 
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𝒓𝒐𝒕 �⃗⃗⃗� = 𝟑𝒚𝟐�̂� + 𝟑𝒋̂ + (−𝟐𝒙𝒚 + 𝟑𝒚 + 𝟑)�̂� 

 

Campos conservativos 

Un campo vectorial es conservativo si: 

 

𝒓𝒐𝒕 �⃗⃗⃗� = �⃗⃗⃗� 

En 𝐑𝟐: 

𝑟𝑜𝑡 �⃗� = ∇ 𝑥 �⃗� = ||

𝑖̂ 𝑗̂ �̂�
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑀 𝑁 0

|| 

 

= (
𝜕𝑃

𝜕𝑦
−

𝜕𝑁

𝜕𝑧
) 𝑖̂ − (

𝜕𝑃

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀

𝜕𝑧
) 𝑗̂ + (

𝜕𝑁

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀

𝜕𝑦
) �̂� 

 

= (0 − 0)𝑖̂ − (0 − 0)𝑗̂ + (
𝜕𝑁

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀

𝜕𝑦
) �̂� 

 

𝜕𝑁

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 0 

 

𝝏𝑵

𝝏𝒙
=

𝝏𝑴

𝝏𝒚
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En 𝑹𝟑: 

𝒓𝒐𝒕 �⃗⃗⃗� = 𝛁 𝒙 �⃗⃗⃗� = ||

�̂� 𝒋̂ �̂�
𝝏

𝝏𝒙

𝝏

𝝏𝒚

𝝏

𝝏𝒛
𝑴 𝑵 𝑷

|| = �⃗⃗⃗� 

 

EJEMPLO 3 

a) Determina si los siguientes campos vectoriales son conservativos: 

�⃗�(𝑥, 𝑦) = (
𝑦

𝑥2
− 4𝑥3 + 3𝑦𝑠𝑒𝑛(3𝑥)) 𝑖̂ + (2𝑦 −

1

𝑥
− 𝑐𝑜𝑠(3𝑥)) 𝑗̂ 

Solución: 

𝜕𝑁

𝜕𝑥
=

𝜕𝑀

𝜕𝑦
 

𝑀 =
𝑦

𝑥2
− 4𝑥3 + 3𝑦𝑠𝑒𝑛(3𝑥)           →       𝑀𝑦 =

1

𝑥2
+ 3𝑠𝑒𝑛(3𝑥) 

𝑁 = 2𝑦 −
1

𝑥
− 𝑐𝑜𝑠(3𝑥)             →                𝑁𝑥 =

1

𝑥2
+ 3𝑠𝑒𝑛(3𝑥) 

 

Como si se cumple el criterio, entonces se trata de un campo conservativo. Al 
tratarse de un campo conservativo existe una función 𝑓(𝑥, 𝑦) tal que: 

 

𝑀 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
        𝑦      𝑁 =

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 

 

Esto significa que: 
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�⃗�(𝑥, 𝑦) = 𝑀𝑖̂ + 𝑁𝑗̂ =
𝜕𝑓
𝜕𝑥

𝑖̂ +
𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝑗̂ 

 

�⃗� = ∇𝑓 

 

Para encontrar 𝑓(𝑥, 𝑦), se calculan las siguientes integrales: 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 = ∫ 𝑀 𝑑𝑥 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦 = ∫ 𝑁 𝑑𝑦 

 

∫ 𝜕𝑓 = ∫ 𝑀𝜕𝑥 = ∫ (
𝑦

𝑥2
− 4𝑥3 + 3𝑦𝑠𝑒𝑛(3𝑥)  ) 𝜕𝑥 = −

𝑦

𝑥
− 𝑥4 − 𝑦𝑐𝑜𝑠(3𝑥) + ℎ(𝑦) = 𝑓(𝑥. 𝑦) 

 

∫ 𝜕𝑓 = ∫ 𝑁𝜕𝑦 = ∫ (2𝑦 −
1

𝑥
− 𝑐𝑜𝑠(3𝑥)) 𝜕𝑦 = 𝑦2 −

𝑦

𝑥
− 𝑦𝑐𝑜𝑠(3𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥. 𝑦) 

   

Como en ambos casos se debe tener la misma función, entonces: 

 

ℎ(𝑦) = 𝑦2       𝑦       𝑔(𝑥) = −𝑥4 

 

Por lo tanto, la solución es: 

 

14
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𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝒚𝟐 −
𝒚

𝒙
− 𝒚𝒄𝒐𝒔(𝟑𝒙) − 𝒙𝟒 + 𝒌  𝑭𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝑷𝒐𝒕𝒆𝒏𝒄𝒊𝒂 

�⃗� = ∇𝑓 

�⃗� =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑗̂ 

 

�⃗� = (
𝑦

𝑥2
+ 3𝑦𝑠𝑒𝑛(3𝑥) − 4𝑥3) 𝑖̂ + (2𝑦 −

1

𝑥
− 𝑐𝑜𝑠(3𝑥)) 𝑗̂ + (0)𝑖̂ 

 

�⃗⃗⃗� = (
𝒚

𝒙𝟐
+ 𝟑𝒚𝒔𝒆𝒏(𝟑𝒙) − 𝟒𝒙𝟑) �̂� + (𝟐𝒚 −

𝟏

𝒙
− 𝒄𝒐𝒔(𝟑𝒙)) 𝒋 ̂

 

b) �⃗�(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦2𝑧3𝑖̂ + 2𝑥𝑦𝑧3𝑗̂ + 3𝑥𝑦2𝑧2�̂� 

 

 

𝑟𝑜𝑡 �⃗� = ∇ 𝑥 �⃗� = ||

𝑖̂ 𝑗̂ �̂�
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑀 𝑁 𝑃

|| = �⃗⃗⃗� 

 

𝑟𝑜𝑡 �⃗� = ∇ 𝑥 �⃗� = ||

𝑖̂ 𝑗̂ �̂�
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑦2𝑧3 2𝑥𝑦𝑧3 3𝑥𝑦2𝑧2

|| = �⃗⃗⃗� 
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𝑟𝑜𝑡 �⃗� = ||

𝑖̂ 𝑗̂ �̂�
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑦2𝑧3 2𝑥𝑦𝑧3 3𝑥𝑦2𝑧2

|| 

 

= (6𝑥𝑦𝑧2 − 6𝑥𝑦𝑧2)𝑖 − (3𝑦2𝑧2 − 3𝑦2𝑧2)𝑗 + (2𝑦𝑧3 − 2𝑦𝑧3)𝑘 

 

𝑪𝒐𝒎𝒐 𝒓𝒐𝒕 �⃗⃗⃗� = �⃗⃗⃗�   𝒔𝒆 𝒄𝒖𝒎𝒑𝒍𝒆, 𝒔𝒆 𝒕𝒓𝒂𝒕𝒂 𝒅𝒆 𝒖𝒏 𝒄𝒂𝒎𝒑𝒐 𝒗𝒆𝒄𝒕𝒐𝒓𝒊𝒂𝒍 𝑪𝑶𝑵𝑺𝑬𝑹𝑽𝑨𝑻𝑰𝑽𝑶 

 

Entonces existe una función 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)  tal que �⃗� = ∇𝑓  : 

: 

∫ 𝜕𝑓 = ∫ 𝑀𝜕𝑥 = ∫(𝑦2𝑧3  )𝜕𝑥 = 𝑥𝑦2𝑧3 + ℎ(𝑦, 𝑧) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

 

∫ 𝜕𝑓 = ∫ 𝑁𝜕𝑦 = ∫(2𝑥𝑦𝑧3)𝜕𝑦 = 𝑥𝑦2𝑧3 + 𝑔(𝑥, 𝑧) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

 

∫ 𝜕𝑓 = ∫ 𝑃𝜕𝑧 = ∫(3𝑥𝑦2𝑧2)𝜕𝑧 = 𝑥𝑦2𝑧3 + 𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

 

∴      ℎ(𝑦, 𝑧) = 𝑔(𝑥, 𝑧) = 𝑚(𝑥, 𝑦) = 0 

 

  
𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) = 𝒙𝒚𝟐𝒛𝟑 + 𝒌   𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒑𝒐𝒕𝒆𝒏𝒄𝒊𝒂 

 

Comprobación: 

67
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�⃗� = ∇𝑓 

∇𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑖̂ +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑗̂ +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
�̂� = 𝑦2𝑧3𝑖̂ + 2𝑥𝑦𝑧3𝑗̂ + 3𝑥𝑦2𝑧2�̂� = �⃗�(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

 �⃗�(𝑥, 𝑦) = (12𝑥2𝑦2 + 10𝑥𝑦𝑒𝑥2
)𝑖̂ + (8𝑥3𝑦 + 5𝑒𝑥2

)𝑗̂  

 

𝑀 = 12𝑥2𝑦2 + 10𝑥𝑦𝑒𝑥2
   →       𝑀𝑦 = 24𝑥2𝑦 + 10𝑥𝑒𝑥2

 

 

𝑁 = 8𝑥3𝑦 + 5𝑒𝑥2
   →       𝑁𝑥 = 24𝑥2𝑦 + 10𝑥𝑒𝑥2

 

 

𝑪𝒐𝒎𝒐  𝑴𝒚 = 𝑵𝒙       ∴      𝑬𝒍 𝒄𝒂𝒎𝒑𝒐 𝒆𝒔 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒆𝒓𝒗𝒂𝒕𝒊𝒗𝒐 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑀𝑑𝑥 = ∫(12𝑥2𝑦2 + 10𝑥𝑦𝑒𝑥2
)𝑑𝑥 = 𝟒𝒙𝟑𝒚𝟐 + 𝟓𝒚𝒆𝒙𝟐

+ 𝒎(𝒚)   

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑁𝑑𝑦 = ∫(8𝑥3𝑦 + 5𝑒𝑥2
)𝑑𝑦 = 𝟒𝒙𝟑𝒚𝟐 + 𝟓𝒚𝒆𝒙𝟐

+ 𝒏(𝒙) 

 

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝟒𝒙𝟑𝒚𝟐 + 𝟓𝒚𝒆𝒙𝟐
+ 𝒌 

 

c) 𝑓(𝑥, 𝑦) = (6𝑥𝑦 − 5𝑦𝑧)𝑖̂ + (3𝑥2 − 5𝑥𝑧 + 10𝑧2)𝑗̂ + (−5𝑥𝑦 + 20𝑦𝑧)�̂�  

 

𝑀 = 6𝑥𝑦 − 5𝑦𝑧    

𝑁 = 3𝑥2 − 5𝑥𝑧 + 10𝑧2    

𝑃 = −5𝑥𝑦 + 20𝑦𝑧    
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𝑟𝑜𝑡�⃗� = ||

𝑖̂ 𝑗̂ �̂�
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

(6𝑥𝑦 − 5𝑦𝑧) (3𝑥2 − 5𝑥𝑧 + 10𝑧2) (−5𝑥𝑦 + 20𝑦𝑧)

|| 

 

= ((−5𝑥 + 20𝑧) − (−5𝑥 + 20𝑧))𝑖̂ − (−5𝑦 − (−5𝑦))𝑗̂ + ((6𝑥 − 5𝑧) − (6𝑥 − 5𝑧)�̂� 

= 0𝑖̂ + 0𝑗̂ + 0�̂� 

 

𝑪𝒐𝒎𝒐  𝒓𝒐𝒕�⃗⃗⃗� = �⃗⃗⃗�    ∴      𝑬𝒍 𝒄𝒂𝒎𝒑𝒐 𝒆𝒔 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒆𝒓𝒗𝒂𝒕𝒊𝒗𝒐 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∫ 𝑀𝑑𝑥 = ∫(6𝑥𝑦 − 5𝑦𝑧)𝑑𝑥 = 𝟑𝒙𝟐𝒚 − 𝟓𝒙𝒚𝒛 + 𝒎(𝒚, 𝒛)   

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∫ 𝑁𝑑𝑦 = ∫(3𝑥2 − 5𝑥𝑧 + 10𝑧2)𝑑𝑦 = 𝟑𝒙𝟐𝒚 − 𝟓𝒙𝒚𝒛 + 𝟏𝟎𝒚𝒛𝟐 + 𝒏(𝒙, 𝒛) 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∫ 𝑃𝑑𝑧 = ∫(−5𝑥𝑦 + 20𝑦𝑧)𝑑𝑦 = −𝟓𝒙𝒚𝒛 + 𝟏𝟎𝒚𝒛𝟐 + 𝒉(𝒙, 𝒚) 

 

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝟑𝒙𝟐𝒚 − 𝟓𝒙𝒚𝒛 + 𝟏𝟎𝒚𝒛𝟐 + 𝒌 

 

Ejemplo 4 

Hallar el campo vectorial conservativo para la función potencial, encontrando su 
gradiente: 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 4𝑥3𝑦2 + 5𝑦𝑒𝑥2
 

Solución: 

𝛁𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) = (𝟏𝟐𝒙𝟐𝒚𝟐 + 𝟏𝟎𝒙𝒚𝒆𝒙𝟐
)�̂� + (𝟖𝒙𝟑𝒚 + 𝟓𝒆𝒙𝟐

)𝒋 ̂

2
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5.2 Trabajo e integrales de línea. 

Integral de línea 

Si 𝑓 está definida en una región que contiene una curva suave C de longitud finita, 
entonces la integral de línea de 𝑓  a lo largo de C está dada por: 

 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠

𝐶

= lim
‖∆‖→0

∑ 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)

𝑛

𝑖=1

∆𝑠𝑖          𝑃𝑙𝑎𝑛𝑜  

 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑠

𝐶

= lim
‖∆‖→0

∑ 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)

𝑛

𝑖=1

∆𝑠𝑖        𝐸𝑠𝑝𝑎𝑐𝑖𝑜 

siempre que el límite exista. 

 

∫ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝒔

𝑪

         𝑆𝑒 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒 𝑢𝑛𝑎 𝑐𝑢𝑟𝑣𝑎 𝑆 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ds 

2

11

11
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En el caso de que  𝑓(𝑥, 𝑦) = 1   entonces: 

 

∫ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝒔

𝑪

= ∫ 𝟏 𝒅𝒔

𝑪

       𝑠𝑒 𝑒𝑠𝑡𝑎𝑟í𝑎 𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑙𝑎 𝑙𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑 𝑑𝑒 𝑎𝑟𝑐𝑜. 

 

Se tiene que:   

 

𝒅𝒔 = ‖�⃗⃗� ′ (𝒕)‖ 𝒅𝒕 

𝒅𝒔 = √[𝒙 ′(𝒕)]𝟐 + [𝒚 ′(𝒕)]𝟐 + [𝒛 ′(𝒕)]𝟐 𝒅𝒕 

 

Evaluación de una Integral de Línea como integral definida 

Sea f continua en una región que contiene una curva suave C. Si C está dada por 
𝑟 (𝑡) = 𝑥(𝑡)𝑖̂ + 𝑦(𝑡)𝑗̂, 𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏  entonces: 

 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠

𝐶

= ∫ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))√[𝑥 ′(𝑡)]2 + [𝑦 ′(𝑡)]2 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 

Si C está dada por 𝑟 (𝑡) = 𝑥(𝑡)𝑖̂ + 𝑦(𝑡)𝑗̂ + 𝑧(𝑡)�̂�, 𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏  entonces: 

 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑠

𝐶

= ∫ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))√[𝑥 ′(𝑡)]2 + [𝑦 ′(𝑡)]2 + [𝑧 ′(𝑡)]2 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 

1
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Antes de comenzar a calcular integrales de línea se realizarán algunas 
PARAMETRIZACIONES:  

Las gráficas se realizan con el uso de CalcPlot3D con la instrucción curva 
paramétrica. 

Ejemplo 1  

Hallar una parametrización suave a trozos de la trayectoria C (Recuerde que hay 
infinidad de parametrizaciones): 

 

 

 

 

 

 

 

Solución: 

 

                                                                                

       𝐶1:  𝑟 (𝑡) = 𝑡𝑖̂ + 𝑡2𝑗̂  ,             0 ≤ 𝑡 < 2    

                                                                   𝐶2:  𝑟 (𝑡) = (4 − 𝑡)𝑖̂ + 4𝑗̂  ,   2 ≤ 𝑡 < 4 

                                                                   𝐶3:  𝑟 (𝑡) = 8 − 𝑡𝑗̂  ,               4 ≤ 𝑡 ≤ 8 

 

 

Ejemplo 2 

Hallar una parametrización suave a trozos de la trayectoria C (Recuerde que hay 
infinidad de parametrizaciones): 

𝐶1 

𝐶2 

𝐶3 

𝑦
= 𝑥2 

2

2
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Solución: 

(0,0)𝑦 (5,4) 

𝑦 − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1) 

𝑚 =
𝑦2 − 𝑦1

𝑥2 − 𝑥1
=

4 − 0

5 − 0
=

4

5
 

𝑦 − 4 =
4

5
(𝑥 − 5) 

𝑦 =
4

5
𝑥 − 4 + 4 

𝑦 =
4

5
𝑥 

 

                                                     𝐶1:  𝑟 (𝑡) = 𝑡𝑖̂ +
4

5
𝑡𝑗̂  ,                 0 ≤ 𝑡 < 5    

                                                     𝐶2:  𝑟 (𝑡) = 5𝑖̂ + (9 − 𝑡)𝑗̂  ,        5 ≤ 𝑡 < 9  

 𝐶3:  𝑟 (𝑡) = (14 − 𝑡)𝑖̂  ,                   9 ≤ 𝑡 ≤ 14 

 

 

Ejemplo 3  

Hallar una parametrización suave a trozos de la trayectoria C (Recuerde que hay 
infinidad de parametrizaciones): 

𝐶1 

𝐶2 

𝐶3 

2

4
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Solución: 

 

 

 

 

𝐶:  �⃗⃗⃗� (𝑡) = 4cos (𝑡)�̂� + 3𝑠𝑒𝑛(𝑡)�̂�  ,                       0 ≤ 𝑡 < 2𝜋 

                                                                                                 

Ejemplo 4 

Hallar una parametrización suave a trozos de la trayectoria C (Recuerde que hay 
infinidad de parametrizaciones): 

 

 

 

 

 

Solución: 

                                                             𝐶1:  𝑟 (𝑡) = 𝑡𝑖̂,                                   0 ≤ 𝑡 < 1    

                                                              𝐶2:  𝑟 (𝑡) = 𝑖̂ + (𝑡 − 1)�̂�  ,             1 ≤ 𝑡 < 2 

                                                               𝐶3:  𝑟 (𝑡) = 𝑖̂ + (𝑡 − 2)𝑗̂ + �̂�  ,       2 ≤ 𝑡 ≤ 3 

 

 

 

𝐶1 

𝐶2 

𝐶3 

2
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Ejemplo 5  

Hallar una parametrización suave a trozos de la trayectoria C (Recuerde que hay 
infinidad de parametrizaciones): 

 

Solución: 

 

 

    𝐶1:  𝑟 (𝑡) = 𝑡𝑗̂,                                        0 ≤ 𝑡 < 1    

                                                         𝐶2:  𝑟 (𝑡) = 𝑗̂ + (𝑡 − 1)�̂�  ,                   1 ≤ 𝑡 < 2 

                                                          𝐶3:  𝑟 (𝑡) = (3 − 𝑡)𝑗̂ + (3 − 𝑡)�̂�  ,     2 ≤ 𝑡 ≤ 3 

 

Ejemplo 6 6  

Evaluar la integral de línea a lo largo de la trayectoria dada: 

∫ 3(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑠

𝐶

 

𝐶:  �⃗⃗⃗� (𝑡) = 𝑡�̂� + (2 − 𝑡)�̂� ,          0 ≤ 𝑡 ≤ 2 

 

 

Solución: 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠

𝐶

= ∫ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))√[𝑥 ′(𝑡)]2 + [𝑦 ′(𝑡)]2 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 

𝑟 (𝑡)′ = 𝑖̂ − 𝑗 ̂

𝐶1 

𝐶2 

𝐶3 

2

2

7
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𝑥(𝑡) = 𝑡   𝑦    𝑦(𝑡) = 2 − 𝑡 

 

∫ 3(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑠

𝐶

= ∫ 3((𝑡) − (2 − 𝑡))√[1]2 + [−1]2 𝑑𝑡
2

0

 

 

= 3 ∫ (𝑡 − 2 + 𝑡)√2 𝑑𝑡
2

0

= 3√2 ∫ (2𝑡 − 2) 𝑑𝑡
2

0

= 3√2(𝑡2 − 2𝑡) |
2
0
 

= 3√2((2)2 − 2(2)) − 3√2((0)2 − 2(0)) 

  

= 3√2(0 − 0) = 𝟎 

 

Ejemplo 7 

Evaluar la integral de línea a lo largo de la trayectoria dada: 

∫ 2𝑥𝑦𝑧𝑑𝑠

𝐶

 

𝐶:  �⃗⃗⃗� (𝑡) = 12𝑡�̂� + 5𝑡�̂� + 84𝑡�̂� ,          0 ≤ 𝑡 ≤ 1 

 

 

Solución: 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑠

𝐶

= ∫ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))√[𝑥 ′(𝑡)]2 + [𝑦 ′(𝑡)]2 + [𝑧 ′(𝑡)]2 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 

𝑟 (𝑡)′ = 12𝑖̂ + 5𝑗̂ + 84�̂� 

2
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𝑥(𝑡) = 12𝑡 , 𝑦(𝑡) = 5𝑡     𝑦    𝑧(𝑡) = 84𝑡 

 

∫ 2𝑥𝑦𝑧𝑑𝑠

𝐶

= ∫ 2(12𝑡)(5𝑡)(84𝑡)√[12]2 + [5]2 + [84]2 𝑑𝑡
1

0

 

 

= ∫ 10080𝑡4(85) 𝑑𝑡
1

0

= 10080(85) ∫ 𝑡3𝑑𝑡
1

0

= 856800 (
𝑡4

4
) |

1
0
 

= 214200𝑡4 |
1
0

 

  
= 𝟐𝟏𝟒𝟐𝟎𝟎 

 

Ejemplo 8 

Hallar una parametrización de la trayectoria y evaluar: 

∫(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑠

𝐶

 

𝐶:  𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑑𝑒 (0,0)  𝑎  (2,4)  

 

Solución: 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑠

𝐶

= ∫ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))√[𝑥 ′(𝑡)]2 + [𝑦 ′(𝑡)]2 + [𝑧 ′(𝑡)]2 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 

(0,0)  𝑎  (2,4) 

 

3
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𝑚 =
4 − 0

2 − 0
= 2 

𝑦 − 0 = 2(𝑥 − 0) 

 𝑦 = 2𝑥 

𝑟(𝑡) = 𝑡𝑖̂ + 2𝑡𝑗̂ 

𝑟 ′ (𝑡) = 𝑖̂ + 2𝑗 ̂

 0 ≤ 𝑡 ≤ 2 

 

𝑥(𝑡) = 𝑡    𝑦    𝑦(𝑡) = 2𝑡  

∫(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑠

𝐶

= ∫ ((𝑡)2 + (2𝑡)2)√[1]2 + [2]2 𝑑𝑡
2

0

 

= ∫ 5𝑡2√5 𝑑𝑡
2

0

= 5√5 ∫ 𝑡2𝑑𝑡
2

0

= 5√5 (
𝑡3

3
) |

2
0
 

 

=
𝟒𝟎√𝟓

𝟑
 

 

Ejemplo 9 

Hallar una parametrización de la trayectoria y evaluar: 

∫(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑠

𝐶

 

𝐶:  𝐶í𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜 𝑥2 + 𝑦2 = 4  𝑒𝑛 𝑠𝑒𝑛𝑡𝑖𝑑𝑜 𝑎𝑛𝑡𝑖ℎ𝑜𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 𝑑𝑒 (2,0) 𝑎 (0,2)  

 

 

3

11
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Solución: 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑠

𝐶

= ∫ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))√[𝑥 ′(𝑡)]2 + [𝑦 ′(𝑡)]2 + [𝑧 ′(𝑡)]2 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 

 

𝑟(𝑡) = 2cos (𝑡)𝑖̂ + 2𝑠𝑒𝑛(𝑡)𝑗̂ 

 

𝑟  (𝑡)′ = −2𝑠𝑒𝑛(𝑡)𝑖̂ + 2cos (𝑡)𝑗̂ 

 

𝑑𝑒 (2,0) 𝑎 (0,2) 

 

𝑥 = 2 cos(𝑡)   𝑝𝑒𝑟𝑜 𝑡𝑎𝑚𝑏𝑖é𝑛 𝑠𝑎𝑏𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑥 = 2 

 

2 = 2 cos(𝑡)       →      cos(𝑡) = 1      ∴    𝑡 = arccos(1) = 0 

 

𝑥 = 2 cos(𝑡)   𝑝𝑒𝑟𝑜 𝑡𝑎𝑚𝑏𝑖é𝑛 𝑠𝑎𝑏𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑥 = 0 

 

0 = 2 cos(𝑡)       →      cos(𝑡) = 0      ∴    𝑡 = arccos(0) = 90° =
𝜋

2
 

 

 

0 ≤ 𝑡 ≤ 90° 

0 ≤ 𝑡 ≤
𝜋

2
 

26
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∫ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑠

𝐶

= ∫ (4𝑐𝑜𝑠2(𝑡) + 4𝑠𝑒𝑛2(𝑡))√[−2𝑠𝑒𝑛(𝑡)]2 + [2cos (𝑡)]2 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

 

= ∫ 4(𝑐𝑜𝑠2(𝑡) + 𝑠𝑒𝑛2(𝑡))√4𝑠𝑒𝑛2(𝑡) + 4𝑐𝑜𝑠2(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

 

= ∫ 4(1)√4(𝑠𝑒𝑛2(𝑡) + 𝑐𝑜𝑠2(𝑡)) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

= ∫ 4(1)√4(1) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

 

= 4(2) ∫  𝑑𝑡

𝜋
2

0

= 8𝑡 |

𝜋

2
0

 

= 𝟒𝝅 

 

 

Ejemplo 10 

Hallar una parametrización de la trayectoria y evaluar: 

∫ (𝑥 + 4√𝑦)𝑑𝑠

𝐶

 

 

𝐶:  𝐶𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜 𝑐𝑢𝑦𝑜𝑠 𝑣é𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒𝑠 𝑠𝑜𝑛 (0,0), (2,0), (2,2) 𝑦 (0,2) 𝑟𝑒𝑐𝑜𝑟𝑟𝑖𝑑𝑜 𝑒𝑛  𝑠𝑒𝑛𝑡𝑖𝑑𝑜 𝑎𝑛𝑡𝑖ℎ𝑜𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜. 

 

Solución: 

 

2
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∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑠

𝐶

= ∫ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))√[𝑥 ′(𝑡)]2 + [𝑦 ′(𝑡)]2 + [𝑧 ′(𝑡)]2 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 

𝐶1:  �⃗⃗⃗� (𝑡) = 𝑡�̂�,                                           0 ≤ 𝑡 < 2 

𝐶2:  �⃗⃗⃗� (𝑡) = 2�̂� + (𝑡 − 2)�̂�  ,                    2 ≤ 𝑡 < 4 

𝐶3:  �⃗⃗⃗� (𝑡) = (6 − 𝑡)�̂� + 2�̂�  ,                    4 ≤ 𝑡 ≤ 6 

𝐶4:  �⃗⃗⃗� (𝑡) = (8 − 𝑡)�̂�  ,                           6 ≤ 𝑡 < 8 

 

 

 𝐶1:  �⃗⃗⃗� (𝑡) = 𝑡�̂�,      0 ≤ 𝑡 < 2    

 

𝑟 ′ (𝑡) = 𝑖̂ 

∫ (𝑥 + 4√𝑦)𝑑𝑠

𝐶

= ∫ (𝑡 + 4√0)√[1]2 + [0]2 𝑑𝑡
2

0

 

 

= ∫ 𝑡 𝑑𝑡
2

0

=
𝑡2

2
|
2
0

= 𝟐 

 

𝐶1 

𝐶2 

𝐶3 

𝐶4 

14
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  𝐶2:  �⃗⃗⃗� (𝑡) = 2�̂� + (𝑡 − 2)�̂�  ,                    2 ≤ 𝑡 < 4 

 

𝑟 ′ (𝑡) = 𝑗̂ 

∫(𝑥 + 4√𝑦)𝑑𝑠

𝐶

= ∫ (2 + 4√𝑡 − 2)√[0]2 + [1]2 𝑑𝑡
4

2

 

 

= ∫ (2 + 4√𝑡 − 2) 𝑑𝑡
4

2

= (2𝑡 + 4(𝑡 − 2)
3
2 (

2

3
)) |

4
2
 

= (8 + 4(4)
3
2 (

2

3
)) − (4 + 4(2)

3
2 (

2

3
)) =

88

3
− 4 −

8

3
(2)

3
2 =

𝟕𝟔

𝟑
−

𝟖

𝟑
(𝟐)

𝟑
𝟐 =

𝟕𝟔

𝟑
−

𝟏𝟔

𝟑
√𝟐 

 

      𝐶3:  �⃗⃗⃗� (𝑡) = (6 − 𝑡)�̂� + 2�̂�  ,                    4 ≤ 𝑡 ≤ 6 

 

 

𝑟 (𝑡)′ = −𝑖̂ 

∫ (𝑥 + 4√𝑦)𝑑𝑠

𝐶

= ∫ ((6 − 𝑡) + 4√2)√[−1]2 + [0]2 𝑑𝑡
6

4

 

= ∫ ((6 − 𝑡) + 4√2) 𝑑𝑡
6

4

= (−
(6 − 𝑡)2

2
+ 4√2𝑡) |

6
4
 

 

= (0 + 24√2) − (−2 + 16√2) = 𝟐 + 𝟖√𝟐 
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𝐶4:  �⃗⃗⃗� (𝑡) = (8 − 𝑡)�̂�  ,                           6 ≤ 𝑡 < 8 

 

 

𝑟 (𝑡)′ = −𝑗 ̂

∫ (𝑥 + 4√𝑦)𝑑𝑠

𝐶

= ∫ ((0) + 4√8 − 𝑡)√[0]2 + [−1]2 𝑑𝑡
8

6

 

 

= ∫ 4√8 − 𝑡 𝑑𝑡
8

6

= −4(8 − 𝑡)
3
2 (

2

3
) |

8
6
 

 

= −(0) − (−4(2)
3
2 (

2

3
)) =

𝟏𝟔√𝟐

𝟑
 

 

∫ (𝑥 + 4√𝑦)𝑑𝑠

𝐶

= 

∫ (𝑥 + 4√𝑦)𝑑𝑠

𝐶1

+ ∫ (𝑥 + 4√𝑦)𝑑𝑠

𝐶2

+ ∫ (𝑥 + 4√𝑦)𝑑𝑠

𝐶3

+ ∫ (𝑥 + 4√𝑦)𝑑𝑠

𝐶4

 

= 2 + (
76

3
−

8

3
(2)

3
2) + (2 + 8√2) + (

16√2

3
) =

88

3
−

16√2

3
+ 8√2 +

8

3
√2 

 

=
𝟖𝟖

𝟑
+ 𝟖√𝟐 

 

 

13
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Ejemplo 11  

Plantear la integral de línea a lo largo de la trayectoria dada: 

∫ (4𝑥 + 5𝑦 − 𝑧)𝑑𝑠        
𝐶

𝐶:  𝑟(𝑡) = (4𝑡2 − 5)𝑖̂ + (2𝑡3 + 4)𝑗̂ + (1 + 3𝑡)�̂�         0 ≤ 𝑡 ≤ 2

  

 

Solución: 

𝑥 = 4𝑡2 − 5, 𝑦 = 2𝑡3 + 4       𝑦     𝑧 = 1 + 3𝑡 

 

𝑑𝑠 = ‖𝑟′(𝑡)‖ 𝑑𝑡 

 𝑟′(𝑡) = (8𝑡)𝑖̂ + (6𝑡2)𝑗̂ + (3)�̂�  

 

‖𝑟′(𝑡)‖ = √64𝑡2 + 36𝑡4 + 9 

 

∫ (4𝑥 + 5𝑦 − 𝑧)𝑑𝑠

𝐶

= ∫ (4(4𝑡2 − 5) + 5(2𝑡3 + 4) − (1 + 3𝑡))√64𝑡2 + 36𝑡4 + 9𝑑𝑡
2

0

 

 

= ∫ (16𝑡2 − 20 + 10𝑡3 + 20 − 1 − 3𝑡)√64𝑡2 + 36𝑡4 + 9𝑑𝑡
2

0

 

 

= ∫ (𝟏𝟎𝒕𝟑 + 𝟏𝟔𝒕𝟐 − 𝟑𝒕 − 𝟏)√𝟔𝟒𝒕𝟐 + 𝟑𝟔𝒕𝟒 + 𝟗𝒅𝒕
𝟐

𝟎

 

 

3
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Ejemplo 12 

Evaluar  ∫ �⃗�
𝐶

∙ 𝑑𝑟   donde C está representada por  𝑟(𝑡): 

 

�⃗�(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2𝑖̂ + 𝑦2𝑗̂ + 𝑧2�̂� 

 

 𝑟(𝑡) = 2cost𝑖̂ + 2𝑠𝑒𝑛𝑡𝑗̂ +
𝑡2

2
�̂�           0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋 

 

Solución: 

 

𝑟′(𝑡) = −2sent𝑖̂ + 2𝑐𝑜𝑠𝑡𝑗̂ + 𝑡�̂� 

 

∫ �⃗�

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = ∫ ((2𝑐𝑜𝑠𝑡)2𝑖̂ + (2𝑠𝑒𝑛𝑡)2𝑗̂ + (
𝑡2

2
)

2

�̂�) ∙
𝜋

0

(−2𝑠𝑒𝑛𝑡𝑖̂ + 2𝑐𝑜𝑠𝑡𝑗̂ + 𝑡�̂�)𝑑𝑡 

 

= ∫ (−8𝑐𝑜𝑠2𝑡𝑠𝑒𝑛𝑡 + 8𝑠𝑒𝑛2𝑡 𝑐𝑜𝑠𝑡 +
𝑡5

4
)

𝜋

0

𝑑𝑡

= ∫ (8𝑐𝑜𝑠2𝑡(−𝑠𝑒𝑛𝑡) + 8𝑠𝑒𝑛2𝑡(𝑐𝑜𝑠𝑡) +
𝑡5

4
)

𝜋

0

𝑑𝑡 

 

=
8𝑐𝑜𝑠3𝑡

3
+

8𝑠𝑒𝑛3𝑡

3
+

𝑡6

24
|
𝜋
0

= −
8

3
+ 0 +

𝜋6

24
−

8

3
= −

𝟏𝟔

𝟑
+

𝝅𝟔

𝟐𝟒
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Ejemplo 13 

Calcular la integral de línea a lo largo de la trayectoria C: 

∫ (3𝑦 − 𝑥)𝑑𝑥 + 𝑦2𝑑𝑦        𝐶:  𝑟(𝑡) = 4𝑡2

𝐶

𝑖̂ + (3𝑡 − 2)𝑗̂ + 2𝑡�̂�         0 ≤ 𝑡 ≤ 1 

 

Solución: 

 

𝑥 = 4𝑡2 → 𝑑𝑥 = 8𝑡𝑑𝑡
𝑦 = 3𝑡 − 2 → 𝑑𝑦 = 3𝑑𝑡

𝑧 = 2𝑡 → 𝑑𝑧 = 2𝑑𝑡

 

 

∫(3𝑦 − 𝑥)𝑑𝑥 + 𝑦2𝑑𝑦 =

𝐶

∫ (3(3𝑡 − 2) − 4𝑡2)8𝑡𝑑𝑡 + (3𝑡 − 2)23𝑑𝑡
1

0

 

∫ (72𝑡2 − 48𝑡 − 32𝑡3 + 27𝑡2 − 36𝑡 + 12)𝑑𝑡
1

0

= ∫ (99𝑡2 − 32𝑡3 − 84𝑡 + 12)𝑑𝑡
1

0

 

=
99𝑡3

3
−

32𝑡4

4
−

84𝑡2

2
+ 12𝑡 |

1
0

= 33𝑡3 − 8𝑡2 − 42𝑡2 + 12𝑡 |
1
0
 

 

= 33 − 8 − 42 + 12 − 0 = −𝟓 

 

Ejemplo 14 

Hallar el trabajo realizado por el campo de fuerzas �⃗� sobre una partícula que se 
mueve a lo largo de la trayectoria dada:   

 

2

2
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�⃗�(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑖̂ − 𝑥𝑦𝑗̂ 

 

𝐶: 𝑥(𝑡) = cos3(𝑡), 𝑦(𝑡) = sen3(𝑡)  𝑑𝑒𝑠𝑑𝑒  (1,0) ℎ𝑎𝑠𝑡𝑎 (0,1) 

 

Solución: 

 

𝑊 = ∫ �⃗� ∙ 𝑑𝑟

𝐶

 

 

(1,0) ℎ𝑎𝑠𝑡𝑎 (0,1) 

 

𝑆𝑖 𝑥 = 1    𝑦   𝑥 = cos3(𝑡)    →    1 = cos3(𝑡)  ∴    cos(𝑡) = 1     →   𝑡 = arccos (1) = 0    

 

𝑆𝑖 𝑥 = 0    𝑦   𝑥 = cos3(𝑡)    →    0 = cos3(𝑡)  ∴    cos(𝑡) = 0     →   𝑡 = arccos (0) =
𝜋

2
 

 

0 ≤ 𝑡 ≤
𝜋

2
 

 

𝑟(𝑡) =< cos3(𝑡), sen3(𝑡) > 

𝑑𝑟 =< −3cos2(𝑡)𝑠𝑒𝑛(𝑡), 3sen2(𝑡)cos (𝑡) > 𝑑𝑡 

 

�⃗�(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑖̂ − 𝑥𝑦𝑗̂ 

13
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�⃗�(𝑥, 𝑦) = (cos3(𝑡))
2

𝑖̂ − (cos3(𝑡))(sen3(𝑡))𝑗 ̂

�⃗�(𝑥, 𝑦) = cos6(𝑡)𝑖̂ − cos3(𝑡) sen3(𝑡)𝑗 ̂

 

�⃗� ∙ 𝑑𝑟 = cos6(𝑡)(−3cos2(𝑡)𝑠𝑒𝑛(𝑡))  − cos3(𝑡) sen3(𝑡)(3sen2(𝑡)cos (𝑡)) 

 

�⃗� ∙ 𝑑𝑟 = −3cos8(𝑡)𝑠𝑒𝑛(𝑡) − 3cos4(𝑡)sen5(𝑡) 

 

 

𝑊 = ∫ �⃗� ∙ 𝑑𝑟

𝐶

= ∫ (−3cos8(𝑡)𝑠𝑒𝑛(𝑡) − 3cos4(𝑡)sen5(𝑡))𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

 

= 3 ∫ cos8(𝑡)(−𝑠𝑒𝑛(𝑡))𝑑𝑡

𝜋
2

0

− 3 ∫ cos4(𝑡)sen4(𝑡)𝑠𝑒𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

 

= 3 ∫ cos8(𝑡)(−𝑠𝑒𝑛(𝑡))𝑑𝑡

𝜋
2

0

− 3 ∫ cos4(𝑡)(sen2(𝑡))2(𝑡)𝑠𝑒𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

 

= 3 ∫ cos8(𝑡)(−𝑠𝑒𝑛(𝑡))𝑑𝑡

𝜋
2

0

− 3 ∫ cos4(𝑡)(1 − cos2(𝑡))2(𝑡)𝑠𝑒𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝜋
2

0
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= 3 ∫ cos8(𝑡)(−𝑠𝑒𝑛(𝑡))𝑑𝑡

𝜋
2

0

− 3 ∫ cos4(𝑡)(1 − 2cos2(𝑡) + cos4(𝑡))𝑠𝑒𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

 

= 3 ∫ cos8(𝑡)(−𝑠𝑒𝑛(𝑡))𝑑𝑡

𝜋
2

0

− 3 ∫ (cos4(𝑡) − 2cos6(𝑡) + cos8(𝑡))𝑠𝑒𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

 

= 3 ∫ cos8(𝑡)(−𝑠𝑒𝑛(𝑡))𝑑𝑡

𝜋
2

0

+ 3 ∫ cos4(𝑡)(−𝑠𝑒𝑛(𝑡))𝑑𝑡

𝜋
2

0

+ (−)6 ∫ cos6(𝑡)(−𝑠𝑒𝑛(𝑡))𝑑𝑡

𝜋
2

0

+ 3 ∫ cos8(𝑡)(−𝑠𝑒𝑛(𝑡))𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

 

=
3cos9(𝑡)

9
+

3cos5(𝑡)

5
−

6cos7(𝑡)

7
+

3cos9(𝑡)

9
|

𝜋

2
0

 

= (
3cos9 (

𝜋
2

)

9
+

3cos5 (
𝜋
2

)

5
−

6cos7 (
𝜋
2

)

7
+

3cos9 (
𝜋
2

)

9
)

− (
3cos9(0)

9
+

3cos5(0)

5
−

6cos7(0)

7
+

3cos9(0)

9
) 

= 0 −
3

9
−

3

5
+

6

7
−

3

9
= −

𝟒𝟑

𝟏𝟎𝟓
= −𝟎. 𝟒𝟎𝟗𝟓 

 

Ejemplo 15 

Hallar la masa total de dos vueltas completas de un resorte de densidad 𝜌 y que 
tiene forma de hélice circular:   

𝑟(𝑡) =< 2𝑐𝑜𝑠(𝑡), 2sen(𝑡), 𝑡 >       0 ≤ 𝑡 ≤ 4𝜋 

𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) = z 

 

2

4

4
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Solución: 

 

𝑚 = ∫ 𝜌(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))𝑑𝑠

𝐶

 

𝑟(𝑡) =< 2𝑐𝑜𝑠(𝑡), 2sen(𝑡), 𝑡 > 

𝑥 = 2 cos(𝑡) 

𝑦 = 2𝑠𝑒𝑛(𝑡) 

𝑧 = 𝑡 

 

𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) = z      ∴     𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) = t 

𝑟 ′(𝑡) =< −2𝑠𝑒𝑛(𝑡), 2cos(𝑡), 1 > 

 

𝑚 = ∫ 𝜌(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))𝑑𝑠

𝐶

= ∫ (𝑡)
4𝜋

0

√(−2𝑠𝑒𝑛(𝑡))2 + (2𝑐𝑜𝑠(𝑡))2 + (1)2𝑑𝑡 

 

= ∫ (𝑡)
4𝜋

0

√4𝑠𝑒𝑛2(𝑡) + 4𝑐𝑜𝑠2(𝑡) + 1𝑑𝑡 

 

= ∫ (𝑡)
4𝜋

0

√4(𝑠𝑒𝑛2(𝑡) + 𝑐𝑜𝑠2(𝑡)) + 1𝑑𝑡 

 

= ∫ (𝑡)
4𝜋

0

√4(1) + 1𝑑𝑡 = ∫ (𝑡)
4𝜋

0

√5𝑑𝑡 =
√5𝑡2

2
|
4𝜋
0

= 𝟖√𝟓 𝝅𝟐 

18
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Integrales de línea en campos conservativos 

 

Teorema fundamental de las integrales de línea: 

Sea C una curva suave a trozos contenida en una región abierta R y dada por:  

 

𝑟 (𝑡) = 𝑥(𝑡)𝑖̂ + 𝑦(𝑡)𝑗̂ + 𝑧(𝑡)�̂�, 𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 

 

Si �⃗�(𝑥, 𝑦) = 𝑥(𝑡)𝑖̂ + 𝑦(𝑡)𝑗̂  es conservativo en R, y M y N son continuas en R, 
entonces,  

∫ �⃗�

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = ∫ 𝛁𝒇

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = 𝑓(𝑥(𝑏), 𝑦(𝑏)) − 𝑓(𝑥(𝑎), 𝑦(𝑎)) 

 

Donde 𝑓 es una función potencial de �⃗�. Es decir,  �⃗⃗⃗�(𝒙, 𝒚) = 𝛁𝒇(𝒙, 𝒚)  

 

Demostración:  

Como �⃗�(𝑥, 𝑦) es conservativo, existe una función potencial tal que: 

 

�⃗�(𝑥, 𝑦) = 𝛁𝒇 = 𝒇𝒙(𝒙, 𝒚)�̂� + 𝒇𝒚(𝒙, 𝒚)𝒋 ̂

 

Por lo tanto, 

 

1

1

2
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∫ �⃗�

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = ∫ �⃗�  ∙  
𝑑𝑟

𝑑𝑡
 𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= ∫ (𝒇𝒙(𝒙, 𝒚)�̂� + 𝒇𝒚(𝒙, 𝒚)𝒋̂)  ∙ (
𝒅𝒙

𝒅𝒕
�̂� +

𝒅𝒚

𝒅𝒕
𝒋̂)   𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

 

= ∫ (𝒇𝒙(𝒙, 𝒚)
𝒅𝒙

𝒅𝒕
+ 𝒇𝒚(𝒙, 𝒚)

𝒅𝒚

𝒅𝒕
)    𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

 

Utilizando regla de la cadena: 

 

= ∫
𝑑

𝑑𝑡
[𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))]𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

 

Aplicando el teorema fundamental del cálculo: 

 

= 𝑓(𝑥(𝑏), 𝑦(𝑏)) − 𝑓(𝑥(𝑎), 𝑦(𝑎)) 

 

Ejemplo 16  

Mostrar que el valor de  ∫ �⃗�
𝐶

∙ 𝑑𝑟    es el mismo para cada representación 

paramétrica de C: 

 

�⃗�(𝑥, 𝑦) = (𝑥2 + 𝑦2)𝑖̂ + 𝑥𝑦𝑗 ̂

𝑎)  𝑟1⃗⃗⃗ ⃗(𝑡) = t𝑖̂ + √𝑡𝑗̂         0 ≤ 𝑡 ≤ 4 

𝑏)  𝑟2⃗⃗⃗⃗ (𝑤) = w2𝑖̂ + 𝑤𝑗̂         0 ≤ 𝑤 ≤ 2 

 

2

36

57
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Solución: 

 

𝑎)  𝑟1⃗⃗⃗ ⃗(𝑡) = t𝑖̂ + √𝑡𝑗̂         0 ≤ 𝑡 ≤ 4 

 

�⃗�(𝑥, 𝑦) = (𝑥2 + 𝑦2)𝑖̂ + 𝑥𝑦𝑗 ̂

 

 

x(t) = t      y       y(t) = √𝑡 

𝑑𝑟 = (𝑖̂ +
1

2√𝑡
𝑗̂ ) 𝑑𝑡 

∫ �⃗�

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = ∫ (((𝑡)2 + (√𝑡)
2

) 𝑖̂ + ((𝑡)(√𝑡)) 𝑗̂) ∙
4

0

(�̂� +
1

2√𝑡
�̂� ) 𝑑𝑡 

 

= ∫ ((𝑡2 + 𝑡)𝑖̂ + 𝑡√𝑡 𝑗̂) ∙ (�̂� +
1

2√𝑡
�̂� ) 𝑑𝑡

4

0

= ∫ (𝑡2 + 𝑡 +
𝑡

2
)

4

0

𝑑𝑡 

 

= ∫ (𝑡2 +
3

2
𝑡)

4

0

𝑑𝑡 =
𝑡3

3
+

3𝑡2

4
|
4
0

= (
43

3
+

3(4)2

4
) − 0 =

64

3
+ 12 =

𝟏𝟎𝟎

𝟑
 

 

𝑏)  𝑟2⃗⃗⃗⃗ (𝑤) = w2𝑖̂ + 𝑤𝑗̂         0 ≤ 𝑤 ≤ 2 

 

�⃗�(𝑥, 𝑦) = (𝑥2 + 𝑦2)𝑖̂ + 𝑥𝑦𝑗 ̂

 

4

38
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x(w) = w2      y       y(w) = w 

𝑑𝑟 = (2𝑤𝑖̂ + 𝑗̂ )𝑑𝑤 

∫ �⃗�

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = ∫ (((w2)2 + (𝑤)2)𝑖̂ + ((w2)(𝑤))𝑗̂) ∙
2

0

(2𝑤𝑖̂ + 𝑗̂ )𝑑𝑤 

 

= ∫ ((𝑤4 + 𝑤2)𝑖̂ + 𝑤3 𝑗̂) ∙ (2𝑤𝑖̂ + 𝑗̂ )𝑑𝑤
2

0

= ∫ (2𝑤5 + 2𝑤3 + 𝑤3)
2

0

𝑑𝑤 

 

= ∫ (2𝑤5 + 3𝑤3)
2

0

𝑑𝑤 =
2𝑤6

6
+

3𝑤4

4
|
2
0

= (
2(2)6

6
+

3(2)4

4
) − 0 =

64

3
+ 12 =

𝟏𝟎𝟎

𝟑
 

 

Ejemplo 17 

Hallar el valor de la integral de línea  ∫ �⃗�
𝐶

∙ 𝑑𝑟   (Sugerencia: La integración puede 

ser más sencilla si �⃗� es conservativo). 

 

�⃗�(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑒𝑥𝑦𝑖̂ + 𝑥𝑒𝑥𝑦𝑗̂ 

 

𝑎)  𝑟1⃗⃗⃗ ⃗(𝑡) = t𝑖̂ − (𝑡 − 3)𝑗̂         0 ≤ 𝑡 ≤ 3 

𝑏) 𝐿𝑎 𝑡𝑟𝑎𝑦𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎 𝑐𝑒𝑟𝑟𝑎𝑑𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑒𝑛 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑑𝑒𝑠𝑑𝑒 (0,3)ℎ𝑎𝑠𝑡𝑎 (0,0), 

𝑑𝑒𝑠𝑝𝑢é𝑠 𝑑𝑒𝑠𝑑𝑒 (0,0) ℎ𝑎𝑠𝑡𝑎 (3,0) 𝑦 𝑑𝑒𝑠𝑑𝑒 (3,0) ℎ𝑎𝑠𝑡𝑎 (0,3)  

 

Solución: 

 

3

35
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𝑎)  𝑟1⃗⃗⃗ ⃗(𝑡) = t𝑖̂ − (𝑡 − 3)𝑗̂         0 ≤ 𝑡 ≤ 3 

 

�⃗�(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑒𝑥𝑦𝑖̂ + 𝑥𝑒𝑥𝑦𝑗̂ 

 
 

x(t) = t      y       y(t) = −(t − 3) 

𝑑𝑟 = (𝑖̂ − 𝑗̂ )𝑑𝑡 

∫ �⃗�

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = ∫ (−(𝑡 − 3)𝑒𝑡(−(𝑡−3))𝑖̂ + 𝑡𝑒𝑡(−(𝑡−3))𝑗̂) ∙
3

0

(𝑖̂ − 𝑗̂ )𝑑𝑡 

 

= ∫ (−(𝑡 − 3)𝑒−𝑡2+3𝑡𝑖̂ + 𝑡𝑒−𝑡2+3𝑡𝑗̂) ∙
3

0

(𝑖̂ − 𝑗̂ )𝑑𝑡 = ∫ (−(𝑡 − 3)𝑒−𝑡2+3𝑡 − 𝑡𝑒−𝑡2+3𝑡)
3

0

𝑑𝑡 

 

= ∫ (−𝑡 + 3 − 𝑡)
3

0

𝑒−𝑡2+3𝑡𝑑𝑡 = ∫ (−2𝑡 + 3)
3

0

𝑒−𝑡2+3𝑡𝑑𝑡 = 𝑒−𝑡2+3𝑡 |
3
0

= (𝑒−(3)2+3(3)) − (𝑒−(0)2+3(0)) 

 

= 𝑒0 − 𝑒0 = 𝟎 

 

Ahora veamos si el campo es conservativo: 

 

𝝏𝑴

𝝏𝒚
=

𝝏𝑵

𝝏𝒙
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�⃗�(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑒𝑥𝑦𝑖̂ + 𝑥𝑒𝑥𝑦𝑗̂ 

 

𝝏𝑴

𝝏𝒚
=

𝝏𝑵

𝝏𝒙
 

𝑀 = 𝑦𝑒𝑥𝑦        →          
𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 𝑥𝑦𝑒𝑥𝑦 + 𝑒𝑥𝑦 

𝑁 = 𝑥𝑒𝑥𝑦        →          
𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 𝑥𝑦𝑒𝑥𝑦 + 𝑒𝑥𝑦 

 

Por lo tanto, el campo es conservativo. En seguida se resolverá obteniendo la 
función de potencia: 

∫ �⃗�

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = ∫ 𝛁𝒇

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = 𝑓(𝑥(𝑏), 𝑦(𝑏)) − 𝑓(𝑥(𝑎), 𝑦(𝑎)) 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑀𝑑𝑥 = ∫ 𝑦𝑒𝑥𝑦 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥𝑦 + 𝑔(𝑦) 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑁𝑑𝑦 = ∫ 𝑥𝑒𝑥𝑦 𝑑𝑦 = 𝑒𝑥𝑦 + ℎ(𝑥) 

 

Por lo tanto, 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥𝑦 + 𝑘 

 

∫ �⃗�

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = ∫ 𝛁𝒇

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = 𝑓(𝑥(𝑏), 𝑦(𝑏)) − 𝑓(𝑥(𝑎), 𝑦(𝑎)) 

28



454 

 

𝑟1⃗⃗⃗ ⃗(𝑡) = t𝑖̂ − (𝑡 − 3)𝑗̂         0 ≤ 𝑡 ≤ 3 

𝑟1⃗⃗⃗ ⃗(0) = 0𝑖̂ + 3𝑗̂         (0,3)  𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝐼𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 

𝑟1⃗⃗⃗ ⃗(3) = 3𝑖̂ − 0𝑗̂         (3,0)  𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝐹𝑖𝑛𝑎𝑙 

 

= 𝑓(𝑥(3), 𝑦(3)) − 𝑓(𝑥(0), 𝑦(0))   

= 𝑓(3,0) − 𝑓(0,3) 

= (𝑒(3)(0) + 𝑘) − (𝑒(0)(3) + 𝑘) 

= 1 + 𝑘 − 1 − 𝑘 

= 𝟎 

 

b) 𝐿𝑎 𝑡𝑟𝑎𝑦𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎 𝑐𝑒𝑟𝑟𝑎𝑑𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑒𝑛 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑑𝑒𝑠𝑑𝑒 (0,3)ℎ𝑎𝑠𝑡𝑎 (0,0), 
𝑑𝑒𝑠𝑝𝑢é𝑠 𝑑𝑒𝑠𝑑𝑒 (0,0) ℎ𝑎𝑠𝑡𝑎 (3,0) 𝑦 𝑑𝑒𝑠𝑑𝑒 (3,0) ℎ𝑎𝑠𝑡𝑎 (0,3)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�⃗�(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑒𝑥𝑦𝑖̂ + 𝑥𝑒𝑥𝑦𝑗̂ 

 
 

C1:   �⃗⃗⃗�(t) = (3 − t)ĵ                            0 ≤ 𝑡 ≤ 3     

C2:    𝑟(t) = (t − 3)î                            3 ≤ 𝑡 ≤ 6  

𝐶1 

𝐶2 

𝐶3 
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Para C3: 

(0,3) 𝑎 (3,0) 

 

𝑚 =
𝑦2 − 𝑦1

𝑥2 − 𝑥1
=

0 − 3

3 − 0
= −1 

 

𝑦 − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1) 

 

𝑦 − 0 = −1(𝑥 − 3) 

 

𝑦 = −𝑥 + 3 

 

Como va de (0,3) 𝑎 (3,0) entonces ajustamos la recta a la parametrización correcta: 

 

𝑥 = 9 − 𝑡     𝑑𝑒     6 ≤ 𝑡 ≤ 9 

 

𝑦 = −(9 − 𝑡) + 3 

 

C3:   �⃗⃗⃗�(t) = (9 − t)î + [−(9 − 𝑡) + 3]ĵ                            6 ≤ 𝑡 ≤ 9 

 
 

Una vez que tenemos las 3 curvas parametrizadas calculamos la integral: 
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∫ �⃗�

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = ∫ �⃗�

𝐶1

∙ 𝑑𝑟 + ∫ �⃗�

𝐶2

∙ 𝑑𝑟 + ∫ �⃗�

𝐶3

∙ 𝑑𝑟 

 

C1:   �⃗⃗⃗�(t) = (3 − t)ĵ                            0 ≤ 𝑡 ≤ 3 

 

�⃗�(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑒𝑥𝑦𝑖̂ + 𝑥𝑒𝑥𝑦𝑗̂ 

 

x(t) = 0      y       y(t) = 3 − t         0 ≤ 𝑡 ≤ 3 

𝑑𝑟 = (−𝑗̂ )𝑑𝑡 

∫ �⃗�

𝐶1

∙ 𝑑𝑟 = ∫ ((3 − 𝑡)𝑒(0)(3−𝑡)𝑖̂ + (0)𝑒(0)(3−𝑡)𝑗̂) ∙
3

0

(−𝑗̂ )𝑑𝑡 

 

= ∫ ((3 − 𝑡)𝑖̂) ∙
3

0

(−𝑗̂ )𝑑𝑡 = ∫ 0
3

0

𝑑𝑡 = 𝟎 

 

C2:    𝑟(t) = (t − 3)î                            3 ≤ 𝑡 ≤ 6 

 

�⃗�(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑒𝑥𝑦𝑖̂ + 𝑥𝑒𝑥𝑦𝑗̂ 

x(t) = 3 − t      y       y(t) = 0       3 ≤ 𝑡 ≤ 6 

𝑑𝑟 = (−𝑖̂ )𝑑𝑡 

∫ �⃗�

𝐶2

∙ 𝑑𝑟 = ∫ ((0)𝑒(3−𝑡)(0)𝑖̂ + (3 − 𝑡)𝑒(3−𝑡)(0)𝑗̂) ∙
6

3

(−𝑖̂ )𝑑𝑡 

17
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= ∫ ((3 − 𝑡)𝑗̂) ∙
6

3

(−𝑖̂ )𝑑𝑡 = ∫ 0
6

3

𝑑𝑡 = 𝟎 

 

C3:   �⃗⃗⃗�(t) = (9 − t)î + [−(9 − 𝑡) + 3]ĵ                            6 ≤ 𝑡 ≤ 9 

 

�⃗�(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑒𝑥𝑦𝑖̂ + 𝑥𝑒𝑥𝑦𝑗̂ 

 

x(t) = 9 − t      y       y(t) = −(9 − t) + 3       6 ≤ 𝑡 ≤ 9 

𝑑𝑟 = (−𝑖̂ + 𝑗̂)𝑑𝑡 

∫ �⃗�

𝐶3

∙ 𝑑𝑟 = ∫ ((9 − 𝑡)𝑒(9−𝑡)(−(9−𝑡)+3)𝑖̂ + (−(9 − 𝑡) + 3)𝑒(9−𝑡)(−(9−𝑡)+3)𝑗̂) ∙
9

6

(−𝑖̂ + 𝑗̂)𝑑𝑡 

 

= ∫ ((9 − 𝑡)𝑒(9−𝑡)(𝑡−6)𝑖̂ + (𝑡 − 6)𝑒(9−𝑡)(𝑡−6)𝑗̂) ∙
9

6

(−𝑖̂ + 𝑗̂)𝑑𝑡 

 

= ∫ (−(9 − 𝑡)𝑒(9−𝑡)(𝑡−6) + (𝑡 − 6)𝑒(9−𝑡)(𝑡−6))
9

6

𝑑𝑡 

 

= ∫ (−(9 − 𝑡) + (𝑡 − 6))𝑒(9−𝑡)(𝑡−6)
9

6

𝑑𝑡 

 

= ∫ (2𝑡 − 15)𝑒−𝑡2+15𝑡−54
9

6

𝑑𝑡 = − ∫ −(2𝑡 − 15)𝑒−𝑡2+15𝑡−54
9

6

𝑑𝑡 

24
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= −𝑒−𝑡2+15𝑡−54 |
9

6
= (−𝑒−(9)2+15(9)−54) − (−𝑒−(6)2+15(6)−54) 

 

= −𝑒0 + 𝑒0 = 𝟎 

 

∫ �⃗�

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = ∫ �⃗�

𝐶1

∙ 𝑑𝑟 + ∫ �⃗�

𝐶2

∙ 𝑑𝑟 + ∫ �⃗�

𝐶3

∙ 𝑑𝑟 = 0 + 0 + 0 = 𝟎 

 

Ahora veamos si el campo es conservativo: 

 

𝝏𝑴

𝝏𝒚
=

𝝏𝑵

𝝏𝒙
 

 

�⃗�(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑒𝑥𝑦𝑖̂ + 𝑥𝑒𝑥𝑦𝑗̂ 

 

𝝏𝑴

𝝏𝒚
=

𝝏𝑵

𝝏𝒙
 

 

𝑀 = 𝑦𝑒𝑥𝑦        →          
𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 𝑥𝑦𝑒𝑥𝑦 + 𝑒𝑥𝑦 

𝑁 = 𝑥𝑒𝑥𝑦        →          
𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 𝑥𝑦𝑒𝑥𝑦 + 𝑒𝑥𝑦 

 

17
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Por lo tanto, el campo es conservativo. En seguida se resolverá obteniendo la 
función de potencia: 

∫ �⃗�

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = ∫ 𝛁𝒇

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = 𝑓(𝑥(𝑏), 𝑦(𝑏)) − 𝑓(𝑥(𝑎), 𝑦(𝑎)) 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑀𝑑𝑥 = ∫ 𝑦𝑒𝑥𝑦 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥𝑦 + 𝑔(𝑦) 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑁𝑑𝑦 = ∫ 𝑥𝑒𝑥𝑦 𝑑𝑦 = 𝑒𝑥𝑦 + ℎ(𝑥) 

 

Por lo tanto, 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥𝑦 + 𝑘 

 

∫ �⃗�

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = ∫ 𝛁𝒇

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = 𝑓(𝑥(𝑏), 𝑦(𝑏)) − 𝑓(𝑥(𝑎), 𝑦(𝑎)) 

 

= 𝑓(𝑥(0), 𝑦(0)) − 𝑓(𝑥(0), 𝑦(0)) = 𝑓(0,3) − 𝑓(0,3) = 0 

  𝑦𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑎 𝑡𝑟𝑎𝑦𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎 𝑒𝑠 𝑐𝑒𝑟𝑟𝑎𝑑𝑎 𝑦 𝑒𝑙 𝑐𝑎𝑚𝑝𝑜 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜.  

 

De lo anterior podemos concluir que, si el campo es conservativo y la trayectoria es 
cerrada, entonces: 

28
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∫ �⃗�

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = 0   

 

Independencia de la trayectoria: 

 

Si �⃗� es continuo en una región abierta y conexa, entonces la integral de línea 

∫ �⃗�

𝐶

∙ 𝑑𝑟 

es independiente de la trayectoria si y sólo si �⃗�  es conservativo. 

 

Condiciones equivalentes: 

Sea �⃗�(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑀𝑖̂ + 𝑁𝑗̂ + 𝑃�̂�  con primeras derivadas parciales continuas en una 
región abierta R, y sea C una curva suave a trozos en R. Las condiciones siguientes 
son equivalentes: 

 

✓ �⃗�  es conservativo. Es decir, �⃗� = ∇𝑓 para alguna función 𝑓.  

 

✓ ∫ �⃗�
⬚

𝐶
∙ 𝑑𝑟   es independiente de la trayectoria. 

 

✓ ∫ �⃗�
⬚

𝐶
∙ 𝑑𝑟 = 0  para toda curva cerrada C en R. 

 

1

6
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Ejemplo 18 

Hallar el valor de la integral de línea  ∫ �⃗�
𝐶

∙ 𝑑𝑟   (Sugerencia: La integración puede 

ser más sencilla si �⃗� es conservativo). 

 

�⃗�(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦2𝑖̂ + 2𝑥2𝑦𝑗̂ 

𝑎)  𝑟1⃗⃗⃗ ⃗(𝑡) = t𝑖̂ +
1

𝑡
𝑗̂         1 ≤ 𝑡 ≤ 3 

𝑏)  𝑟2⃗⃗⃗⃗ (𝑡) = (t + 1)𝑖̂ −
1

3
(𝑡 − 3)𝑗̂         0 ≤ 𝑡 ≤ 2 

 

Solución: 

Si el campo es conservativo podemos resolverlo eligiendo la trayectoria más simple 
(una recta) o bien, obteniendo la función potencial. 

 

�⃗�(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦2𝑖̂ + 2𝑥2𝑦𝑗̂ 

 

𝝏𝑴

𝝏𝒚
=

𝝏𝑵

𝝏𝒙
 

𝑀 = 2𝑥𝑦2        →          
𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 4𝑥𝑦 

𝑁 = 2𝑥2𝑦       →          
𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 4𝑥𝑦 

 

Por lo tanto, el campo es conservativo.  

 

En seguida se resolverá obteniendo la recta como trayectoria más simple: 

3
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𝑎)  𝑟1⃗⃗⃗ ⃗(𝑡) = t𝑖̂ +
1

𝑡
𝑗̂         1 ≤ 𝑡 ≤ 3 

 

  𝑟1⃗⃗⃗ ⃗(1) = 𝑖̂ + 𝑗̂         →          (1,1) 

  𝑟1⃗⃗⃗ ⃗(3) = 3𝑖̂ +
1

3
𝑗̂         →         (3,

1

3
) 

 

(1,1) 𝑎 (3,
1

3
) 

 

𝑚 =
𝑦2 − 𝑦1

𝑥2 − 𝑥1
=

1
3 − 1

3 − 1
=

−
2
3

2
= −

1

3
 

 

𝑦 − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1) 

 

𝑦 − 1 = −
1

3
(𝑥 − 1) 

 

𝑦 = −
1

3
𝑥 +

1

3
+ 1 

 

𝑦 = −
1

3
𝑥 +

4

3
 

 
 

Como va de (1,1) 𝑎 (3,
1

3
)  entonces ajustamos la recta a la parametrización 

correcta: 
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𝑥 = 𝑡     𝑑𝑒     1 ≤ 𝑡 ≤ 3 

 

𝑦 = −
1

3
𝑡 +

4

3
 

 

𝐶:   �⃗⃗⃗�(t) = 𝑡î + (−
1

3
𝑡 +

4

3
) ĵ                          1 ≤ 𝑡 ≤ 3 

 
 

�⃗�(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦2𝑖̂ + 2𝑥2𝑦𝑗̂ 

 

x(t) = t      y       y(t) = −
1

3
𝑡 +

4

3
       

 

𝑑𝑟 = (𝑖̂ −
1

3
𝑗̂) 𝑑𝑡 

∫ �⃗�

𝐶1

∙ 𝑑𝑟 = ∫ (2(𝑡) (−
1

3
𝑡 +

4

3
)

2

𝑖̂ + 2(𝑡)2 (−
1

3
𝑡 +

4

3
) 𝑗̂) ∙

3

1

(𝑖̂ −
1

3
𝑗̂) 𝑑𝑡 

 

= ∫ (2𝑡 (
1

9
𝑡2 −

8

9
𝑡 +

16

9
) 𝑖̂ + 2𝑡2 (−

1

3
𝑡 +

4

3
) 𝑗̂) ∙

3

1

(𝑖̂ −
1

3
𝑗̂) 𝑑𝑡 

 

= ∫ ((
2

9
𝑡3 −

16

9
𝑡2  +

32

9
𝑡) 𝑖̂ + (−

2

3
𝑡3 +

8

3
𝑡2) 𝑗̂) ∙

3

1

(𝑖̂ −
1

3
𝑗̂) 𝑑𝑡 

 

4

45
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= ∫ ((
2

9
𝑡3 −

16

9
𝑡2  +

32

9
𝑡) −

1

3
(−

2

3
𝑡3 +

8

3
𝑡2))

3

1

𝑑𝑡 

 

= ∫ (
2

9
𝑡3 −

16

9
𝑡2  +

32

9
𝑡 +

2

9
𝑡3 −

8

9
𝑡2)

3

1

𝑑𝑡 

 

= ∫ (
4

9
𝑡3 −

24

9
𝑡2  +

32

9
𝑡)

3

1

𝑑𝑡 = ∫ (
4

9
𝑡3 −

8

3
𝑡2  +

32

9
𝑡)

3

1

𝑑𝑡 

 

=
1

9
𝑡4 −

8

9
𝑡3  +

16

9
𝑡2 |

3
1

= (
1

9
(3)4 −

8

9
(3)3  +

16

9
(3)2) − (

1

9
(1)4 −

8

9
(1)3  +

16

9
(1)2) 

= (9 − 24 + 16) − (
1

9
−

8

9
 +

16

9
) = 1 − 1 = 𝟎 

 

En seguida se resolverá obteniendo la función de potencia: 

 

∫ �⃗�

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = ∫ 𝛁𝒇

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = 𝑓(𝑥(𝑏), 𝑦(𝑏)) − 𝑓(𝑥(𝑎), 𝑦(𝑎)) 

 

�⃗�(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦2𝑖̂ + 2𝑥2𝑦𝑗̂ 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑀𝑑𝑥 = ∫ 2𝑥𝑦2 𝑑𝑥 = 𝑥2𝑦2 + 𝑔(𝑦) 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑁𝑑𝑦 = ∫ 2𝑥2𝑦 𝑑𝑦 = 𝑥2𝑦2 + ℎ(𝑥) 

4

7
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Por lo tanto, 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦2 + 𝑘 

 

∫ �⃗�

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = ∫ 𝛁𝒇

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = 𝑓(𝑥(𝑏), 𝑦(𝑏)) − 𝑓(𝑥(𝑎), 𝑦(𝑎)) 

 

= 𝑓(𝑥(3), 𝑦(3)) − 𝑓(𝑥(1), 𝑦(1)) 

 

 𝑟1⃗⃗⃗ ⃗(𝑡) = t𝑖̂ +
1

𝑡
𝑗̂         1 ≤ 𝑡 ≤ 3 

 

  𝑟1⃗⃗⃗ ⃗(1) = 𝑖̂ + 𝑗̂         →          (1,1) 

 

  𝑟1⃗⃗⃗ ⃗(3) = 3𝑖̂ +
1

3
𝑗̂         →         (3,

1

3
) 

 

= 𝑓 (3,
1

3
) − 𝑓(1,1) 

 

= ((3)2 (
1

3
)

2

+ 𝑘) − ((1)2(1)2 + 𝑘) = (1 + 𝑘) − (1 + 𝑘) 

 

= 𝟎 
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𝑏)  𝑟2⃗⃗⃗⃗ (𝑡) = (t + 1)𝑖̂ −
1

3
(𝑡 − 3)𝑗̂         0 ≤ 𝑡 ≤ 2 

 

Primero se resolverá con la recta como trayectoria más simple: 

 

𝑟2⃗⃗⃗⃗ (𝑡) = (t + 1)𝑖̂ −
1

3
(𝑡 − 3)𝑗̂         0 ≤ 𝑡 ≤ 2 

 

�⃗�(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦2𝑖̂ + 2𝑥2𝑦𝑗̂ 

 

x(t) = t + 1      y       y(t) = −
1

3
(𝑡 − 3)       

 

𝑑𝑟 = (𝑖̂ −
1

3
𝑗̂) 𝑑𝑡 

∫ �⃗�

𝐶1

∙ 𝑑𝑟 = ∫ (2(𝑡 + 1) (−
1

3
(𝑡 − 3))

2

𝑖̂ + 2(𝑡 + 1)2 (−
1

3
(𝑡 − 3)) 𝑗̂) ∙

2

0

(𝑖̂ −
1

3
𝑗̂) 𝑑𝑡 

 

= ∫ (2(𝑡 + 1)
1

9
(𝑡 − 3)2𝑖̂ + 2(𝑡 + 1)2 (−

1

3
𝑡 + 1) 𝑗̂) ∙

2

0

(𝑖̂ −
1

3
𝑗̂) 𝑑𝑡 

 

 

= ∫ (
2

9
(𝑡 + 1)(𝑡2 − 6𝑡 + 9)𝑖̂ + 2(𝑡2 + 2𝑡 + 1) (−

1

3
𝑡 + 1) 𝑗̂) ∙

2

0

(𝑖̂ −
1

3
𝑗̂) 𝑑𝑡 
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= ∫ (
2

9
(𝑡3 − 6𝑡2 + 9𝑡 + 𝑡2 − 6𝑡 + 9)𝑖̂ + 2 (−

1

3
𝑡3 + 𝑡2 −

2

3
𝑡2 + 2𝑡 −

1

3
𝑡 + 1) 𝑗̂) ∙

2

0

(𝑖̂ −
1

3
𝑗̂) 𝑑𝑡 

 

= ∫ (
2

9
(𝑡3 − 5𝑡2 + 3𝑡 + 9)(1) + (2 (−

1

3
𝑡3 +

1

3
𝑡2 +

5

3
𝑡 + 1)) (−

1

3
))

2

0

𝑑𝑡 

 

= ∫ (
2

9
(𝑡3 − 5𝑡2 + 3𝑡 + 9) + (

2

9
𝑡3 −

2

9
𝑡2 −

10

9
𝑡 −

2

3
))

2

0

𝑑𝑡 

 

= ∫ (
2

9
𝑡3 −

10

9
𝑡2 +

2

3
𝑡 + 2 +

2

9
𝑡3 −

2

9
𝑡2 −

10

9
𝑡 −

2

3
)

2

0

𝑑𝑡 

 

= ∫ (
4

9
𝑡3 −

12

9
𝑡2 −

4

9
𝑡 +

4

3
)

2

0

𝑑𝑡 =
1

9
𝑡4 −

12

27
𝑡3 −

2

9
𝑡2 +

4

3
𝑡 |

2
0

 

 

=
1

9
𝑡4 −

4

9
𝑡3 −

2

9
𝑡2 +

4

3
𝑡 |

2
0

 

 

= (
1

9
(2)4 −

4

9
(2)3 −

2

9
(2)2 +

4

3
(2)) − 0 =

16

9
−

32

9
−

8

9
+

8

3
= 𝟎 

 

En seguida se resolverá con la función de potencia: 

∫ �⃗�

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = ∫ 𝛁𝒇

𝐶

∙ 𝑑𝑟 = 𝑓(𝑥(𝑏), 𝑦(𝑏)) − 𝑓(𝑥(𝑎), 𝑦(𝑎)) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦2 + 𝑘 
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= 𝑓(𝑥(2), 𝑦(2)) − 𝑓(𝑥(0), 𝑦(0)) 

 

 𝑟2⃗⃗⃗ ⃗(𝑡) = (t + 1)𝑖 ̂ −
1

3
(𝑡 − 3)�̂�         0 ≤ 𝑡 ≤ 2 

 

  𝑟1⃗⃗⃗ ⃗(0) = 𝑖̂ + 𝑗̂         →          (1,1) 

  𝑟1⃗⃗⃗ ⃗(2) = 3𝑖̂ +
1

3
𝑗̂         →         (3,

1

3
) 

 

= 𝑓 (3,
1

3
) − 𝑓(1,1) 

= ((3)2 (
1

3
)

2

+ 𝑘) − ((1)2(1)2 + 𝑘) = (1 + 𝑘) − (1 + 𝑘) 

= 𝟎 

 

Ejemplo 19 

Hallar el valor de la integral de línea  ∫ (2𝑥 − 3𝑦 + 1)𝑑𝑥 − (3𝑥 + 𝑦 − 5)𝑑𝑦
𝐶

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑪𝟏 

𝒂) 

(𝟎, 𝟎) 

(𝟒, 𝟏) 

(𝟐, 𝟑) 
𝒃) 

𝑪𝟐 

(𝟎, 𝟏) 

𝒙 = √𝟏 − 𝒚𝟐 

(𝟎, −𝟏) 

2
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Solución: 

Primero se analiza si el campo es conservativo: 

 

𝑀 = 2𝑥 − 3𝑦 + 1        ∴      𝑀𝑦 = −3 

𝑁 = −3𝑥 − 𝑦 + 5        ∴      𝑁𝑥 = −3 

 

Como 𝑀𝑦 = 𝑁𝑥  el Campo es CONSERVATIVO. 

 

Como el campo es conservativo se obtiene la función potencial: 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑀𝑑𝑥 = ∫(2𝑥 − 3𝑦 + 1)𝑑𝑥 = 𝑥2 − 3𝑥𝑦 + 𝑥 + ℎ(𝑦) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑁𝑑𝑦 = ∫(−3𝑥 − 𝑦 + 5)𝑑𝑦 = −3𝑥𝑦 −
𝑦2

2
+ 5𝑦 + 𝑔(𝑥) 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = −3𝑥𝑦 −
𝑦2

2
+ 5𝑦 + 𝑥2 + 𝑥 + 𝑘 

𝑪𝟑 

(𝟐, 𝒆𝟐) 

𝒚 = 𝒆𝒙 

(𝟎, 𝟏) 

𝒄) 
𝒅) 

𝑪𝟒 

(𝟎, 𝟏) 

𝒙 = √𝟏 − 𝒚𝟐 

(𝟎, −𝟏) 
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Una vez obtenida la función potencial se procede a resolver cada uno de los incisos, 
esto facilitará llegar a la solución ya que no se resolverá la integral: 

 

a)  

 

 
 
 
 
 
 

 

 

∫(2𝑥 − 3𝑦 + 1)𝑑𝑥 − (3𝑥 + 𝑦 − 5)𝑑𝑦

𝐶

= 𝑓(0,0) − 𝑓(0,0) = 𝟎 

 
 

El resultado era el esperado ya que el campo es CONSERVATIVO y la trayectoria 
es CERRADA. 

 

b)  

 

 

 

 

 

 

𝑪𝟏 

𝒂) 

(𝟐, 𝟑) 

(𝟒, 𝟏) 

(𝟎, 𝟎) 

𝑪𝟐 

(𝟎, 𝟏) 

𝒙 = √𝟏 − 𝒚𝟐 

(𝟎, −𝟏) 

3
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∫ (2𝑥 − 3𝑦 + 1)𝑑𝑥 − (3𝑥 + 𝑦 − 5)𝑑𝑦

𝐶

= 𝑓(0,1) − 𝑓(0, −1) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = −3𝑥𝑦 −
𝑦2

2
+ 5𝑦 + 𝑥2 + 𝑥 

 

= (−3(0)(1) −
(1)2

2
+ 5(1) + (0)2 + (0))

− (−3(0)(−1) −
(−1)2

2
+ 5(−1) + (0)2 + (0)) 

 

=
𝟗

𝟐
+

𝟏𝟏

𝟐
= 𝟏𝟎 

 

c)  

 

 

 

 

 

 

 

∫ (2𝑥 − 3𝑦 + 1)𝑑𝑥 − (3𝑥 + 𝑦 − 5)𝑑𝑦

𝐶

= 𝑓(2, 𝑒2) − 𝑓(0,1) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = −3𝑥𝑦 −
𝑦2

2
+ 5𝑦 + 𝑥2 + 𝑥 

𝑪𝟑 

(𝟐, 𝒆𝟐) 

𝒚 = 𝒆𝒙 

(𝟎, 𝟏) 
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= (−3(2)(𝑒2) −
(𝑒2)2

2
+ 5(𝑒2) + (2)2 + (2))

− (−3(0)(1) −
(1)2

2
+ 5(1) + (0)2 + (0)) 

 

= −6𝑒2 −
𝑒4

4
+ 5𝑒2 + 4 + 2 +

1

2
− 5 = −𝒆𝟐 −

𝒆𝟒

𝟒
+

𝟑

𝟐
 

 

d)  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

La integral es CERO ya que el campo es CONSERVATIVO y la trayectoria es 
CERRADA.  

 

Ejemplo 20  

Hallar el valor de la integral de línea  ∫ 2𝑥𝑦𝑑𝑥 + (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦
𝐶

 

 

𝑎)  𝐶: 𝐸𝑙𝑖𝑝𝑠𝑒 
𝑥2

25
+

𝑦2

16
= 1    𝑑𝑒𝑠𝑑𝑒  (5,0)   ℎ𝑎𝑠𝑡𝑎 (0,4) 

 

𝑪𝟒 

(𝟎, 𝟏) 

𝒙 = √𝟏 − 𝒚𝟐 

(𝟎, −𝟏) 

2

3
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Solución: 

 

𝑥2

25
+

𝑦2

16
= 1            𝑥(𝑡) = 5 cos(𝑡)      𝑦    𝑦(𝑡) = 4𝑠𝑒𝑛(𝑡) 

 

d𝑥 = −5𝑠𝑒𝑛(𝑡)𝑑𝑡      𝑦       𝑑𝑦 = 4 cos(𝑡) 𝑑𝑡 

 

𝑑𝑒𝑠𝑑𝑒  (5,0)   ℎ𝑎𝑠𝑡𝑎 (0,4) 

𝑥 = 5 cos(𝑡)    𝑦   𝑠𝑒 𝑠𝑎𝑏𝑒 𝑞𝑢𝑒    𝑥 = 5     

5 = 5 cos(𝑡)        ∴   cos(𝑡) = 1      𝑡 = arccos(1) = 0 

 

𝑥 = 5 cos(𝑡)    𝑦   𝑠𝑒 𝑠𝑎𝑏𝑒 𝑞𝑢𝑒    𝑥 = 0     

0 = 5 cos(𝑡)        ∴   cos(𝑡) = 0      𝑡 = arccos(0) =
𝜋

2
 

 

0 ≤ 𝑡 ≤
𝜋

2
 

∫ 2𝑥𝑦𝑑𝑥 + (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦

𝐶

 

 

= ∫ [2(5 cos(𝑡))(4𝑠𝑒𝑛(𝑡))(−5𝑠𝑒𝑛(𝑡)𝑑𝑡) + ((5 cos(𝑡))2 + (4𝑠𝑒𝑛(𝑡))
2

) (4 cos(𝑡))]

𝜋
2

0

 

 

= ∫ [−200 cos(𝑡) 𝑠𝑒𝑛2(𝑡) + 100𝑐𝑜𝑠3(𝑡) + 64𝑠𝑒𝑛2(𝑡)cos (𝑡)]𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

4

11

17

17

26
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= −136 ∫ 𝑠𝑒𝑛2(𝑡) cos(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

+ 100 ∫ 𝑐𝑜𝑠3(𝑡)𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

 

= −136 ∫ 𝑠𝑒𝑛2(𝑡) cos(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

+ 100 ∫ 𝑐𝑜𝑠2(𝑡)cos (𝑡)𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

 

= −136 ∫ 𝑠𝑒𝑛2(𝑡) cos(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

+ 100 ∫ (1 − 𝑠𝑒𝑛2(𝑡))cos (𝑡)𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

 

= −
136

3
𝑠𝑒𝑛3(𝑡) + 100𝑠𝑒𝑛(𝑡) −

100

3
𝑠𝑒𝑛3(𝑡) |

𝜋

2
0

 

 

= −
136

3
+ 100 −

100

3
− 0 =

𝟔𝟒

𝟑
 

 

 

Otro método es verificando si el campo es CONSERVATIVO: 

 

𝑀 = 2𝑥𝑦       𝑦      𝑁 = 𝑥2 + 𝑦2 

 

𝑀𝑦 = 2𝑥       𝑦      𝑁𝑥 = 2𝑥     ∴    𝐸𝑠 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 

 

4

11

11
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𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑀𝑑𝑥 = ∫ 2𝑥𝑦𝑑𝑥 = 𝑥2𝑦 + ℎ(𝑦) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑁𝑑𝑦 = ∫(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦 = 𝑥2𝑦 +
𝑦3

3
+ 𝑔(𝑥) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦 +
𝑦3

3
+ 𝑘 

 

∫ 2𝑥𝑦𝑑𝑥 + (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦

𝐶

= 𝑓(0,4) − 𝑓(5,0) 

 

= ((0)2(4) +
(4)3

3
+ 𝑘) − ((5)2(0) +

(0)3

3
+ 𝑘) 

 

=
𝟔𝟒

𝟑
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

15
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6. Anexo 

 

6.1 Anexo A:  Introducción al uso de CalcPlot3D  

Ventana Principal 

Para utilizar el Applet CalPlot3D es necesario tener acceso a internet, hay dos 
versiones una en Inglés y otra en Español que es la que se utiliza en este trabajo, 
las ligas son las siguientes: 

• Versión Inglés: 

https://c3d.libretexts.org/CalcPlot3D/index.html 

• Versión Español: 

https://c3d.libretexts.org/CalcPlot3D/index-es.html 

 

 

 

La imagen anterior muestra la ventana principal del Applet, enseguida se muestra 
cambios o ajustes a la ventana principal: 

https://c3d.libretexts.org/CalcPlot3D/index.html
https://c3d.libretexts.org/CalcPlot3D/index-es.html
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En la parte superior izquierda aparecen 3 botones con cuadrícula, el primer cuadro 
(de izquierda a derecha) es para cambiar los ejes, el segundo para esconder caja, 
ejes, divisiones en ejes, etc. Y el tercer cuadro para explorar gradientes, derivadas 
parciales o direccionales y otros conceptos. 

 

Cambio en tamaño de los ejes, para ello se presiona el primer botón cuadriculado, 
se desplegará una ventana la cual nos permitirá realizar los cambios: 
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Al cambiar las unidades en los ejes de 2 a 10 se puede ver el cambio en la gráfica: 

 

 

 

En caso de necesitar un número muy grande se puede realizar escala: 
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Dando clic en el segundo botón de cuadrícula podemos esconder caja, ejes, 

divisiones, etc. 

 

 

 

 

 

 



480 

 

Para quitar la gráfica de la función se puede hacer de dos formas: dando clic en la 

x que aparece a un lado de la función y la otra opción es deseleccionando la función, 

esta segunda opción es útil cuando se seguirá utilizando la función: 

 

 

 

 

Dando clic 
en la x 
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Resetear o limpiar ventana:  para volver la ventana a su forma original se da clic en 

el primer botón superior izquierdo como se muestra en la siguiente imagen: 

 

 

 

 

 



482 

 

Al dar clic al segundo botón superior izquierdo se limpiará la ventana de gráficas, 

pero no se eliminarán las funciones o entradas: 

 

 

 

 

Pestaña de entradas: En esta pestaña se desplegará una ventana con varias 

opciones según lo que se desee graficar: 
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Función: Al dar clic en función se puede seleccionar de los ejemplos que tiene el 

applet o se puede escribir una función nueva: 

 

 

 

 

 

 

 

Dando clic en la 
pestaña se 
desplegarán las 
funciones contenidas 
por default en el 
Applet, se puede 
escribir una función 
nueva en la casilla de 
la función. 
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Se puede hacer más fina la gráfica cambiando el número de líneas de cuadrículas: 

 

 

 

 

 

 

 

Existe también la opción de escribir la función en su forma x=f(y,z) o y=f(x,z) o en 

forma cilíndrica. 
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Curva paramétrica: 

 

 

 

 

Al igual que en la opción función se pueden seleccionar ejemplos que trae el Applet 

o escribir una función diferente: 
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clic 

Al dar clic en el engrane se 
abre una ventana donde se 
puede seleccionar que en la 
gráfica se muestre punto de 
traza, vector traza, velocidad, 
aceleración, vector tangente 
unitario, vector normal, vector 
binormal, plano osculador así 
como sus ecuaciones. 
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Punto: 
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Vector: 

 

 

 



489 

 

 

 

Etiqueta:  
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Superficie implícita: 
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Al dar clic en el engrane se 
puede invertir el color o poner 
transparente la superficie. 

Aumentando el número de 
cubos se hará más definida la 
superficie. 
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Región: Con esta opción se puede dibujar una región sólida. 

 

 

 

Tercer botón cuadriculado: 

 

 

 

 



493 

 

 

 

 

 

Al dar clic en la 
pestaña se abre una 
ventana con varias 
opciones para ser 
mostradas en la 
gráfica de la función. 
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Curvas de nivel: 
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Campos vectoriales: 
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6.2 Anexo B:  Geogebra  

Para tener acceso a Geogebra se puede hacerlo directamente de internet o 
descargarlo.  

https://www.geogebra.org/graphing 

 

Geogebra se utilizó en este trabajo en menor cantidad que CalcPlot3D, así que 

sólo se aborda para pocas instrucciones: 

 

Ventana principal: 

 

 

 

Entrada 

https://www.geogebra.org/graphing
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Al escribir la palabra clave en la entrada automáticamente GeoGebra nos indicará 
opciones y la forma de escribir lo que se desea calcular. 

Gráfica: Cambiamos a Geogebra 3D 

https://www.geogebra.org/3d 

 

 

 

Curva paramétrica: 

 

 

 

https://www.geogebra.org/3d
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Producto escalar: 
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Producto Vectorial: 

 

 

 

 

 

  



502 

 

6.3 Anexo C: Winplot 

Winplot se utiliza en este trabajo para la graficación de polares, al igual que otros 
graficadores trae para gráficas en R2 y R3 en rectangulares o curvas paramétricas, 
puntos, segmentos, etc. 

 

 

Al seleccionar 2 dimensiones se abre nueva ventana: 
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Al dar clic en Equa se abre una ventana con varias opciones, se selecciona polar y 
nuevamente se abre una ventana: 
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En esta nueva ventana se escribe la función y los valores inicial y final: 

 

 

En el menú superior se puede modificar el tamaño de la ventana de graficación: 
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