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Contribucion Académica:

Se desarrollan estas notas con el fin de contribuir académicamente en la mejora de
la calidad de la ensefianza-aprendizaje del Calculo Vectorial a través del uso de
herramientas tecnoldgicas visuales como el Applet CalcPlot3D que puede ser
utilizado en todo el curso de Calculo vectorial del TecNM, asi como el uso de
Geogebra o Wolfram Alpha para visualizar o verificar algunos de los calculos que se
desarrollan en estas notas.
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Introduccidn

En el presente trabajo se desarrolla el curso de Célculo Vectorial basado en el
programa del TecNM apoyado en herramientas tecnolégicas visuales como el Applet
CalcPlot3D que puede ser utilizado en los cinco elementos de competencia que
comprende el curso, asi como el uso de Geogebra o Wolfram Alpha para visualizar
o verificar algunos de los calculos que se desarrollan en estas notas. Cabe
mencionar que en la mayoria de los ejercicios se estara implementando el Applet
CalclPlot3D ya que fue disefiado, por el maestro Paul Seeburger del Monroe
Community College (State University of New York), como herramienta auxiliar para
calculo vectorial.




1.Algebra de vectores en R?y R®

1.1 Definicién de vector y escalar, grafica y médulo de un vector en
R2 y R3.

Definicién de vector:
A la lista ordenada o secuencia de numeros reales (componentes del vector) se

llama vector de dimension n. Por lo tanto, un vector del espacio R" se representa
como:

- n
V=17=<7v,,V,,V3,..,0, >, donde v € R

Para interés de este curso definiremos un vector comOQn segmento de recta
dirigido. Esto es, un vector queda determinado por su magnitud, su direccién y su
sentido.

Punto Final e
.\\)6 7 ) »
o -~ <— Direccion

Sentido

Punto Inicial -

0 = Direccién o angulo de direccién

Un vector lo representaremos como un par o triada ordenada:
V=0=< Uy >, donde v € R?
v=7=<1,0,v, >, donde v € R

A continuacién, se presentan algunos ejemplos de vectores con su respectiva
gréfica realizada en CalcPlot3D



EJEMPLO 1
Sea A =< 4,7 >, representa graficamente al vector.

Solucion:
Componenteenx: a, =4

Componenteeny: a, =7

Para visualizar la gréafica del vector se recurre al CalcPlot3D (ver Anexo A para el
uso del Applet):

DB NG ¥
Graficar | Modo 30 |5 EEIEE

Afadir a la grafica:

-
(.

Seleccione uno... v

Etiqueta: v=<4,7 >

=LA T
<
Il
A
>
L |
Vv

En el punto: ‘H.'/)7|
Fuente: | Times New Roman v
Negrita [ Cursiva
Matematico-xyz

Tamafio de fuente: M|

Alinear: | Superior-derecha v
Color: |- v‘

Vector: <4,7>

EJEMPLO 2

Sea M =< —6,—8 >, representa graficamente al vector.

Solucién:

Componenteenx: m, = —6

Componenteeny: m, = —8



Para visualizar la gréfica del vector se recurre al CalcPlot3D (ver Anexo A para el
uso del Applet):

CECYONES NG

F

Graficar | Modo 3D @[ﬁﬁ

Afiadir a la grafica

S/

-
I

Seleccione uno... ~|

Friqueta:

En el punto: (-19,-10) |

YR

iy

X

Fuente: | Times New Roman v |

>
12345678910

B Negrita O Cursiva A0 F-7-6-54-3-25

Matemdtico-vy= 3

205t~ a 3

Tamaio de fuente: |20pt v 7 5.

6

Alinear: |Superior-derecha  ~ 7.

- -8
Color: v

- M-<6,85 3

Vector: < -6, -8 >

EJEMPLO 3

Sea R =< 4,-9,5 >, representa graficamente al vector.
Solucioén:
Componenteenx: 1,=4
Componenteeny: 1, =-9
Componenteenz: 1,=05

Para visualizar la gréfica del vector se recurre al CalcPlot3D (ver Anexo A para el
uso del Applet):

%E@@@ z
-

‘Graﬂcar Modo 3D

“Afadir a la grafica:

Seleccione uno... v

Etiqueta: R =<4, -9, 5> X

En el punto:|(4,-12,5)

Fuente: [Times New Roman v
Negrita [ Cursiva
Matemitico-vy=
Tamafio de fuente: [20pt |

Alinear: m

Color: [l

Vector: < 4,-9,5 >




Magnitud y direccién de un vector en R?:

La magnitud de un vector conocidas sus componentes se obtienen aplicando el
teorema de Pitagoras:

IA]” = (@n)? + (ay)?

4]l = V(@0? + (ay)?

\

Ax

El angulo de direccion 6 se calcula utilizando la funcion tangente ya que conocemos
los catetos (ambas componentes del vector).

tan(6) co ay
an(f) = —=—
\’3,\\ ca ay

ay
0 = arctan (—)
N "

Ay

¢ El angulo de direccion 6 es con respecto al semieje x
\MPORTANTE positivo, se debe tener en cuenta el cuadrante en el que
se encuentra el vector.

EJEMPLO 4
Calcular la magnitud y direccion del vector dado graficamente:

<

A=<4,9>

o X
123456789107

- RN WARANR DS
o s .

432-

10



Solucién:

4]l = V(@)% + (ay)?

4] = V()% + (9)2 = V16 + 81 = 197 = 9.85

a 9
0 = arctan (—y> =tan! (—)
Qy 4

6 = 66.04°

45,\ » A=<4,9>
\//
&
6 = 66.04°

N

12345678910

X

EJEMPLO 5
Calcular la magnitud y direccién del vector dado graficamente:

-1098-76-54-3-2-4q11234

A=<-8,-6> -7

11



Solucién:

1]l = (@2 + (ay)°
|4]| = V(=8)? + (—=6)2 = V64 + 36

||4]| = V100 = 10

a, 1 —6
0 = arctan (—) = tan (—) = 36.87°
Qay

Como el vector se encuentra en el tercer cuadrante, es necesario sumar 1800 al
angulo obtenido ya que dicho angulo corresponde al primer cuadrante:

0 ~ 180° + 36.87° = 216.87°

o -
wobhth @ e D

216.87°
36.87°

.........

9 8-7-65-4-32

La respuesta es:

6 =216.87°

12



EJEMPLO 6

Calcular la magnitud y direccién del vector dado graficamente:

A=<-7,4>

~NWaNAN®SD

-109-8-76-54-3-2-3}1 12345
-2

Solucién:

4] = J@o? + (a)*
14]| = V=72 + @72 = V49 + 16
||4]| = V65 = 8.06
6 = arctan (&) = tan™? (i) — _29 750

ay -7

Como el vector se encuentra en el segundo cuadrante, es necesario sumar 180° al
valor del &ngulo obtenido ya que dicho angulo corresponde al primer cuadrante:

A=<-T,4>

150.26°

\'29'750 6 ~ 180° — 29.75° = 150.26°

~obhenoaxes
s .
+—+ ——————>

10-9 87 6-54-32-

Db lddhdi s

La respuesta es:

13



6 = 150.26°

N

5
12345678910

-
s}
-
bk w N e era e

EJEMPLO 7

Calcular la magnitud y direccién del vector dado graficamente:

345678910

Solucién:

I4]l = (@2 + (ay)°

||| = V(9)2 + (=5)2 = V81 + 25

||| = V106 = 10.3

_ Ay _ -1 _ o
0 = arctan|— ) = tan — ) =-29.05
Qy 9

Como el vector se encuentra en el cuarto cuadrante, es necesario sumar 360° al
angulo obtenido ya que dicho angulo corresponde al primer cuadrante:

14



0 =~ 360° — 29.05° = 330.95°

[ IR

330.95°

3 45\67 8910

7654324
2
3
-4
5
-6

A=<9,-5>

La respuesta es:

0 = 330.95°
X
@ 345678910
24>
/ N A=<9,-5>
/4//\
NN
_g'i 205
-1

Componentes de un vector en R*dados magnitud y direccion:

//\\IP& Sen@zgz aﬁ’ Cosezﬂz af
gl R O
! y
0 |
N d
| a, | a, = ||/T||sen(6) a, = ||/_1)||cos(9)

8 = Angulo de direccién con respecto del semieje x positivo.

15




A=< ||A)|| cos(0), ||/_1)||5en(9) >= ||ﬁ|| < cos(0),sen(0) >
l J

Y
Vector de magnitud 1

[|< cos(B),Sen(®) >|| =1

A=J(4,)? + (4y)?

A= \/(cos(e))z + (sen(e))2 =V1=1

En base a lo anterior un vector puede ser expresado en funcién de su magnitud y
direccion:

A= ||ff|| < cos(0),sen(0) >

— I\ . )

Magnitud Direccion

EJEMPLO 8

Calcular las componentes en x y y de cada uno de los siguientes casos:

Solucion:
a, = ||A]|cos(8) = 30C0s(50°) = 19.28

a, = ||4]|sen(8) = 30Sen(50°) = 22.98

A =<19.28,22.98 >

16



6 = 230°

19 -17 -15 -13 -11

1]l

15

|
Ll
9

Solucion:
b, = ||B||cos(8) = 15C0s(230°) = —9.64
b, = ||B||sen(8) = 155en(230°) = —11.49

B =< —9.64,—11.49 >

Solucién:

Considerando el angulo con respecto a la
horizontal (semieje x positivo):

0 = 180° — 45° = 135°
¢y = ||B||cos(8) = 9Cos(135°) = —6.36
¢, = ||B||sen(8) = 9Sen(135°) = 6.36

C=<-6.36,6.36 >

L4
-

o % 9 & h b o=
+—t—t—t—t—+—+—+

>
6 7 8 9 10 11 12 13

6 = —-30°

Solucién:

Considerando el angulo con respecto a la
horizontal (semieje x positivo):

8 = 360° — 30° = 330°
dy = ||D||cos(8) = 14C0s(330°) = 12.12
d, = ||D||sen(8) = 14Sen(330°) = -7

D=<12.12,-7 >

17




Componentes de un vector dados punto inicial y punto final:

Sean P(x;,y,) Y Q(x, ;) los puntos inicial y final del vector V, entonces las
componentes de V vienen dadas por:

Punto Final

Q(x2,¥2)

Punto Inicial

Y2—V1
P(x1,¥1)

-nnu.nmoxqooka"‘i! -

V = Punto final — Punto inicial

V=<x;—X1,y2—Y1>

EJEMPLO 9

Calcula las componentes, la magnitu@la direccion del vector que tiene como punto
inicial A(12,—7) y punto final B(—2, — 4):

Solucion:
AB =@2 —x)i+ (2 —y1)j
AB = (-2-12)i+ (-4 - (=7)j

AB = —14i + 3j

18



Realizando la gréfica en CalcPlot3D se tiene:

—
32 4 1254567891"1112]3’

\A

Como se observa en la gréfica la direccion del vector va del punto A (punto inicial)
hacia el punto B (punto final).

La siguiente grafica contiene al vector obtenido y al vector de posicion
correspondiente:

Vector de posicidn: Vector cuyo punto inicial se encuentra en el origen.

A continuacion, se calcula la magnitud y direccion del vector AB:

”ﬁ” = \/(xz —x1)% + (y2 — y1)?

|4B|| = v (=14)2 + (3)2 = V196 + 9 = V205

3
0 =tan™t (_—14) = —12.09°

El valor correcto es: 6 = 180° — 12.09° = 167.91°

Ya que el vector se encuentra en el segundo cuadrante.

19



0 =167.91°

EJEMPLO 10

Con los datos del ejercicio anterior determina las componentes del vector BA y

realiza la grafica.
Solucion:
BA = (x —x)i+ (2 —y1)f
BA= (12— (=2)i+ (=7 = (=4)]

AB = 14i - 3j

302 4 1 23 45 6 7 8 9 1011 1213

4T
54
ﬁ-\h
74 A
84

A continuacion, se calcula la magnitud y direccion del vector BA:

20



”EZ” = \/(xz —x1)% + (y2 — y1)?

|BA|| = V(142 + (=3)2 = V196 + 9 = V205

6 =tan™?! (E) = —-12.09°

El valor correcto es: 8 = 360° — 12.09° = 347.91°

Ya que el vector se encuentra en el cuarto cuadrante.

» <

el BRI L7 I - ]
I T TR N TR N W |

3.7 6-5-4-32 -12

-2 4
B> 1
o4
5
6
-7 4
-8 4

0 = 347.91°

1 6 78 910111213
Iz, i
V= vz

T 1 f

|

X

21



1.2 Operaciones bésicas:guma de vectores y producto por un
escalar.

Suma de vectores en RZI

Para calculag\ suma de vectores se realiza la suma de componente a componente,
es decir, se suman las componentes respectivamente:

Seaﬁ=< Ay, Ay > Y E)=<bx,by> entonces, Z+§)=<ax+bx,ay+by>

De forma grafica dﬁplazamos elvector B al punto final del vector A y la suma sera
el vector que une el punto inicial de A y el punto final de B, llamada también
resultante.

Resta de vectores en R?:
Para calcular la resta de vectores se realiza la diferencia de componente a

componente, es decir, se restan las componentes respectivamente y respetando el
orden de la resta:

22



Sean4 =< Ay, Ay > Y B =< by, b, > entonces:
K$:< Ay — by, ay — by, >
B -4 =< by — ay, by, —a, >
Enelcasode 4 —B ,de forma grafica deﬁazamos el vector -5 al punto final

del vector A y la resta sera el vector que une el punto inicial de A y el punto final
de -5.

Multiplicacion por escalar en R?:

Para realizagl producto de un vector por un escalar (se llama escalar a cualquier
cantidad real), el producto se realiza multiplicando cada componente por el escalar.

Sean el vector 4 =< ay,a, > yelescalar a entonces:
a(A)=a <a,a,=< aa,aa,>

Al calcular la magnitud del producto se puede observar que afecta la magnitud del
vector, pero no su direccion:

2
lla Al :J(aax)z + (aay) =Ja2ax2 + a’ay?

23



= \/az(axz +a,?) = |af ’axz +a,? = |a| ||4]
/‘ /
a 34 —5A

Magnitud de un vector en R3:

Para obtener la magnitud de un vector conocidas sus componentes
simplemente aplicamos el teorema de Pitdgoras como se muestra a continuacion:

141" = (V@7 + @) + (a,)?

14" = (@x)? + (ayJ* + (az)?

. )

I4]| = V(a,)? + (ay)? + (az)?

%uma de vectores en R3:

La suma de vectores se calcula sumando de componente a componente, es decir,
se suman las componentes respectivamente:

Sean 4" =< Ay, Ay, Az > Y B = v, by, bz > entonces:

A +B =<a,+b,,a,+b,a,+b,>

24



Resta de vectores en R3:

La resta de vectores se obtiene realizando la diferencia de componente a
componente, es decir, se restan las componentes respectivamente y respetando el
orden de la resta:

Sean4 =< Ay, Ay, Az > Y B = Qx, by,bz; > entonces:

I—§)=<ax—bx,ay—by,az—bz>

§Q=< b, — ay,b, — ay, b, —a, >

Multiplicacion por escalar en R3:

El producto degn vector por un escalar se realiza multiplicando cada componente
por el escalar (numero real cualquiera).

Sean el vector 4 =< ay,ay, a; > Yy elescalar a entonces:

aa‘)= a <ay,a,a=<aaq,aa,aaq,>

Al calcular la magnitud del producto se puede observar que afecta la magnitud del
vector, pero no su direccion:

2
|| Al| = \/(aax)z + (aay) + +(aa,)? = \/azaxz + a?a,? + a?a,?

= \/az(axz +a,? + a,?) = Icrl\/ax2 +a,? +a,? = |al ||/T||

25



Vectores Candnicos 3‘{

i=<1,00> 2
j=<0,10>
k=<001>

el = lljll = [|&]| = 1

X

Un vectoge puede expresar como combinacion lineal de los vectores canénicos,
esto se puede justificar aplicando el concepto de multiplicacion por escalar y suma
de vectores:

A=<a,a,a,>
A= a,i+a,j + ak
Ejemplo en R?:

Seav =<4,3>

Ejemplo en R3:

—

A=<4,3,5>4i+3j +6k sl gt

s \ 26




A=<4,3,6>

Al realizar la suma de 47 con
3], se tiene:

41 + 3j

En la imagen se representan
los vectores de direccidon en
cada uno de los ejes.

Finalmente, al realizar la suma

de 4i + 3j con 6k, se tiene:

41 + 3j + 6k

27



Propiedades de los Vectores:

Sean A,B y C los vectores en el espacio y sean cy d escalares, entonces se
cumple:

1. A+ B=B + 4 Propiedad Conmutativa
2. (9 + E) +C= A4+ (B + C) Propiedad Asociativa
3. A+0=4 Neutro Aditivo

4. £ + (— /T) =0 Inverso Aditivo

5. gld A) = (cd) 4 = d(c 4)

6. (c+d)A=cA+dA Propiedad Distributiva
7. c(/f + §) =cA+cB Propiedad Distributiva
8. 1(A) =4, 0(d)=0

Vector Unitario:

Como el nombre lo indica es un vector de magnitud 1 y se puede considerar
adimensional.

2 NN

.
“ NIl

EJEMPLO 1

Sean los vectores A =91 —2j y B = —6{—7j, calcular:

28



Solucién:

a) A +B =<9,-2>+<—6,-7>=(9+(=6))i+ (=2 + (=7))j = 3i - 9j

b) B+4 =<—6,—-7>+<9,-2>=(=6+9)i+ (=7 +(=2))j =3i—9j

V&=
;dosn'@@@

iBienvenido a CalcPlot3D!

BRSO
icar | wodo 30 | EEREEY

lir a la grafica: | Seleccione uno... ~|
tiqueta: /W\
ector: <3,-9>

ector:| <-6,-7> |
tiqueta:|A = 9i-2] |
ector: <9,-2> X

fica: | Seleccione uno... v |J

B+A=3i-

:|(-4.-6.-6)

9

mes New Roman v

O Cursiva B Matemético-xvz

fuente: 14pt~

uperior-derecha v |

7]

19>

B =-6i-7]

6,-7>
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) A—B =<9,-2>—-<—6,—7>= (9—6)i + (=2 — (=7))j = 15i + 5

= IBienvenido a CalcPlot3D!

BFRSA =)
Graficar || Modo 3D |@ﬁ

Afladir a la grifica: | Seleccione uno... ~

Vecmr:|<1 55>

FEtiqueta: A- B = 15i+5]

Enel punto: (15,5)

Fuente: Times New Roman v

Negrita [JCursiva B Matematico-vyz

Tamano de fuente: | 14pt ~

Alinear: [Superior-derecha ~
Color: [l *

Vector:|<15,5>

Ftiqueta: B = -6i-7) |

Vector:[<-6,-7>

Etiqueta: A= 9i-2) |

Vector:[<9,-2>

A - B =15i+5j

d B—4 =(-6i—7))— (91 —2)) = (=6 —9)i + (—=7—2) = —15i — 5]

@

FR&SAE]F

Graficar | Modo 3D @E

[Aﬁadu a la grafica: | Seleccione uno... ~

Vector:

Color: - ¥ |Ancho = |2

Punto inicial:
(9.-2) |

<-15,-5> | X

Etiqueta:

Vector:|<-15,-5>

B-A=-15i-5 ]

Etiqueta: B = -61-7]

Vector: [<-6,-7>

Etiqueta:|A = 9i-2] X

Vector:<9,-2>

IBienvenido a CalcPlot3D!

B - A =-15i-5j

De lo anterior se puede observar que:

F+4 y A-F=-(F-7)
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e) 2B = 2(—6i— 7)) = 2(—6)i + 2(-=7)j = —12i — 14

iBienvenido a CalcPlot3D!

CERVVSNG

Graficar | Modo 30 E@

Afiadir a la gréfica: | Seleccione uno...

Vecmr:‘<42,-l4>

Etiqueta: [2B = -12i - 14]

Enel punto: |(-12,-14,1)

Fuenre: | Times New Roman v

B Negrita [ Cursiva B Matemdtico-vy=

Tamario de fuente; | 14pt~
Alinear: |Superior-derecha ~|

Color: [l *

] Vector: ‘ <-15,-5>

1B =-12i- 14j

Etiqueta: B = 6i-7]

4 & il by b
=

Vector:[<-6,-7>

B =

2B =-12i—14] - |[B|| = (=12)2 + (-14)? = V340 = 2v85

Se verifica que al multiplicar un vector por un escalar modifica su

—-6i—7) - |[B| = (=6)% + (=7)? = V36 + 49 = V85

magnitud mas no su direccion.

f)—3A == (91 =2)) = =2 (i —(-2)f = -

DRRISNGE
Graticar | [ Modo 30 | (5] FEIFFER.

Afladir a Iz grfica: [Seleccione uno.. -

Vector: <-7/2,1>

Etiqueta:[1/2A=-T/2i+ |

Fn el punto:(-8,1) |

Fuente: | Times New Roman ~

G Negrita [ Cirsiva B Matemtico-vyz
Tamailo de fuente: [ 14ptv
Alinear: [Superior-derecha ~
Color: - v
[] Vector: <-15,-5>
] Etiqueta: B = -6i-7j |
[ Vector: <-6.-7>
FEtiqueta: |A = 9i-2] |

Vector: <6,2>

9, .
E 1+ ]
iBienvenido a CalcPlot3D!
z
A Al multiplicar por
: una cantidad
1A= T2i+) negativa el vector

cambia su sentido y
magnitud, pero no
su direccion.
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EJEMPLO 2

Grafica cada uno de los vectores dados:

a) A=<-4,3,5>

Solucion:

—

b) B=<4,-3,5>

Solucién:

EJEMPLO 3

Sean A = 4i+3j+k y B = =31+ 2j — 5k, determinar:

a) A+ 2B
b) |38 — 44|
c) 44

d1§
) 3

=k th %8S
n

i bk kd
Ll R N R L

-‘,—'
.
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Solucion:

a) A+ 2B = (41 + 3j + k) + 2(=30 + 2j — 5k) = (41 + 3j + k) + (=61 + 4f — 10k)

=(4-6)i+(B3+4)j+(1-10)k=-2i+7j—9%k

CERRDNGO
Graficar | Modo 3D |@@@

Anfiadir a la grafica: | Selecciong uno... v z

Etiqueta: A+2B = -2i +7)-8k

Veclnr'l-(—z,?‘—B)

Etiqueta:|2B =-6i+4}-10k |

Enel punto: |(-6,4,-8) |

Fuente: | Times New Roman

Negrita [ Cursiva B Matemitico-xyz

Tamaiio de fuente:  14pt~

Alinear: Superior-derecha  ~

Color: [l *

Vector: |<—6,4‘—1 0>

Etiqueta:|B = -3i+2j-5k

Vector: |<73,2‘—5>

Etiqueta: A= 4i+3j+k

Veclur.|<4,3,1>

3(—3i+2j — 5k) — 4(41 + 3j + k)
=(—9i + 6] — 15k ) — (161 + 12j + 4k)
=(-9-16)i+ (6 —12)] + (=15 — )k

= —25i — 6j — 19k

3B — 44| = \/(=25)2 + (—=6)2 + (—19)?

=625+ 36 + 361 =/1022 = 31.97

2B =-6i+4j-10k

A+2B = -2i +7j-9k
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Desarrollado con el apoyo de la NSF-IUSE #1524968.

Graficar || Modo 3D
Afadir a la grafica: | Seleccione uno. v ]

Ve 1| <-25,-6,- i+3j :
9 Vector: <-25-6,-19> A = 4i+3j+k |

% Etiqueta: 4A |
% Vector:|<16,12,4> |
7 Etiqueta:|3B-4A =-25i - 6] -19k {
¥ Vector: <-25,-6,-19> |
¥ Etiqueta: W‘
9 Vector: <9.6-16> |

9 Etiqueta:B=-3#2i5k

3B =-9i+6j-15Kk 3B-4A =-15i-6j -19k

9 Veclor: <-3,2.-56> |

¥ Etiqueta:|A = 4i+3j+k

Enel punto: (8,-1,1)

Fuente: | Times New Roman v

@ Negrita O Cursiva B Matemitico-xyz

Tamafio de fuente: |14pt v

) 44 = 441+ 3] + k) = 160 + 12j + 4k

5-4-3-2 123456>y

A= 4i+3j+k

4A = 16i +12j+4k

I

y

B = -3i+2j-5k




EJEMPLO 4
Qn avion vuela en direccidn 32°, su velocidad con respecto al aire es de 900 km/h.

El viento a la altitud del avion viene del suroeste a 100 km/h (ver figura). ¢ Cual es
la verdadera direccion del avion y cudl es su velocidad respecto al suelo?

85 km/h

920 km/h

y 40°

Solucion:

Vavion, = 920 cos(180° — 28°) { + 920sen(180° — 28°)]

Vavon = 920 cos(152°) T + 920sen(152°)j

Vavion = —812.311 + 431.91j

Vpiento = 85 c0s(40°) 1 + 85sen(40°)]

Vronte = 65.11i + 54. 64f

Vreal del avion = Vavion + Vyientol

Vroal delavion, = (—812.31% + 431.91)) + (65.111 + 54.64))

Vroal del avion = (—812.31 + 65.11)% + (431.91 + 54.64)]

v‘r‘eal del avién = _74‘7.Zi + 486.55j
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Vreal del avién = ”Ureal del avl(’m” = \/(_747-2)2 + (486-55)2

65km

Vreal del avion = ”vreal del amén” = 891. h
486.55 .

01cal del avien = arctan (_747.2> = —33.07

ereal del avion = 180° — 33.07°

Breal del avion = 146.93°

EJEMPLO 5

Calcula la resultante del siguiente sistema de fuerzas:

Solucioén:

Primero es necesario calcular las componentes de cada vector para poder realizar
la suma de vectores:

Para Fy:
Considerando los angulos con respecto a la horizontal:
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0, = 180° — 64° = 116°
F,, = F,Cos(8) = 295Cos(116°) = —129.32N
Fy, = F;Sen(8) = 2955en(116°) = 265.14N

Fi = —129.32i + 265.14j

Para
92 = 380
F,, = F,Cos(8) = 225C0s(38°) = 117.3N
Fyy = F,Sen(8) = 2255en(389) = 138.52N
Para F:

6; = 360° — 80° = 280°
F3, = F;Co0s(0) = 160C0s(280°) = 27.78N

F3, = F3Sen(8) = 160Sen(280°) = —157.57N

—

F; = 27.78i — 157.57j

ZFX = —129.32N + + 27.78N = 15.76N

Z F, = 265.14N + — 157.57N = 246.09N

R = 15.76i + 246.09j

R = /(15.76)2 + (246.09)2 = 246.59

246.09

9 = aretan (22522
arctan 15.76

> = 86.34°
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R = 246.59N (Vector color verde en la grafica)y 6 = 86.34°

Al realizar la gréfica en CalcPlot3D no hay que olvidar cambiar los rangos en los

ejes, ver ANEXO A.

eFRRS )

wodo 30 | ) EEER)
Afladir a la grafica: | Seleccione uno... ~

Etiqueta: Resultante

Vector:|<15.76,246.09>

Etiqueta: F3

Etiqueta: F2

Etiqueta: F1

< Lae) Locl lae) > Lo

Vector: <27.78,-157.57>

Vector:|<117.3,138.52>

Vector:[<-129.32,265.14>] ] =

Color: El Ancho = |2

Punto inicial:
[0.0,0) \

Desarrollado con el apoyo de la NSF-IUSE #1524968.

La siguiente grafica muestra la suma de vectores y nos servird para verificar el

resultado obtenido:

Graficar ” Modo 3D \ ﬁ]ﬁ

[Aﬁad'u a la grafica: | Seleccione uno... v

)

Etiqueta: F3

Vector: <27.78,-157.57>

Etiqueta: F2

Vector: <117.3,138.52>

Etiqueta: Resultante

Vector: <15.76,246.09>

] Etiqueta: F3

) Etiqueta: F2

Etiqueta: F1

] Vector: <27.78,-157.57>

] Vector: <117.3,138.52>

Vector: <-129.32,265.14>

2 Laedlaed|baedl > [Laedl > [Laed| x [Lal

x

x

Desarrollado con el apoyo de la NSF-IUSE #1524968.
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Condiciones de equilibrio, primera condicién de equilibrio.

Cuando la resultante de%s fuerzas de accion que actian sobre un cuerpo es nula
(cero) el cuerpo se encuentra en equilibrio:

Si esta en reposo continuara en reposo.
Si se halla en movimiento, continuara desplazandose en movimiento
rectilineo uniforme.

Para que una particula esté en equilibrio es necesario que:

R=0 estoes equivalente Y E, =0 y XFE =0

Lo anterior lo llamamos Primera condicion de equilibrio.

EJEMPLO 6

Encontrar la tension que soporta cada una de las cuerdas que sostiene el peso
mostrado en la siguiente figura:

Solucioén:

Como el sistema de fuerzas se encuentra en equilibrio se debe cumplir la primera
condicion de equilibrio:
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=]

ol

esto es equivalente > F, =0 y YE =0

T, =¢7? Y T, =7

0, = 32°

A

W =240N

T, = T;Cos(180 — 32)°i + T, Sen(180 — 32)°
T, = T;Cos(148°)i + T,Sen(148°)

T, = —0.8481T,i + 0.5299T,j

T, = T,Co0s(58°)i + T,Sen(58°)]

T, = 0.5299T,i + 0.8481T,j
W = —2407

Z F,=0 — —0.8481T, + 0.5299T,+0 =0

—0.8481T; + 0.5299T, =0 ..... (1)
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YF,=0 - T,Sen(54%) + T,Sen(180 — 28°) — 240 = 0
0.5299T; + 0.8481T, = 240..... (2)

Despejamos T1 en (1):

—0.8481T; + 0.5299T, =0 ..... (1)
0'5299T =T ~  T,;=0.6248T
0.8481 %2 1! h = 2

Sustituimos T1 en (2):
0.5299T; + 0.8481T, = 240 ..... (2)
0.5299(0.6248T,) + 0.8481T, = 240
0.3311T, + 0.8481T, = 290

1.1792T, = 240

_ 240
271.1792
T, = 203.53N

Para obtener T1 sustituimos T2:
T, = 0.6248T, - T, = 0.6248(203.53) = 127.16N

T,=127.16N y T, =203.53N

Comprobacion:

Con apoyo de CalcPlot3D se grafican los vectores tensiones y el vector peso, para
ello es necesario expresarlos en forma de componentes:

T, = —0.8481T,i + 0.5299T,j
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T, =127.16N

T, = —0.8481(127.16){ + 0.5299(127.16)f

T, = —107.84i + 67.38f

T, = 0.5299T,i + 0.8481T,j

T, = 203.53N
T, = 0.5299(203.53)i + 0.8481(203.53)7

T, = 107.85i + 172.61j

W = —240 ¥
y
00
T 16
2
12
w
80
’I‘1 40
— N +
200 -160 -120 -80 -40 4 80 120 160 200
4
100
150
200 Suma de fuerzas donde se puede
_!W observar que efectivamente el sistema
estd en equilibrio. Se cierra formando
un triangulo lo cual implica que la
Diagrama de fuerzas resultante es igual a cero.
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EJEMPLO 7

Calcula la tension 1 y el angulo faltante que se muestran en la siguiente figura:

Solucién:
T, =¢? .Y T, = 520N
6, = 42° a
< \ » X
W = 650N
A 4
v

T, = T;Cos(180 — 42)°i + T, Sen(180 — 42)°
T, = T;Cos(138)°i + T;Sen(138)° 7
T, = —0.7431T4i + 0.6691T,j
T, = T,Cos(a)i + T,Sen(a)j

ﬁ = 520Cos(a)i + 520Sen(a)j
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W = —6505

ComoYE =0 y Y»F =0 setiene:

»E = —T,0.7431 + 520Cos(a) + 0 =0

y

YE, = T,0.6691 + 520Sen(a) — 650 = 0
—0.7431 T, + 520Cos(a) =0 .. (1)

0.6691T, + 520Sen(a) = 650 ... (2)

Despejando T;  de ecuacion (1) se tiene:

B —520Cos(a)

_ = 699.77C =T
1 —0.7431 os(a) =Ty

Sustituyendo T; en ecuacion (2) se tiene:

0.6691T; + 520Sen(a) — 650 = 0
(699.77Cos(a))0.6691 + 520Sen(a) — 650 = 0
468.2161Cos(a) + 520Sen(a) — 650 =0

Aplicando la identidad:

Cos?(a) + Sen?(a) =1 de donde Sen(a) =./1— Cos?(a)



468.2161Cos(a) + 520./1 — Cos?(a) — 650 =0
468.2161Cos(a) — 650 = —520,/1 — Cos?(a)
(468.2161Cos (@) — 650)? = (—520,/1— Cosz(a))z
219226.3229C0s2(a) — 608680.93Cos(a) + 422500 = 270400(1 — Cos?(a))

219226.3229Co0s%(a) — 608680.93Cos(a) + 422500 — 270400(1 - Cosz((x)) =0

489626.3229Co0s?*(a) — 608680.93Cos(a) + 152100 = 0

Resolviendo con formula general:

—(—608680.93) + ,/(—608680.93)% — 4(489626.3229)(152100)
2(489626.3229)

Cos(a) =

608680.93 + 269450.9597
979252.6458

Cos(a) =

Cos(a) = 0.8967 y Cos(a) = 0.3464
a, = 26.27° y oy = 69.73°
Para a; =2627° > T, =699.77Cos(a,) = 627.497N

Para a, =69.73° > T, =699.77Cos(a,) = 242.431N

Comprobacién grafica para a;:
T, = —0.7431Ty1 + 0.6691T, T

T{ = —0.7431(627.5)1 + 0.6691(627.5)]
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T, = —466.31 + 419.86]

7’; = 520Cos(a)i + 520Sen(a)j
T; = 520C0s(26.27°)i + 520Sen(26.27°)]

T, = 466.31 + 230.15]

W = —650

Suma de fuerzas donde se
puede observar que
efectivamente el sistema esta
en equilibrio. Se cierra
formando un triangulo lo cual
implica que la resultante es
igual a cero.

Comprobacién grafica para a;:

T, = —0.7431T, + 0.6691T,7
T, = —0.7431(242.43)1 + 0.6691(242.43)]

T, = —180.15i + 162.2]

Tj = 520Cos(a)i + 520Sen(a)]
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T, = 520C05(69.63°)1 + 520S5en(69.63°)j

T, = 181i + 487.48)

' g

W = —650]

Suma de fuerzas donde se
puede observar que
efectivamente el sistema esta
en equilibrio. Se cierra
formando un tridngulo lo cual
implica que la resultante es
igual a cero.

EJEMPLO 8

QI cable de sujecion de una torre de 85 pies tiene una tension de 420 libras. Usar

las distancias mostradas en la figura, y dar las componentes del vector F que
represente la tension del cable.
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Solucién:

Expresamos el vector cable (V..e) €n Sus componentes ya que éste nos
proporciona la direccién del vector tension del cable.

Veapie = 601 — 30] — 85k
Para que no afecte la magnitud de la tension, se hace unitario al vector cable.

G ___ 60i-30j— 85k
Pearte 602 + (—30)2 + (—85)2

G _ 601 —30j — 85k
Veable 108.28

Una vez que se tiene el vector cable en su forma unitaria se procede a calcular el
vector tension del cable, esto se logra multiplicando U, . por la magnitud de la
tension del cable (420 libras):

Lo 601 — 30f — 85k
F=Teapie = 4 108.28

> = 306.41 — 204.3j — 408.5k

F =T = 232.73i — 116.35] — 329.7k
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1.3 Producto escéar, trabajo efectuado por una fuerza, angulo entre

dos vectores,ecuacion de la recta en el espacio.

Producto puntoq producto escalar:

El producto punto entre dos vectores se expresa:
A-B - A punto B

Y se obtiene:

A % =< @y, Qy,0; > < by, by, b, >

A-B= ayby + a,b, + a,b,
EJEMPLO 1
Calcular 4 - B y B - 4 si
A=6i—8j+k y B=-50+10j—4k
Solucién:
A - B=(6)(-5)+ (-8)(10) + (D(-4)
A-B=-30-80-4=-114
B - A= (=5)(6) + (10)(=8) + (-4)(1)
B-A=-30-80—-4=-114

Comprobacion con GeoGebra (Ver Anexo B):

= GepGebra Suite Calculadora
a = (6,-8,1)(-5,10,—4) : e

) = -114
Algebra
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Propiedades del producto punto:

1. A-B=B-4
2. A-0=0
- - 112
3. A- A=A
4. A - (B+C)=4A-B+4A-¢C

Qngulo entre dos vectores:

El &ngulo entre dos vectores A y B

v

viene dado por:

A-B A-B
cosf = —— 9—cosl(4q>

ll4][1|B]] ll4llllE]l
donde 0°<6<180° obien, 0<6<m

A continuacion, se deduce la férmul&ara calcular el angulo entre dos vectores:

]

\ 0

1]

Aplicando la Ley de cosenos se tiene:

-> -2 — 2 — 2
14— 8| = [l +[|B]

—2/[4]||[B]|cos 6
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Por otro lado, aplicando las propiedades del producto punto se tiene:

- -2 - — - -
l4-B|" = (4-B)-(4-B)

> -2 —n 2 - — —2
14— B|" =[] —24-B +[B]

Igualando ambas expresiones se tiene:

512 N -2 Ny )2 =
14]]" — 24~ B + || B] =M + Bl = 2)Al[[|B]| cos 6

—24-B =2 ”Z” “§ cos 6

.= 4] [B] coso

- -

A-B
l4ll|B]

cos0O =

Analizando el signo del producto escalar:

5 = [A] 5] coso

51



De la gréafica de coseno se observa que:

T
Para 0<9<E - cosf >0

Para 0 = - cos@ =0

N[ S

N

v

o)

s
5 el cos 6 es positivc

I
> a m elcos B esnegat

A-B>0
A-B =0

52



T
Para §<9<n -

LN
D

cosf <0

Dos vectores son ortogonales (perpendiculares) si y solo si

ol

N}

B <0

A-B=0

e Si A-B = 0 entonces los vectores son ortogonales (perpendiculares).

e Sidos vectores son ortogonales (perpendiculares) entonces AB =0

EJEMPLO 1

Calcular el producto punto entre los vectores dados y el angulo entre ellos:

a) A=4i—j y B=60+10f

by A=7t—-2] y B=2+47]

c) A=71—-2j+k y B=-3i+2j-5k
Solucién:

- - T
A-B=#4)6)+(—1)(10)=24-10=14>0 - 0<O0<—

2
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||| = V16 + 1 =17
||B|| = V36 + 100 = V136

-

0 =cos™?! ({—E) = cos™ ! (L) = 73.07°
[|4]/]|B] V17136

iBienvenido a CalcPlot3D!

B

by A=7t—2] y B=2+47]

A-B=(D@+(2)(7=14-14=0 - e:g

||| = V49 + 4 = V53

|B|| = V4 + 49 = V53
6 = cos™ ! QIE )=90°

iBienvenido a CalcPlot3D!

LI RN -

8-76-5-4-3-2-1 4 56 78
-1 A
j‘*’\
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A-B=(D(=3)+(=2)Q)+(1)(=5)=—21—-4-5=-30 — %<9<n

||l = V49 + 4+ 1 =54
|B]l = V9 + 4 +25=+38

A-B -
0 = cos~! <ﬁ> = cos™ ! (i> =131.47°
l4][|B]| V5438

IBienvenido a CalcPlot3D!

Aplicaciones del producto punto o producto escalar

Angulos internos de un triangulo:
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Para el angulo 6,,:

Q.

AC - AB
QA = cos™ ! (T)
|4B][[|ac]l
Para el angulo 6;:

0p = cos‘1< BA-BC )
B — P ——

IBAl|[[BC]|
Para el angulo 6.:

CA-CB >

0. = cos™1 <_>—_,
lcallical|

La suma de los angulos internos de un triangulo es igual a 180°
6,+ 05+ 06, =180°

En los casos anteriores se puede observar que los vectores inician con la letra del
vértice del angulo que se desea calcular.

EJEMPLO 2

Calcular los angulos interiores y pen’metrc@el triangulo que tiene como vértices los
puntos A(2,3,2),B(3,4,5) y(C(5,4,—8)

Solucioén: C(54—8)

Oc

0, Op
A(2,3,2) B(3,4,5)
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Para el angulo 6,,:

AC - AB
0, = cos™ 1 <T>
[4B||[|AC]|
AB =<3-24-35-2><113>
AC=<5-24-3,-8-22><3,1,-10 >

|4B|| =vi+1+9=V11

|AC|| = V9 + 1 + 100 = V110

AB-AC =R+ (DM +B3)(-10)=3+1-30=-26

—-26
0, = cos™1 (m) = cos~1(—0.7474) = 138.36°
Para el angulo 65:
BA-BC
Op = cos™ 1! (r)
[BA[[|BC]|

BA=<2-33-42-5><-1,—-1,-3>
BC=<5-34—4,-8-5><20,—-13 >

|BA|| =v1+1+9 =11

|BC|| = V4 + 0 + 169 = V173

AB-AC = (=1)(2) + (=1D(0) + (=3)(=13) = -2+ 0 + 39 = 37

37

6, = cos™! (—
5 VI1V173

> = cos~1(0.8481) = 31.98°
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Para el angulo 6,:

CA-CB >

QC = cos™ ! (r
lcA]ll|cB]

CA=<2-53-42—(-8) >< —3,-1,10 >

CB=<3-54—45—(-8) ><—-2,0,13 >

|CA|| = V9 + 1+ 100 = V110

|ICB|| = V4 + 0+ 169 = V173

CA-CB = (-3)(-2) + (-=1)(0) + (10)(13) =6 + 0 + 130 = 136

136
V110v173

0. = cos‘l( ) = cos~1(0.9858) = 9.64°

La suma de los angulos internos de un triangulo es igual a 180°

0, + 05+ 6, =180°

+ 31.98° + 9.64° = 179.98° =~ 180°

Por ultimo, se calcula el perimetro del triangulo:

P = ||4B]| + |AC|| + |BC|

P=+v11+ V110 ++V173 =26.95u
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Proyecciones:

La proyeccion de A sobre B, que se expresa como Proyy A, viene dada por:

—

. (A-B\.
Proyz A = ”§”2 B

Para determinar el vector proyeccion (vector verde de la grafica anterior) se calcula
primero su magnitud, en el caso de la grafica, desea calcular el cateto adyacente
del tridngulo rectangulo:

" Hw IProys Al| = |l4]| cos6
Sabemos que:
A-B
cos O = ———
HINE
Sustituyendo:
IProvi ] = I coso = |1 < i )zz;g
Al [11]) ~ 18]
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Teniendo la magnitud del vector Proyz A, la multiplicamosgor el vector unitario en
direccién de B, lo cual nos dara el vector proyeccion deseado:

, 4 _A-B( B AB\_
7”0_')’§ = = = = )
BBl i)
e
¢ Direccion
Magnitud
La magnitud de la proyeccion es:

- A-B
IProysdl = (=0

[l

Se agrega valor absoluto ya que es una magnitud de longitud y no puede ser
negativa.

Componente ortogonal:

—

lall

»

—r Comp Orty A=4- Proyg

S

Proyg A

EJEMPLO 3

Calcular Proyz;4 y Proy; B para A4=<3,2> Y B=<1,6>
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Solucién:

A-B=03) 1)+ (2)(6)=3+12=15

|B|| = V1 +36=+37
Proy /T-( L ><16>
B (m)z ’
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_ [(B-4)\-
Proy; B = ||X||Z A

B-4A=15
A=<32>
|Al| =Vo T3 =vi3
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Comp Orty A=4- Proyg A
C Ortg A=< 32> < — 15 90 >
omp =T 37'37
16
Comp Ortg A = ( 7)

Comp Ort; B=B- Proy, B

Comp Ort; B =< 1,6,> _ B30
omp Ur 13’13
Comp vt B = ( 3248)
omp Ur 13’13

EJEMPLO 4
Calcular Proyﬁz y Proyzl_i’>

Solucién:

Proyg A=

Proy

Comp Orty; B

para A=<3,25> y B=<16—-4>

—

A-B

—
1Bl

—

A-B=B)D)+@)6)+(B)(-4) =3+12-20= -5

-2
|B =1+36+16=53
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[ S O

Proyg A= (

Proyz A=< -

53

Proy B =

|

B-
4]

A

2

B-4=-5

-2
|A] =9+4+25=38

—

Proy; B =

(

Proy; B=<-

38

15
38

) <325>
10 25
" 38" 38

<16,—4>
5 30 20
_I__I_>
53° 5353

>

WwoR ot &
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—

S

Comp Orty A=4- Proyg

5 30 20

Comp Ortzg A =<3,2,5> —< T3 753’53 >

Comm g 4 o 16% 136 245
omp UTtp 4 =< 53753 ' 53

Comp Ort; B=B- Proy, B

c Ort; B =< 1,6, -4 > —< 1> 10 25>
omp Urtq B =< L5 38’ 38’ 38

Coms ore. 5 o 53 238 127
ompUrti® =<3 38 '~ 38

Trabajo

gl trabajo efectuado al mover un objeto una distancia “d” aplicando una fuerza F
viene dado por:

W=F-d

w = ||F||||d]|cose

Componente en x de F
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Como la fuerza debe serQn la misma direcciéon del movimiento, entonces se
considera la componente en x de la fuerza.

W = (Fuerza)(distancia)
La componente en x de la fuerza es la magnitud de la proyeccién de F sobre E:

c 9_ca
oS _h

E, = ||ﬁ'||Cos 0

w = (AN = (1Flcos o)) = 1#ld]cos 6
w = |7l cos o

W=F-d

De lo anterior podemos observar que:

e SilW > 0,entoces 0° < 6 < 90°

Sentidos similares

\ 4

e SiW = 0,entoces 8 = 90°

66

v




e SiW <0,entoces 0° < 08 <90°

Sentidos opuestos

EJEMPLO 5

Un carro de mandado se empuja@jerciendo una fuerza de 34 libras sobre una
manivela que forma un angulo de 30 grados con la horizontal (ver fig.) Calcular el
trabajo realizado al jalar el carro 45 pies.

d = 45 pvies

Esta foto de Autor desconocido
esta bajo licencia CC BY-NC-

Solucion:
w = [|F|l[|d]|coso

W = (341lb)(45pies)Cos30° = 1325.021b - pies

EJEMPLO 6

Qalcular el trabajo realizado al mover un objeto en la direccion de P(1,-5,4) a
Q(1,1,3) aplicando una fuerza constante F=9i— 2j + 5k
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Solucioén:
W=F-d
d=P0=<1-11-(-5),-3—4>

d=PQ =<0,6,—7 >

T

=91 — 2j + 5k
W=F-d=(9)0)+(-2)(6) + (5)(=7)
W=0-12-35
W = —-47
De otra forma:

w = ||F||||d]|cose

|F|| = V81 + 4 + 25 = V110

|d|| = VO +36 + 49 = V85

-

F-d

171

Cos 0 =

QUL

_ 0O +©)(=2) + (=71)()
V110v85

Cos 0

0-12-35  —47
V110V85  +110V85

—0.4860
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w = ||F||||d]|Cose
W =/110V85(—0.4860)
W = —47

Cosenos directores:

"~ 4

i-v < 1,0,0 > < v, vy, Uy > U

Cosa=————= - = —
Izl DIl (gl
v
Cosa=Tx
17|
j-v <010 ><v,v,v,> UV
Cosfp=—"_= = =2
(nailical (el (el
v
CosBzTy
17|
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k-v _<0,01><v,v,v,>

5 17l TE]

C Vs
oSy = ——
LT

Cos*a + Cos*pB + Cos?’y =1

Verificando:
v, \?2 vy, \2 v, \2
) + () + () =1
(Al (67| (kA
v, 2 N vy N v,> 4
@112 = 1wlZ - ([9]12
v + v, + v, 3
17]]2
BIz
17]]2
1=1
EJEMPLO 7

Calculag)s angulos directores del vector M =9i— 2] + 5k

Solucién:
c M 0 0 —1( 0 ) 30.89°
osa = ——= = a = cos —_— | = .
M| VBT+4+25 +/110 V110



Cos B = — 2 - B —1< _2> 100.99°
oOSp =——=-= = = cos — = .
M| V81+4+25 +110 V110
M _ 5 _ 5 . — cos— (=) = °
Cosy—llﬁn—m_m - y = cos (m)—61.53
z
B =100.99°
67778_91
y
Identidad:

Cos’a + Cos*pB + Cos*’y =1

(= = = -

81 N 4 N 25 110
110 110 110 110

Ecuaciones paramétricas y simétricas deQa recta en el espacio

Para deducir las ecuaciones parameétricas de una recta se debe conoceﬂn punto
sobre la recta y un vector paralelo a ella ya que eso la hace Unica.
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En la siguiente gréfica se muestra la recta de la cual se quiere conocer las
ecuaciones que la representen, también se muestra el punto sobre la recta, el vector
paralelo y la funcidn vectorial que nos ayudara a determinar las ecuaciones:

Recta L

L]
T Punto P(x,y,z)

Punto P,(x,, Y, Zo)
!
v=<a,b,c>
¥ y
Dado que la recta es paralela a v y el vector esta sobre la recta, entonces

y v son paralelos y, por lo tanto, son multiplos escalares entre si:

"

PP =tv
<XV,Z> =< Xy, Vo, Zo > =q <ab,c>
<X—X,,V—Yo,Z—Z, =< at,bt,ct >
xX—x, =at, y—y,=bt y z-—2z,=ct
Finalmenteg\s ecuaciones parameétricas de la recta vienen dadas por:
X =Xx,+ at

y =y, + bt

z =2z,+ ct

Si de las ecuaciones paramétricas se despeja t, se tiene:

Q X —x,
x =x 0L D5 =
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Yy =Yt+tbt - t=

Z—Z,
zZ =z,+ ct - t=

Cc

Igualando las tres ecuaciones se tiene% gue se conoce como Ecuaciones
Simétricas de la Recta:

X—Xo Y=Yo Z-1%
a b C

De lo anterior, se tiene:

e SeaP,(x,, ¥, 2,) UN punt&oerteneciente alarectaLy v =<a, b,q > un
vector paralelo a la recta,*entonces las ecuaciones parameétricas de la recta
vienen dadas por:

X =x,+ at

el)(‘xO' yO’ZO)

y =y,+ bt

v=<ab,c>
zZ =z,+ ct

e SeaP(x,,¥, Z,) Un punto perteneﬁnte alarectaLy v =<a, b,@ > un
vector paralelo a la recta, entonces*as ecuaciones simétricas de la recta
vienen dadas por:

X—Xo Y=Yo Z-1%
a b C

Las gréficas que se presentan en los siguientes ejercicios se realizan en CalcPlot3D,
ver ANEXO A

EJEMPLO 8

Determinarqjls ecuaciones parameétricas y simeétricas de la recta que pasa por
> 5
(0,0,0)y es paralelaa v = (—2,5, 1)
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Solucién:

(0,0,0) =P, (x0,Y0,2,) vy U=(=2,

N U1

,1) =<a,b,c >

Ecuaciones Paramétricas
x =x,+ at x=0-2t x =-2t
5

zZ =z,+ ct z=0+1t z=1

Ecuaciones Simétricas

-2 1
X . y .
2
z 5
ZJ-L 13=(—2,z 1)
P,(0,0,0)
1 L:

B St

y=3

2

) Y z=t
X -1

EJEMPLO 9

Determinar%s ecuaciones parameétricas y simeétricas de la recta que pasa por

(—=3,0,2)y es paralela a ¥ = 6j + 3k
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Solucion:
(-3,0,2) =P (x,,V0,2,) v v=40,63)=<a,b,c>
Ecuaciones paramétricas
x =x,+ at x=-3+0t x=-3
Yy =Y+ bt y=0+6t y =6t

zZ =2z,+ ct z=2+3t z=2+3t

Ecuaciones Simétricas

X—=Xo Y—=Vo Z—17
a b C

x=(=3) y-0 z-2

0 6 3
x+3 y z-2 ) .
=== No existen las ecs. simétricas
0 6 3
z P,(~3,0,6)

papphpbr

EJEMPLO 10

y =6t

z=6+ 3t
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DeterminarQas ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que pasa por
-1 +1
(—3,5,4)y es paralela a la recta XT = y_—z =z-3

Solucion:
De%s ecuaciones simétricas de la recta conocida se puede obtener la siguiente

informacion:
Py = (=3,5,4)

v=<3-2,1>

a b C
x—1 y+1
3 T 73

v=<3-2,1>

Por lo tanto, se puede conocegn punto sobre la recta conocida y un vector paralelo
a ésta:

(1,-1,3) = Py (x5, V0, 2,) vy V=4(3,—-2,1)=<a,b,c>

P(1,-13) ¥=< 3,—ﬁ >

x =x,+ at x=1+3t

Ecuaciones Parmétricas
y =Y, + bt y=-1-12t —

de la recta conocida
Z =2z,+ ct z=3+t
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Como v || Recta conocida y Recta conocida ||Recta por conocer, entonces
U || Recta por conocer. Por lo tanto, los datos que se requieren para encontrar las

ecuaciones paramétricas de la recta son:

(=3,5,4) = P, (x5, V0, 2,) vy V=4(3,-2,1)=<a,b,c>
Ecuaciones paramétricas:

x =x,+ at x=-3+3t

Y =Yot+ bt y=5-2t

zZ =2Z,+ ct z=4+t

Ecuaciones Simétricas:

-2 1
x+3 -5
:y—:z—4
3 -2
P,(=3,5,4)
L:
x=-3+3t
y=5-2t
z=4+t
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EJEMPLO 11

Determinar las ecuaciones paramétricas y simétricasqe la recta que pasa por los
puntos (0,4,3)y (—1,2,5)

Solucion:

Como necesita un punto sobre la recta (seleccionamos cualquiera de los dos
puntos)*y un vector paralelo a la recta, por lo tanto, se calcula el vector que va del

punto A(0,4,3) al punto B(—1,2,5)
AB =(-1-0,2-4,5-3)=(-1,-22) = {a,b,c) = ¥
Como ya se tienen los datos necesarios, procedemos a determinar las ecuaciones:
A(0,43) =P, (x,,V9,2,) v V=(=1,-22)=<a,b,c>
Ecuaciones Paramétricas:
X =x,+ at x=-t
y =y, + bt y=4-2t
Z =Z,+ ct z=3+2t

Ecuaciones simétricas:

-1 -2 2

X y—-4 z-3

-1 -2 2
\; B(-1,2,5)

: A(0,4,3)

N\

; A x =—t

w:\:‘ ¥ y=4-2t

v=<-1,-2,2>
z =342t



EJEMPLO 12

Determinar las ecuaciones paramétricas y simétricas deQa recta que pasa por el
punto (4, 3,5)y es paralela al plano xz y al plano yz.

Solucion:

Como se necesitaQn punto sobre la recta (ya se tiene) y un vector paralelo a la
recta, por lo tanto, el vector mas simple es:

<UL

Il

P
&

(0,01) ={a,b,c) =v

P,(4,3,5)

v

Ecuaciones paramétricas:
x =x,+ at x=4
y =y, + bt y=3

Z =25+ ct z=5+t1

Ecuaciones simétricas:

X—Xo Y—=Vo Z717

x—4 y—-3 z-5
o 0 1
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x+4 y—-5 z-—-2
o o0 1

NO existen las Ecuaciones Simétricas

5T P,(4,3,5)

EJEMPLO 13

Determina&s ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que pasa por el

punto (—6,0,8)y es paralelaalarecta x =5—-2t, y=—4+2t y z =0.
Solucién:

De la recta se puede obtener:

v = (—2,2,0) Po(—6,0,8)
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Ecuaciones paramétricas
x =x,+ at x=—-6-2t
Yy =y, + bt y =2t

Z =2z,+ ct z=8

Ecuaciones simétricas:

X—=Xo Y—=V¥o Z717
a b C

x—(-6) y—-0 z-—8
-2 2 0

No existen

P,(—6,0,8)

12345678,V

x=5-2t

EJEMPLO 14

Determinar si el par de rectas dadas@e cortan, y si es asi, hallar el punto de
interseccion y el angulo de interseccion:

a) Li: x=4+43t, y=-3+t y z=9-2t
L,y x=5-s5, y=7+3s y z=1-—4s
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b) L: = =T==z-3
x—3 _Z+2

Solucion:
a) Li: x=4+3t, y=-3+t y z=9-2t
L,y x=5—-5s, y=74+3s y z=1-—4s

Suponemos que las rectas se cortan en un punto, esto implica que x, y y Z son
iguales para ambas rectas:

443t=5-5s - 3t+s=1

—-34+t=74+3s - t—3s=10
Punto comudn para ambas rectas
9-2t=1—4s - —2t+4s=-8

Resolvemos:
3t+s=1
t—3s=10
Resolviendo por eliminacion:
3(3t+s=1)
+ t—3s=10
10t =13
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13

. = —
10

- 13 . .
Sustituimos t = S en cualquiera de las ecuaciones para obtener el valor de s:

3t + 1 1-3t=1 3(13) 1 39 29

= - = — = —_ — = —_— - — =
S S 10 10- 10 °
Para comprobar si existe solucion, se sustituyen los valores encontrados det y s
en las ecuaciones dadas, si arroja el mismo punto se puede concluir que las rectas
se cortan:

Li: x=4+3t, y=-3+t y z=9—-12t

. 13 4_|_3<13) 79 3+(13) 17
= — - = —_— ] = — = — —_— = — —
10 x 10) "10" 7 10 10
—9 2(13)_32
yz= 10) " 5
(79 17 32)
10’ 10’ 5
L,y x=5—-s, y=74+3s y z=1-—4s
29 c ( 29) 79 7+3< 29) 17
= —_—— > = —_ - ] = — = —_— = — —
T X 10) " 10" 7 10 10
—1 4( 19)_41
yz= 10) " 5
(79 17 41)
10° 10’ 5

Como:

(79 17 32) . (79 17 41)
10’ 10’ 5 10° 10’ 5
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El sistema no tiene solucion, por lo tanto, las rectas no se cortan.

= iBienvenido a CalcPlot3DI
eFREIEQEF]
Graficar || Modo 3D @@

(Afiadir a ln grifica: [Seleccione uno... v

x(f) =51
I () =743t
=(n=[1-4t |
x(r) =[4=3t ]
W) =-3+ |
=(r) =|9-2t
-10 =r= |10

Numero de Pasos: | 100

Flechas de orientacién: |0
O Trazar: r%O fo!

Animar

I Restringir vista a 2D
Utilizar un solo color

Se escriben las ecuaciones en su forma paramétrica:

Li: x=1+4t, y=2-3t y z=-1+9t

Ly x=-6-7s, y=3+s y z=1+12s

Punto comdn para
ambas rectas



Igualando:
1+4t =—-6—-7s —> 4At+7s=-7
2—=3t=34+s - —3t—s5s=1

-1+9t=1+2s - O9t—2s=2

Resolviendo para:

—3t—s=1
Ot —2s =2
3(—3t—-s=1)
+
9t —2s =2
—5s =5
s=-1

Sustituyendo s = —1en =3t —s =1:
-3t—-s=1 - =3t—(-1D=1 =+~ t=0

Para determinar si las rectas se cortan sustituimos t y s en ambas ecuaciones
paramétricas:

Li: x=1+4t, y=2-3t y z=-1+9t
x=1+40)=1 y=2-30=2 z=-1+9(0)=-1
(1,2,-1)
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Ly x=—-6-17s, y=3+s y z=1+12s
x=—6-7(-1)=1 y=34+(-1)=2 z=1+2(-1)=-1

(1,2,-1)
Como (1,2,—1) = (1,2,—1) las rectas se cortan en ese punto.

Dado que si existe interseccion entre las rectas ahora hay que calcular el angulo
entre dichas rectas:

Li: x=1+4t, y=2-3t y z=-1+09t

v; =<4,-3,9 >

Lyy x=—-6-17s, y=3+s y z=1+2s

v, =<-7,1,2>

v Ty
IEIEA

ilzdv//// 6=C -1< Ui U )
= (LoSs e ——
‘ eyl
vz 4,-3,9)-(-7,1,2
/ 9=COS—1<<i I) ( II))

V10654

Cos 0 =

6 = Cos 1 (_—> = 99, 89°
V5724
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1.4 Producto vectorialglanos en el espacio, ecuacion de un plano en
el espacio, angulo entre dos planos, calculo de éareas de
paralelogramos y triangulos.

Producto cruz o producto vectorial:

El producto cruz entre dos vectores se expresa:

Y se obtiene:
i 7k
A X B - ax ay az
b, by b,

Resolviendo el determinante por menores y cofactores:

a, a,
b, b,

Ay Qg

a, a
) b+kx Y
X Z

by b,

AxB =1 — k

- - o R
Ax B = (ayb, — a,b, )i — (axb, — a,b,)j + (axby, — ayby )k
EJEMPLO 1

Calcular AxB y BxA4 si

A=6i—8j+k y B=-50+10j—4k
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Solucién:

& Tk i 7k
AxB=1tx a a=[g -8 1
bx by bz _5 10 _4‘

Ax B = ((-8)(—4) — (10)(1))i — ((6)(—4) — (=5)(1))] + ((6)(10) — (=5)(—8))k
AxB = (32-10)i— (—24 + 5)] + (60 — 40)k

AxB =22i+19j + 20k

Comprobando en GeoGebra el resultado del producto vectorial (Ver Anexo A):

GeoGebra Suite Calculadora

A = (6,-8,1)@ (-5,10,- 4) =

)

= (22,19, 20)
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I R A i 7k
BxA=|b, b, b =|-5 10 -4
ay ay 4 6 -8 1

Bx A= ((10)(1) — (-8)(=4))i — ((=5)(1) — (6)(—4))j + ((—=5)(—8) — (6)(10))k
Bx A= (10 — 32)i — (-5 + 24)j + (40 — 60)k

BxA=-22i—19j — 20k

Comprobando en GeoGebra el resultado del producto vectorial:

GeoGebra Suite Calculadora

B = (~5,10,-4)% (6, 8.1 o~
® ( )@ ( )

= (-22,-19, -20)

+ Entrada...

Se observa que:

AxB esortogonalaz y AxB es ortogonal a B
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Por lo tanto, se debe cumplir que:

(AxB)-A=0 'y (AdxB)'B =0

(AxB)-4d =0
(22)(6) + (19)(~8) + (20)(1) = 0
132 —-1524+20=0 - 0=0 ~ Son ortogonales
(AxEB) B =0
(-22)(=5) + (-19)(10) + (-20)(—4) =0

110-190+80=0 —- 0=0 . Sonortogonales

AxB

|

|

EJEMPLO 2
Calcular AxB y BxA si

A=2i—4j+3k y B=-41+8j-6k

91



Solucién:

L j ok i ;7 k
AxB=|ax ay azf=]2 -4 3
by by, b 1-4 8 -6

AxB=(24-24)1—-(-12+12)j + (16 — 16)k

—

AxB =0i+0j+ 0k

o j k i 7k
BxA=|ay a, az;|=|-4 8 -6
by b, b| 12 -1 3

BxA=(24-24)i—(—12 + 12)] + (16 — 16)k

BxA=0i+0j+0k

En el ejercicio anterior el vector A es multiplo escalar del vector B y se observa
que el producto cruz es cero. Por lo tanto, se puede enunciar lo siguiente:

%os vectores son paralelos si y solo si el producto cruz es cero”
AlIB & AxB=0
gos vectores son paralelos si y s6lo uno es mdultiplo escalar del otro”
AlB o A =kB

Propiedades:

1. Zxﬁz—(ﬁxﬁ)

2. ﬁx(§+5)=ﬁx§+ﬁx5

3. c(/i)xﬁ):(cﬁ)xﬁzﬁx(cﬁ)
4. Ax0=0x4 =0
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0

x A
(BxC)=(AxB) - C (Triple producto escalar)

o Y N9
eu]) 1

2

Propiedades geométricas del producto vectorial:
1. AxB es ortogonal (perpendicular) tanto a AcomoaB
2. |AxB| = ||Al[|B||sen 6

3. Ax B =0 siysoélosi Ay B son multiplos escalares uno del otro (esto es, que
son paralelos).

4. ||A x B|| = area del paralelogramo que tiene Ay B como lados adyacentes.

Area de un paralelogramo:

v

1)

Y

|

Area del paralelogramo = base x altura
base = ||ﬁ||

altura = ||§||sen 7]

Area del paralelogramo = (||ﬁ||)(||§||sen 9)
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Area del paralelogramo = ||/T||||§||5en 0

Area del paralelogramo = ||fT X §||
Area de un triangulo: C
A B
|48 x 2|

Area del triangulo ABC = 5

EJEMPLO 3

Qalcular el area del paralelogramo que tiene por lados adyacentes a

M=<-157>7y N=<310—-1>

Solucioén:
AR R A 2 I A A
MxN=|my m, my,|=|-1 5 7
ny ny, n, 3 10 -1

MxN=(-5-70)—(1-21)j+ (-10 — 15)k

M x N = —75i + 20j — 25k

|M x N|| = V5625 + 400 + 625 = V6650 = 81.54

Area del paralelogramo = 81. 54u?
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EJEMPLO 4

Qalcular el area del triangulo que tiene por vértices a los puntos A(—3,5,—4),

B(1,7,-2)y C(5,-8,12)

Solucién:

AC

AB
AB =<1—(=3),7=5,-2—(—4) >< 4,2,2 >

AC =<5—(-3),-8—15,12 — (—-4) >< 8,—13,16 >

AB x AC = |4 2 2
8 —-13 16
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AB x AC = (32 4 26)i — (64 — 16)] + (=52 — 16)k

AB x AC = 581 — 48] — 68k

|AB x AC|| = /582 + (—48)2 + (—68)2 = 101.44

|AB x AC|| _ 101.44

— 2
> > = 50.72u

Por lo tanto, el area del triangulo es Area =

Comprobacién con laformula de Herén (60 a.C):

Area = \/s(s —a)(s — b)(s — c)

at+b+c L, »
S=——— semiperimetro del triangulo
c
AC
4 o B
AB

_at+b+c 4B + | ac] + | B
B 2 B 2

S
AB =<1—-(=3),7—=5-2—(—4) >< 4,2,2 >
AC =<5—(-3),-8—15,12 — (-4) >< 8,—-13,16 >

BC=<5-1,-8-7,12—(=2) >< 4,—15,14 >
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|4B | = V16 + 4+ 4 =24

|AC || = V64 + 169 + 256 = V489

|BC || = V16 + 225 + 196 = V437

148 || + || A]| + || BC|
2

V24 + V489 + /437
B 2

= 23.96

S

Area = \/s(s —a)(s — b)(s — c)

Area = JS(S —[[4B [)(s = 1 ACID(s - 11 BCID

Area = J23.96(23.96 —V/24)(23.96 —V489)(23.96 — V437)

Area = 50.76

Momento M de una fuerza F respecto a un punto P:

P

Punto de aplicacion Q
PO
o ¢

F/'
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M’:@Qxﬁ

M = ||| = |[PQ x F|
M = [[PQ x F|| = [[PQ [[[| Fllsentu

0, = dngulo entre PQ y F

EJEMPLO 5

Un joverﬁena en una bicicleta aplicando una fuerza dirigida hacia bajo de 40 libras
sobre el pedal cuando la manivela forma un angulo de 50° con la horizontal. La
manivela tiene 5 pulgadas de longitud. Calcular el momento respecto a P.

6 pulg
Esta foto de Autor déscor.1;)cido esta baio licencia
Solucién FORMA 1: z
M = [[PQ x F|| = |[PQ ||| F||sen6y
0y = angulo entre ﬁ y F /’ -y

0y = 50° + 90° = 140°
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— 5
M=|PQxF|= (ﬁpies) (40lb)sen140° = 10.71 b - pie

En caso de querer obtener el angulo a través de formula es necesario calcular las
componentes de los vectores y utilizar la formula:

—_—

5
PQ = T < 0,cos 50° sen 50° >=<0,0.2678,0.3192 >

F=<00-40 >

PQ - F 0.3192(—40)
0 = arccos m =arccos| —zv—— | = 14.0°
Po ||| F (_)
) (40)
Solucion FORMA 2:
PQ =< 0,0.2678,0.3192 >
F=<0,0,—40 >
—_— = i j k\
PQxF =10 0.2678 0.3192
0 0 —40

PQ xF = (—10.712 — 0)i — (0 — 0)j + (0 — 0)k

M =PQxF = —10.712i

M = 10.712 b - pie

Ecuacion general de™lano en el espacio:
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Para deducir la ecuacion general de un plano se debe conoceﬁn punto sobre el
plano y un vector normal (perpendicular) al plano ya que eso la hace unico.

En la siguiente grafica se muestra el plano del cual se quiere conocer la ecuacion
general que lo represente, también se muestra el punto sobre el plano, el vector
paralelo y la funcion vectorial que nos ayudara a determinar la ecuacion:

z
A

Plano
Punto P,(x,,¥,,Z,)

Punto P(x,y,z)

Como el vector esta sobre el plano, por lo tanto, los vectores y7 son
ortogonales y se cumple que:

P,P-n =0
(<x§,z>—<xo,yo,zo >)-<abc>=0
<X—=X0, V= VorZ—Zy > <a,b,c>=@
a(x—x,) +b(y—y,) +c(z—2,) =0

Ecuacion General del Plano

Efectuando las operaciones y pasando del lado derecho los términos
independientes, se tiene:

ax —ax, + by — by, + cz —cz, =q
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ax + by + cz = ax, + by, + cz,
ax+by+cz=<a,b,c> <x,5Y 2y >

ax+by+cz=n- P,

Ecuacion General del Plano

Finalmente, se tiene:
e SeaP,(x,,,, Z,) UN punto perteneciente al planoy n =< a,b,c >Qn

vector normal (perpendicular) al plano, entonces la ecuacion general del
plano viene dada por:

q(x_xo)-l'b(y_yo)'i'c(z_zo):0 A=<ab,c>

O bien,

1) (xo' Yor Zo)

—_

ax+by+cz=n- P,

En caso de que la ecuacion del plano solo contenga una variable el plano sera
paralelo al plano de las 2 variables faltantes, a continuacion, se muestran las
pasibles gréficas:

e x=a setratadeunplanoparaleloa yz:
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e y=ph setratadeunplano paralelo a xz:

e z = setratadeunplano paralelo a xy:

En caso de que la ecuacion del plano solo contenga dos variables el plano sera
paralelo al eje de la variable faltante, a continuacién, se muestran las pasibles
gréficas:

e ax+by=d setratadeunplano paralelo agje z:
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e by+cz=d setratadeunplano paralelo agje X:

e ax+cz=d setratadeunplanoparaleloal ejey:

Las gréaficas que se presentan en los siguientes ejercicios se realizan en CalcPlot3D,
ver ANEXO

EJEMPLO 6

DeterminarQna ecuaciéon del plano que pasa por el punto (0,2,—3) y es
perpendicular a i = 5k

Solucion:

Para determinar una ecuacion del plano necesitamOSQn punto en el plano y un
vector normal (perpendicular) al plano, por lo tanto, ya se tiene los datos necesarios:
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N
n

ax+by+cz=m -

0x + 0y + 5z =(0,0,5) - (0,2, —3)

(0,0,5)

P0(0,2,—3)

52=0+0-15

z=-15

EJEMPLO 7

—_—

P,

Determinagna ecuacion del plano que pasa por el punto (0,0,0) y es perpendicular
an=(-3,0,2)

Solucién:

Para determinar una ecuacion del plan(ge necesita conocer un punto en el plano y
un vector normal (perpendicular) al plano, por lo tanto, ya se tiene los datos

necesarios:

n=

ax+by+cz=mn -

(=3,02)  Po(0,0,0)

e

PO

—3x+ 0y + 2z = (-3,0,2) - (0,0,0)

B2 3 4.5.6.7.8.0.10

—3x+2z=0
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EJEMPLO 8

Determinagna ecuacion del plano que pasa por el punto (3,2,2) y es perpendicular

x—1 Z+3
as-=yt2==;

Solucion:

Para determinar una ecuacion del plano necesitamOSQn punto en el plano y un
vector normal (perpendicular) al plano, por lo tanto, ya se tiene los datos necesarios:

A

B=1=(41,-3) Po(322) ¢
ax+by+cz=n"- P,

4x +1y—3z=(41-13) - (3,2,2)

4x+y—3z=12+2-6

‘ TR T RN ~.§‘
TR “.\“\“- R
AT
\\:\\\_,\;\}:}““

4x+y—-3z=8

EJEMPLO 9
Determinagna ecuacion del plano que pasa por (3,—1,2),(2,1,5)y (1,-2,—-2)
Solucién:

Para determinar una ecuacion del plano necesitamogn punto y un vector normal,
para el punto en el plano seleccionamos cualquiera de los 3 puntos dados y el vector
normal sera el producto cruz con dos vectores obtenidos con los tres puntos
pertenecientes al plano:

—_— —

n=AB x AC
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A(3,-1,2), B(21,5) vy C(1,—-2,-2)
AB=(2-3,1-(-1),5-2)=(-1,2,3)

AC={(1-3,-2—(-1),-2-2)=(-2,—1,—4)

—_— —_— ’i j\ I’E ~
ABxAC =|-1 2 3|=1(-8+3)—j4+6)+k(1+4)
-2 -1 -4

n=—5i—10j + 5k
Seleccionamos el punto B(2,1,5) y 7 = —5i — 10j + 5k

—

ax+by+cz=n- P,
—5x — 10y + 5z = (-5,-10,5) - (2,1,5)
—5x =10y + 5z =-10—-10 + 25

—5x—-10y+5z=5

Es posible simplificar la ecuacién dividiendo entre -5

x+2y—z=-1
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EJEMPLO 10
Determinar una@cuacién del plano que pasa por (1,2,3)y es paralelo al plano yz
Solucioén:

Es importante primero trazar un bosquejo de los datos conocidos y lo que se pide
obtener para tener un mejor panorama que facilite la solucion del problema.

P,(1,23) y n=1i=(10,0)
ax+by+cz=mn- P,
1x + 0y + 0z = (1,0,0) - (1,2,3)
x=14+0+0

x=1
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EJEMPLO 11

Determinar una@cuaoién del plano que pasa por (1,2,3)y es perpendicular al eje z

Solucién:

3]

=
=
:
ok Libodn ks -./\n-._aq_c

P,(1,23) vy nn=k=100,1)
ax+by+cz=n- P,
0x + 0y + 1z =(0,0,1) - (1,2,3)

z=0+0+3

z=3
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EJEMPLO 12

Determinaﬂna ecuacion del plano que contiene a las rectas:

Solucién:

De las rectas se obtiene la siguiente informacion:

(3,-5-2) «———

(2,2,3)

=i(24—1) - j(=12-2) + k(-3 - 12)

NN Y

7 = 231+ 14] — 15k

Se selecciona cualquiera de los dos puntos:

(2,23) y 7 =230+14j — 15k
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ax+by+cz=7-P,
23x + 14y — 15z = (23,14,—15) - (2,2,3)
23x + 14y — 15z = 46 + 28 — 45

23x + 14y — 15z =29

Para comprobar resultados se grafica en Calcplot3D o cualquier otro graficador.

EJEMPLO 13

Determinar una ecuacion del plano quegasa por los puntos (3,2,1) y (3,1,—-5)y es
perpendicular al plano 6x + 7y + 2z = 10

Solucion:

— —_—
n, =7n; x AB

AB
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A(3)2;1)y B(3I1I _5)
n, = (6,7,2)
AB=(3-31-2,-5-—1)=(0,—1,—6)
I Y
n,=n, x AB = |g 2

7 =1(—42+42) — j(=36 — 0) + k(—6 — 0)
0 -1 —6

—
n, =

—407 + 36] — 6k
Se selecciona uno de los puntos en el plano, para este caso se seleccioné el punto
(3,2,1) yconn, = —40i+ 36/ — 6k

ax+by+cz=n- P,

—40x + 36y — 6z = (—40,36,—6) - (3,2,1)

—40x + 36y — 6z =-120+72—-6

—40x + 36y — 6z = —54

Simplificando:

i
)

li
i

[
i

il
4l
[

i
]
il

y
i

I

[

]

i
[

;
'5

-':
i
«

20x — 18y + 3z = 27

M
.

De la gréfica realizada con la ayuda de Calcplot3D se puede verificar el resultado
observando que se cumplen las condiciones del problema.
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EJEMPLO 14

anontrar el angulo entre los dos planos y hallar un conjunto de ecuaciones
paramétricas de la recta de interseccion de los planos:

6x —3y+z=5

—x+y+5z=5

Solucion:

Calculamos el angulo entre los dos planos con los vectores normales:

n, =6i—3j+k - o ll=V36+9+1=+46

ng =
n, =—i+j+5k - |mpll=Vv1i+1+25=+27

) _1< T, ) _1<—6—3+5> _1< —4 > 96, 51°
=c0S | t—=r7= |=cosT | ——=— | =cosT' | ——= ) = 96.
V46:27 V4627

Iy [llimz |l

0 ayudara a

Si se logra tener una ecuacion que solo dependa de 2 variables
S ecuaciones

liberar una de las variables y llamarla “t ”, de esa forma se obtendra
paramétricas de la recta de interseccion. Por lo tanto, se elimina una variable de

nuestro sistema de 2 ecuaciones y 3 incognitas:

6x —3y+z=5
+ 3(—x+y+5z=05)
3x+ 16z =20

Se libera cualquiera de las 2 variables, para este caso se libera z despejando x:

3x +16z = 20
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¥TT3
20 16
X ?—?Z
Se parametriza Zz =t
20 16t
x—___
3 3

Ahora se sustituye x y z en cualquiera de las dos ecuaciones:

—Xx+y+5z=5

(20 16t>+ +5(t) =5
3 3)77Y -

20

— =+t 5t=5
Tty

_5+20 16t 5t
Y=oT373

35 31

= -t
Y=73 773

Por lo tanto@is ecuaciones simétricas de la recta de interseccion de los dos planos
son:

_20 16,
*=73 773
_35_31
Y=3 773
Z=1t
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Finalmente, se realiza las gréficas para comprobar resultados:

Como se observa en la gréfica la recta esta sobre la intersecciéon de ambos planos.

PARA TENER EN CUENTA:
e Silas ecuaciones de dos planos NO son multiplo escalar una de la otra (ni el
lado izquierdo de las ecuaciones), entonces los planos ni son paralelos ni

idénticos.

Por ejemplo:

Pi: x+9y+3z=5

Py: —2x+5y+z=1
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e Silas ecuaciones de dos planos son multiplo escalar una de la otra excepto
los términos independientes, entonces los planos son paralelos.

Por ejemplo:
Pi: —x+4+9y+3z=5

P,: 2x — 18y — 6z = 20

¢ Silas ecuaciones de dos planos son multiplo escalar una de la otra, entonces
los planos son idénticos.

Por ejemplo:

Pl: —X+9y+32=5

P,: 2x — 18y — 6z = —10
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1.5 Qriple producto escalar. Volumen de un paralelepipedo.
Qriple producto escalar
El triple producto escalar viene dado por:

A (BxC)=(ixB) ¢

Volumen de un paralelepipedo:

7

A

Volumen del paralelepipedo = (Areabase)(Altura)

Area, g, = ||[fx §||

-

Altura = ||Proij§ C||

Volumen del paralelepipedo = (||ff X §||)(||Proygx B 5”)

, (¢ (AxB)
Volumen del paralelepipedo = (||A X B||) W
X
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Volumen del paralelepipedo = |Z'> (Z X §)|

Volumen del paralelepipedo =

EJEMPLO 1

Calculargl volumen del paralelepipedo que tiene como aristas adyacentes a los
vectores:

A=<-821> BE=<-3,-57) y C=<5—-1—-4>

Solucién:
Volumen del paralelepipedo = |C - (A x B)|
& & 5 -1 —4
Volumen del paralelepipedo = ||x Ay Qz[| =[-8 2 1
by by b, -3 -5 7
=|(5)(14+5) — (-1)(-56+3) + (—4)(40 + 6)| = |95 — 53 — 184| = |—142|

Volumen del paralelepipedo = 142u?
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2. Funciones vectoriales en una variable real

2.1 %cuaciones parameétricas. Definiciones. Curvas planas vy
trayectorias.

Ecuaciones paramétricas:

Las ecuaciones paramétricas son ecuaciones en las que tanto x como y dependen
de una tercer variable t a la que se le llama parametro.

Al parametrizar una funcién algebraica, se parametriza primero la variable

independiente x, esto es x=t Yy, como Yy depende de X entonces, también
dependera del parametro t., esto es:

x=x(t) y y=y(@

Las gréficas que se presentan en los siguientes ejercicios se realizan en CalcPlot3D,
ver ANEXO A

EJEMPLO 1

Parametrizar la siguiente funcién y elaborar su gréfica:
f(x) =4x* -1

Solucién:

Se parametriza la variable dependiente:

x=t
Se sustituye x en la funcién:
y=4t? -1
Por lo tanto, la parametrizacion es:
x=t
y=4t> -1
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Tabulando, dando valores algunos valores a t, se tiene:

—
x

3 35
-1 3
Bl o -1
2 15
4 63

Qna de las ventajas al expresar una funcién en forma paramétrica es que se puede
elegir la forma en que se realiza la trayectoria, esto es, pude ser de izquierda a
derecha o viceversa. Para este ejemplo se presentan 2 parametrizaciones y se
observa el cambio que se presenta en la trayectoria.

En la parametrizacion anterior la trayectoria se realiza de izquierda a derecha, esto
se puede ver si consideramos el parametro t como tiempo.

X

1[1987654321Tltg_h4 56789107

Ahora se analiza la siguiente parametrizacion:

ISR

x=-—t
y=4(-t)* -1

y=4t*-1
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Tabulando, dando valores algunos valores a t, se tiene:

2 2 | 15
1 1 | 3
0o 0 -
1 -1 3
2 2 15
4 | -4 | 63

1,2345678910

Con esta parametrizacion se observa que la trayectoria se realiza de derecha a
izquierda, esto se puede apreciar mejor si consideramos el parametro t como
tiempo.

.1,

EJEMPLO 2:

Parametrizar la siguiente funcion y elaborar su grafica:

f(x)=v2x+8
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Solucién:
Parametrizando la variable dependiente:
x=t

Sustituyendo x en la funcion:

Por lo tanto, la parametrizacion es:

4 | -4 0

3| 3 2

1 -1 7

0 0 | 48

2 2 V12

4 4 4 10-9 8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -]
EJEMPLO 3:

Parametrizar la siguiente funcién y elaborar su grafica:

f(x) = 3e*

=
=

[TV TN T S -

12345678910
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Solucién:

Parametrizando la variable dependiente:

x=t
Sustituyendo x en la funcion:
y = 3et
Por lo tanto, la parametrizacion es:
x=t
y = 3et
t X y 10
3 | -3 3e7? 47
1 1 | 3e!
0 0 3 4
2 2 | 3e? )
4 4 334 —————— ::::::::::‘Y
10-9-8-7-654-F-2-4h1 12345678910
EJEMPLO 4:

Parametrizar la siguient&rcunferencia con centro en el origen y radio 4:

x*+y%2 =16
Solucién:

Como se trata de una circunferencia de radio 4, se utilizan las siguientes
sustituciones:
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x =rcos(t) «~ x=4cos(t)

y = rsen(t) - y = 4sen(t)

A continuacion, se verifica que es equivalente:

x?+y? =16
(4 cos(t))? + (4sen(t))2 =16
16cos?(t) + 16sen?(t) = 16
16(cos?(t) + sen?(t)) = 16
16(1) =16
16 =16

Por lo tanto si es correcta la parametrizacion dada

Esta parametrizacion hace que la trayectoria sea en sentido antihorario € en caso
de desear que el recorrido sea en sentido horario P se intercambia de posicion seno
y coseno, o bien, se multiplica una de las coordenadas por “menos”, cada que se
agrega un signo menos se estara cambiando el sentido de la trayectoria:

x = 4cos(t)

y = 4sen(t)
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x = 4sen(t)

y = 4cos(t)

EJEMPLO 5:
Parametrizag circunferencia con centro en (3, -1) y radio 7 en sentido horario:
Solucion:
Recordemos qug ecuacion de la circunferencia con centro fuera del origen es:
(x —h)?+ (y—k)* =r?
donde:
Centro: Cc(h k)

Radio: r

(x—3)2+(y+1)?2=49

La manera de parametrizarla es:

x =h + rcos(t)

y =k + rsen(t)
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C(3,-1) r=7

(x=3)2+@—-(1D)P=7

3
2
1

(x—3)2+(y+1)?2=49

123456789

x =q +rcos(t) -~ x=3+7cos(t)

y=k+rsen(t) -~ y=-1+7sen(t)

Sebohbibhnr

Como se pide en sentido horario entonces, se intercambia de lugar seno y coseno:

x=h+rsen(t) ~ x=3+ 7sen(t)

n

y=k+rcos(t) ~ y=-1+7cos(t)
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EJEMPLO 6:

Parametrizar una elipse con centro en el origen:

X2 y? -
= + 57 = 1 con centro en (0,0)
donde:
a = semieje enel eje x
b = semieje enel ejey
Solucion:

La parametrizacion es similar al de la circunferencia solo que los coeficientes son,
respectivamente, los valores de los semiejes:

x =acos(t) y=bsen(t)
Parametrizacion de una elipse con centro fuera del origen:

AV 12
(x h)+(y k)

= 2 =1 concentroen (hk)

donde:
q = semieje en el eje x

b = semieje en el eje y

X

1+
Lt 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 111
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a>b a<b

La parametrizacion es similar al de la elipse con centro en el origen, solo se agrega,
respectivamente las coordenadas del centro:

x=h+acos(t) y=k+ bsen(t) \\ 4

EJEMPLO 7:

Parametrizar la elipse con trayectoria en sentido antihorario:

x2  y?
a-i-? =1
Solucion:
a’ = 64 a=38
b2 =9 b=3

x = acos(t) y = bsen(t)

x = 8cos(t) y = 3sen(t)
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EJEMPLO 8:

Parametrizar la elipse con trayectoria en sentido horario:

2 2
(x+5) +(y+2) _

36 100 1
Solucion:
a’?=36 . a=6
b2 =100 . b=10
C(-5,-2)

x =h+asen(t) x= -5+ 6sen(t)

y=k+bcos(t) y=-2+10cos(t)

}J

-10-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 2345678 910
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Representacion gréficse las Ecuaciones Paramétricas:
Para poder representar gréficamenteQn conjunto de ecuaciones paramétricas se
cambia a una funcion algebraica despejando el parametro t en la ecuacion x = x(t)

y posteriormente sustituyéndolo en y = y(t), esto con el objetivo de tener una
expresion de la forma y = y(x), la cual ya se sabe graficar.

EJEMPLO 9:

Realiza un bosquejo de la siguiente funcién dada en forma paramétrica y determina
el dominio:

x=6t+8
y=t>+1
Solucion:
Para determinar el dominio de la funcion es necesario analizar cada ecuacion:
Parax: 6t+8 teR
Paray: t*+1 teR
Como se tiene que cumplir ambas, entonces el dominio parat es:
—0o <t < oo - (—o0,)

Despejando t de x:

Sustituyendo teny:

, x — 8\’ 1 ,
y=t-+1 y:( >+1 y=£(x—8) +1

Recordando el abc: y=af(x—c)+b
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a abre o cierra la grifica ya que hace que crezca mas rapido o mas lento
bla desplaz«gacia arriba (b > 0)o hacia abajo (b < 0)

cladesplaza hacia la derecha (c > 0)o hacia la izquierda (c < 0)

-muuu111m3165432§1 23456789101133361820

EJEMPLO 10:
Determina el dominio de la funcién dada y realiza un bosquejo de la curva:
x=vV2t+10 x>0

y=t+4

Solucién:

Para determinar el dominio de la funcién es necesario analizar cada ecuacion:
Parax: 2t+10=0 t>-5
Paray: t+4 teR

Como se tiene que cumplir ambas, entonces el dominio parat es:

t>-5 — [-5,00)
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Ahora para realizar la grafica, se despeja t:

x2—10
x=vV2t+10 - x?=2t+10 - t= >
Se sustituye teny:
x?—10 x2 x2
y=t+4 =~ y= 5 +4 —>y=7—5+4 - y=7—1

Como x = v2t + 10, esto implica que x = 0

Por lo que solo tenemos la mitad derecha de la parabola.

R R R - R~

o X

5432 2345678910
2
k3

=3

EJEMPLO 11:

Realiza un bosquejo de la siguiente funcién dada en forma paramétrica y determina
el dominio:

x=1t*+7
y=t+2
Solucién:
Para determinar el dominio de la funcién es necesario analizar cada ecuacion:

Parax: t>+47 teR
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Paray: t+2 teR
Como se tiene que cumplir ambas, entonces el dominio parat es:
—0<t< N (—o0,0)

Despejando t:

Sustituyendo teny:

y=t+2 y=+JVx—-7+2

—
=

=l e S )G

3-2 12345678910

3
o

! i i i | i
== de 1S th ok ek

EJEMPLO 12:

Realiza un bosquejo de la siguiente funcién dada en forma paramétrica y determina
su dominio:

x=In(t+5)

y=t—3
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Solucién:

El dominio de la funcién se determina analizando cada ecuacion:

Parax: In(t+5) - t+5>0 ¢t>-5

Para y: t—3 teR

Como se tiene que cumplir ambas, entonces el dominio parat es:
t>-5 - (=5,m)
Despejando t de x:
x=In(t+5) ~ te(-50»)

e* = eln(t+s) v e*=t+5 - t=e*-5

Sustituyendo teny:

y=t=3 y=("-5-3 y=e" -8

345678910

X
-2
-3
-4
-5
-6
-7
=
-9
-1
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EJEMPLO 13

Realiza un bosquejo de la siguiente funcién dada en forma paramétrica y determina
el dominio:

x=In(t+4)—-1
y=t+3
Solucion:
Para determinar el dominio de la funcion es necesario analizar cada ecuacion:
Parax: In(t+4) - t+4>0 ¢t>-4

Para y: t+3 teR

Como se tiene que cumplir ambas, entonces el dominio parat es:
t>—4 -  (—4,0)

Despejando t de x:

x=In(t+4)—1 . t€ (-4 )

x+1=In(t+4) e**! =+ aoe¥tl=t+4 > t=e 1 -4

Sustityendo teny:

y:t+3 y:(ex+1_4)+3 y:ex+1_1

<

K N Uk i)

o« X
123456789107

Sk i
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EJEMPLO 14

Realiza un bosquejOQe la siguiente funcion dada en forma paramétrica determina
el dominio:

x = ett+l

y=t+5
Solucion:
Pargeterminar el dominio de la funcién es necesario analizar cada ecuacion:
Para x: eit+l teR
Paray: t+5 teR
Como se tiene que cumplir ambas, entonces el dominio parat es:
—0<t< oo -  (—o0,)
Despejando t de x:
x = eit+l t € (—0, )

x=e**t!l 5 In(x)=In(e***l) - In(x) =4t -Iq

t_ln(x)—l
4

Sustituyendo ten y:

y=t+5 7 —

e <ln(x) - 1) s = lnL(Lx) N 149

-
=

PR |
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EJEMPLO 15
Realizzgn bosquejo de la siguiente funcién dada en forma paramétrica:

x=e'"1 -3
y=2t+5

Solucion:
Parseterminar el dominio de la funcién es necesario analizar cada ecuacion:
Para x: ettl _3 teR
Paray: 2t+5 teR
Como se tiene que cumplir ambas, entonces el dominio parat es:
—c0<t< N (—00, )
Despejando t en x:
x=e"1 -3 . te (=5 m)

x4+ 3 =ettl x+3 = pln(t+1) LoeXt3=t4+1 o> t=eXt3_1

Sustituyendo t en y:

y=2t+5 y=2(*""3-1)+5 y=2e*"3+3

-1
12345678910

105 = =T =y <5 =df - § =2 =

PR B T

Ty
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EJEMPLO 16

Realiza un bosquejo de la siguiente funcién dada en forma paramétrica y determina
el dominio:

4
- —3 )
Y= 2t1 6 yy

Solucién:

Para determinar el dominio de la funcién es necesario analizar cada ecuacion:

4
Para x: -3 - 2t+6#0 t+ -3
2t+6
Paray: t+2 teR

Como se tiene que cumplir ambas, entonces el dominio parat es:
teER—{-3} > (—o,—-3)U (-3,)

Despejando t en x:

Dividiendo entre 2:

Sustituyendo ten y:
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EJEMPLO 17
Realiza un bosquejo de la siguiente funcion dada en forma paramétrica:

x=—-2+8cos(t)

y = 5—25eng

Solucion:

De las ecuaciones parameétricas se puede observar que se trata de una elipse con
centro en (—2,5) con recorrido antihorario:

x = h+ acos(t) h=-2 y a=38 p

y =k + bsen(t) k=5 y b=-2
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x — h)? — k)?
G-W OB _ )
a b?
A
10+
(s
— (=2))? _52 8+
(= (-2 =57 _
g2 (=2)2
+ 2)? —5)2
(+2? G5 T
64 4 L
.................... o ¥
9§ 654324 12345678010
EJEMPLO 18

Realiza un bosquejo de la siguiente funcion dada en forma paramétrica:

Solucion:
Al despejar t y sustituir en x, se tiene que:
y=x

Como z = 4 esto significa que cada punto en el plano xy lo elevamos 4 unidades:

=
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EJEMPLO 19

Realiza un bosquejo de la siguiente funcion dada en forma paramétrica:

Solucién:

Al despejar t y sustituir en x, se tiene que:

y=x*

Como z = t esto significa que la curva ird aumentando su altura conforme t varia:

1
9
3
7
13
s
4
3
2
1
-1
2
-3
-4
-5
-6
-7
-8
)
-1

EJEMPLO 20

Realiza un bosquejo de la siguiente funcion dada en forma paramétrica:
x=t y=t*} y z=t>

Solucioén:

Al despejar t y sustituirlo en x, se tiene que:

y=x*
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Como z = t esto significa que la curva va bajando conforme t varia de —oo a ceroy
posteriormente sube conforme t varia de cero a oo:

=

nhbbhsl=nuwanaanets

EJEMPLO 21
Realiza un bosquejo de la siguiente funcion dada en forma paramétrica:

x =3cost, y=3sent y z=-5

Solucién:
Qn el plano xy se grafica un circulo de radio 3 en sentido antihorario:
x2+y2=9

Como z = -5 esto significa que cada punto en el plano xy baja 5 unidades:

z

R 7 - N -V
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EJEMPLO 22
Realiza un bosquejo de la siguiente funcion dada en forma paramétrica:

x = 3cost, y=-5 'y z=3sent

Solucion:

En el plano xz se grafica un circulo de radio 3 en sentido antihorario:

Como y = —5 esto significa que cada punto en el plano xz se desplaza 5 unidades
alaizquierdaeny:

10
9
8
7
6
5
4
3
2
1

"‘ti({-'?slﬂlﬂk})
r o

£ b inda ke =

EJEMPLO 23
Realiza un bosquejo de la siguiente funcion dada en forma paramétrica:

x = -5, y=3cost y z=3sent
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Solucién:

En el plano xz se grafica un circulo de radio 3 en sentido antihorario:
y2+2z2=9

Como x = —5 esto significa que cada punto en el plano yz se desplaza 5 unidades
a laizquierda en x:

]

-
=3
»

fp

EJEMPLO 24

Realiza un bosquejo de la siguiente funcion dada en forma parameétrica:

x =3cost, y = 3sent y z=t

Solucién:
En el plano xz se grafica un circulo de radio 3 en sentido antihorario:
x2+y2=9

Como z = t esto significa que la curva ird aumentando su altura conforme t varia:
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EJEMPLO 25

Realiza un bosquejo de la siguiente funcion dada en forma paramétrica:
x=4+6sent, y=-5+2cost y z=t

Solucién:

En el plano xz se grafica una elipse con centro en (4, -5) en sentido horario:

— 4)2 2
(x-9? G+5°_

1
36 4

Como z = t esto significa que la curva ird aumentando su altura conforme t varia:

—
=

L ba L Sy - 30
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Derivada de una funcién dada en ecuaciones paramétricas

La derivada de una funcion expresada como x = x(t) y y = y(t) viene dada por:

dy_—

el

EJEMPLO 26

- o bien

dy y '(©

dx x ' (b

Determinar Igcuacién de la recta tangente a la curva dada en el valor de t indicado:

x=t*+4

Solucion:

y=2t+1 t=1

Qara determinar la ecuacion de la recta tangente a una curva en un punto dado
necesitamos un punto y la pendiente, que viene siendo la primera derivada

n-2)

Calculando la derivada:

x=(1)?+4=5

(5,3)

dy
_dy_dt
T dx dx
dt

y=2(1)+1=3

145



m(1)=%=1

Una vez obtenido el punto y la pendiente se procede a calculaﬂd ecuacion de la
recta tangente alacurvaent =1
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y=2vx—-4+1

— y=-2Vx—4+1

EJEMPLO 27

Determinar Igcuacién de la recta tangente a la curva dada en el punto indicado:

1
x=4t+3 y=?+5 (11,5.5)

Solucion:

Primero determinamos el valor de t en el punto dado, esto para poder evaluar la
pendiente en ese punto:

11-3
t = =

Si  x=11y x=4t+3 =~ 11=4t+3 Z

8—2
i

t=2

Y=V :%(x —x1)
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_dy 4t
_dx_@
dt

1 1
- 1
__ez_ 1

m=" 412

() =~y =~ s =

M) =TT T @)

y—y1 =m(x —x;)

1
(11,5.5) y m——1—6

1
y—>55= —1—6(x—11)

1
y=-1z(x-1)+55

~ L
Y= T16 ¥ T16 T 2
__1 . 1 88
Y= 716" 16 " 16

1

16
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1V

o

A

10+
ol

y=-x/16+99/16 3T

24
34
44
54
64
Tl
84
91
104

BRI RRRN i\é SRR
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Segundgerivada:

La segunda derivada de una funcion nos indica la concavidad de la curva:

d?y

dxz ¢
%

AN = C

dx dx v
dt

d’y d (g
de? dx\dx | — »
dt
d (u vu —uv’
=)=

d’y d d_3t] _
dx?  dx\dx |~ dx
at (@)
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d (4 (i)
dzy t\dt\dx
dx? dx\?

(@)

dx? dx
dt
Por ejemplo:
y=x% y' =2x y” = 2 >0 Porlotanto,es concava hacia arriba

d
dy_d_¥_2t ot
dx dx 1

dt
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d
d?y B E(Zt)
dx?2 1

=2 >0 Por lo tanto, es concava hacia arriba

EJEMPLO 28
Sean x(t) =v2t+8 y(t) =t —4 calcular:

Q)Qa pendiente de la grafica de la funcion para t = 4
) La ecuacion de la recta tangente a la curvaent = 4
c) Determina la concaviggd de la curvaent = 4
d) Traza la gréfica, tantd®e la curva como de la recta tangente.

Solucién:

a) La pendiente de la gréafica de la funcion parat =4

x(t) =2t +8 @(t)=t—4

du

d _ _dx
==

X(0) = — LR

2W2t+8 2t+8
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T 1
dt 2t +8
m=+V2t+8

m(4) =V2t+8=.2(4)+8=V16=14
m4) =4

Q) La ecuacion de la recta tangente a la curvaent =4

y—y1 =m(x —xq)

Comot=4 - x=+vV2t+8=,2(4)+8=4

yo)y=t—-4 - y@=4A-4=0
(4,0)
y—y1 =m(x —x)

y—0=4(x—-4)
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y=4x—-16

c) Determina la concavidad de la curvaent=4

d 2 1
2y 7(V2t+8) 75778 Viits
= = = =1>0 C1T
dx? 1 1 1

V2t + 8 V2t +8 V2t +8

d) Trazegl grafica, tanto de la curva como de la recta tangente.

x>—-8 x?
x(t) =V2t+8 >0 x2=2t-lg t= > =7—4
=t—4 _ (X 4)—4
y= y = 2
xZ Yy
=—-8 >0 )
y 2 X

N
R e

X
123656 7891012345

-13432H109-8-7-6-54-3- 2

Ll
588 I e o

gt
e L
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2.2 Definicion de funcion vectorial, funcion vectorial y graficas.

Funcion Vectorial;

En el tema anterior se vio que una funcion se puede expresar en forma de
ecuaciones paramétricas, al utilizar las ecuaciones como componentes de un vector
obtendremos una funcion vectorial:

Ecuaciones Paramétricas:

x = x(t)
y=y()
z = z(t)
Funcion Vectorial:
r() =< x(0), y(t), z(t) > RV

Al dar valores a t, obtendremos un vector para cada valor de t dado:

(@) =<V2t+8,t—4>
r(5) =< V18,1 >

r(8) =< V24,4 >

-10-9-8-7-6-5-4-3-2- 56789101112

r(14) =< 6,10 >

bLbmbboET=~NuwsnaunoS=n

=v

Los puntos finales de los vectores nos describen la trayectoria, es decir, nos dibujan
la gréfica correspondiente a la funcion vectorial.
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EJEMPLO 1

Graficar la siguiente funcion vectorial:

r(t) =<3t—6,t>+1,t >

Primero se expresan las ecuaciones paramétricas, de esa forma se aplica lo visto
en el tema anterior para la traza de gréficas:

x(t) =3t—6
y(t) =t*>+1
z(t) =t
Despejando t de x:
x(t) =3t—6
[ x+6
-3
Sustituyendo en y:
y®) =t*+1
+ 6\°
y(x) = (x_) +1
3
+6)?
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La curva es una parabola y, como z = t, la parabola viene subiendo desde —
hasta oo:

-y

-
T u

=
]
)
.
“@mﬂé\mhumy—h&’m&mbqac

r(t) =<3t—6,t>+1,t >

A continuacion, se asignan algunos valores a t para graficar los vectores y
comprobar que efectivamente el punto final cae sobre la curva:

r(—4) =< —18,17,—4 >

r(0) =< —6,1,0 >

r(5) =< 9,26,5 >
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2.3 Limitesy continuidao%e una funcion vectorial.

Dominio y limite de una funcion vectorial
limﬂ‘ = lim < x(¢t), y(t),z(t) > =< limx(t),lim y(t),lim z(t) >
t-a t-a t-a t-a t-a

%ominio de una funcién vectorial

El dominio de una funcion vectorial es el conjunto de valores que se le pueden
asignar al parametro t para que cada una de sus componentes esté definida.

Continuidad

Qna funcién vectorial es continua en un punto solo si todas sus componentes son
continuas en dicho punto.

%\] EMPLO 1
Determinar el dominio de la funcion vectorial:
7(t) =<In(7t—9),Vt, t +7 >
Solucioén:

Pargeterminar el dominio de la funcion necesitamos analizar cada componente ya
que los valores de t deben satisfacer a todas las componentes:

x =In(7t — 9)
7t—9>0

15>9
7
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te [0,)

z=t+7

te (—oo,00)

Como t debe cumplir con los 3, entoncegl dominio de la funcién vectorial es:

EJEMPLO 2

Determinar el dominio de la funcién vectorial:

4 1 .
Vez2 —6t—16 (t+7)?

r(t) =< 10t + 5,

Solucién:

Pargeterminar el dominio de la funcién es necesario analizar cada componente ya

que los valores de t deben satisfacer a todas las componentes:

x =10t +5
No hay restriccion

te (—oo,)
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4
y:
Vt2 — 6t — 16

t?2—6t—16>0

t-8)(t+2)>0

t—8 - — +

t+2 — + +
t =2 t =8

+ — +

te (—o,—2)U (8,)

1

=T 1)

t+7+0

t+ -7

Como t debe cumplir con los 3, entonces el dominio de la funcion vectorial es:

x: (—o0,00) y: (=00, —2) U (8, ) z. t+ -7
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te(—o,-7)U(-7—-2)U (8,x)

te(—o,—2)U (8,00)—7

EJEMPLO 3

Determinar el siguiente limite:

lim?% = ltim <x(t),y(t),z(t) > =< ltim x(t),ltim y(t),ltim z(t) >
—a —-a -a —a

t—-a

- . 4t+3\ A at~ 2 ~ .
a) 7(t) = (—St_l)z+e j — (t* —6)k Calcular ltlirslr(t)
Solucién:
LTS o
i r(e) =
4t + 3 ~
. - 1 A 4t 2
iy 0 = iy | (g =)+ e - 2 - Ok
4(5)+3 . ~ 23 -
=—11 5y _ 2 _ — A 205 _
(5(5)_1>L+e 7 —((5)°—-6)k 24l+e j — 19k

ey (THLY . 29 o o = ey
b) 7(t) = (55) i+ 5= — (2 + Dk Calcular limr(6)

Solucion:
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limr(t) =;?
t—9 () ¢

limr(t) = li (7t+1)“+ £=9 , (t2+1)12]
eos T\ =S \/E_3l tz2_g1’

_(7(9)+1
\V9-3

- ()i
o =7

EL LIMITE NO EXISTE

i (92 + Dk
'T92 g1/

Indeterminacion

N > W o I =~ e
c) r(t) = (ﬁ—s)l+t2—81] (t“+ 1)k Calcular ltnglr(t)

Solucién:

limr(t) =;?
t-9 () ¢

- 7t — 63 t—9 ~
ltingr(t) = lim ( )i+ 1j —(t* + Dk

t-9 [\t — 3 t?2 -8
_(7(9) - 63 - 9-9 (0 +
“\"vo-3 ) Tor—g1’

Indet. Indet.

(9% o
~Xo/' ™/
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Aplicando la regla de L'Hépital:

0 o
Cuando se tiene una indeterminacién del tipo 0 6 — se tiene que:
(0]

lim <@> = lim <—f ’(t)>
a\g(®))  ta\g @®

CTt—63\ 7 ,
lim (=) = lim| | = lim(147) = 149 = 42
T

Y (t—9)_1. (1)_ 1 1
i\t —81/)  26\2t) T 2(9) ~ 18

lting(tz +1)=92+1=82

limr(¢t) = li (7t — 63) LI (t? + 1)1?] 420+ = — 82K
mr = 11m l — = L —] —
VE-3 ! 18’

t—5 t—9 t2 —81

2_ 2_ ~ N
d) #(6) = (3 i+ et — (770 +14)k  Caleular lim #(t) =

Solucién:

Qm 7(t) =;?
t—oo

m 7 (0 = I 8t2 —5t+1 A+9t2—5t+6A (o7t + 14)R
ST \2ez—10c+9) T T —3ez—g | 7 '¢
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Indeterminacion Indeterminacion

_<8<oo)2—s<oo)+1>A 9(e0)? = 5(e0) +6

— —7(00) o
2(00)2 —10(0) +9 L+ —3(x0)2 -8 j—(e + 14)k

Se selecciona el término de mayor grado tanto del numerado como del denominador
para obtener los limites de la primer y segunda componente:

_ 8t%\ . 9t? | o - _ o —7(0) -
lim 2z )it =) (e77t + 14)k =t11_)rg[(4)1 —3f — (e + 14)k|

0

=47 — 3] — (7 + 14)k

EJEMPLO 4
Determina para qué valor o valores la siguiente funcion vectorial es continua:

4t + 3
5t—-1

7(0) :( >i+e‘”j — (% - 6)k

Solucion:

Se analiza cada una de las componentes para determinar su respectiva continuidad:

_4t+3
*T5r-1

. 1
La componente en x es continua en todos los reales excepto cuando t = - que es
el valor para el cual el denominador es cero.
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La componente en y es continua en todos los reales. Finalmente, analizamos la

componente z:

z=—(t*—-6)

La componente en z es continua en todos los reales.

Por I&nto, la funcién vectorial es continua en:
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2.4 %erivada de una funcién vectorial, vector tangente a una curva y
velocidad.

Derivada de una funcion vectorial

d
O E(?(t)) =<x'(0),y '(t),z' () >

EJEMPLO 1

Calcular 7 ' (¢):
— d — ! ! !
r'(t) = a(r(t)) =<x'(t),y '(t),z' () >
a) r(t) = (5= ) i+e*j — -6k 1 '(8)=?

Solucién:

T = ((St - 1)(4) — (4t +3)(5)

SEE >i+4e4fj - (20)k

19

TO= "G

i+ 4e*j — 2tk
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Interpretacion geométrica de la derivada

Qa derivada de una funcion vectorial en un punto t es un vector tangente a la curva,
ademas nos indica el sentido de la trayectoria.

EJEMPLO 2
() =<t’,t>; t=2
Solucion:
7 '(t) =< 2t,1 > Vector tangente a@)
Grafica:

r'(=3) =<-6,1>

r'(0) =< 0,1 >

EJEMPLO 3

Calcular un conjunto dgcuaciones paramétricas para la recta tangente a la curva:
) =<-t3tt?> ent=1

Solucién:

Qara determinar las ecuaciones paramétricas de la recta es necesario un ganto
sobre la recta y un vector paralelo a la recta, por lo tanto, se evalua 7#(1)"para

obtener el punto sobre la recta y se deriva r(t) para obtener el vector tangente, esto
es, v=7"(1)
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) 12 1
7(1) =< 7,1, 12>=< 5,1,1 >

Por lo tanto, el punto de tangencia es: G 1, 1)

Ahora calculamos v = # '(1):

1
7%) =< =t%t,t*> >

2

7'(t) =<t 1,2t >

7D =< (1),12(1) >=<1,1,2 >

Ya podemos obteneﬂn conjunto de ecuaciones para recta:

1
X =x9+at X = E+t
y =7y, + bt y=1+t
zZ=2z9+ct z=1+2t
Velocidad y aceleracion:
Velocidad *—d?—ﬁ'(t)
elocidad: V= =T
dv d*7
Acel [on: a=—=v ' (t)=—==7"(t
celeracién a=-— v (t) iz (3]
Rapidez: 17|l = |I7 "(O)
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2.5 Segunda derivada, aceleracion, segunda Ley de Newton.

La segundaQerivada de una funcion vectorial se obtiene derivando dos veces la
funcion y se puede interpretar como la aceleracion.

Aceleracis L dv ' d?7
celeracion: a=—= 17 =
dt?

=7 ”(t)
EJEMPLO 1

s , . N 1 .
Un movil se mueve a través de la trayectoria 7(t) =< 51:2,t,1:2 >. Determina la
aceleracibnent =2

Solucion:

1
r@’) =< —t%t,t*> >

2
7O —ct12t >

7"(t) =< 1,02 >

Por lo tanto, a(1) es:

da(1)=<1,02>

A continuacién, se muestra la grafica correspondiente realizada en CalcPlot3D (Ver
ANEXO A)
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Desarrollado con el apoyo de la NSF-IUSE #1524968.

Afadir a la grafica: | Seleccione uno... v

Etiqueta:a (1) =<1,02> A

Enel punto: |(2,-4,1)

Fuente: 'm

B Negrita [ Cursiva B Matemdtico-vyz
Tamadlo de fuente: @

Alnar

Color: - v

Vector: <1,0,2> ‘ X

a(l)

<1, 0,2>

Etiqueta:[t=1 |

Punto:[(1/2,1,1)

x(r) =[1/2th2

=t
= =[tr2
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2.6 Integracién%e una funcion vectorial y longitud de arco en
coordenadas cartesianas. (Areas se vera con menor importancia)

Integral de una funcion vectorial

b

b b b
f?(t) dt = f <x(t),y(t),z(t) >dt = (f x(t) dt,f y(t) dt,f z(t) dt)

EJEMPLO 1

Calcular la siguiente integral:

7(t) = (?“_1) i+e*j — (2 — 6)k [F(®Odt =;?

Solucién:

ﬂ(t)dt = f (5t4_ 1d1:)i+ f(e‘“dt)j— f((t2 — 6)dt)k

j?(t)dt = %f <5t5_ 1dt)i+%j(e‘“4dt)j— f((t2 —6)dt)k

4 et t3 .
j?(t)dt = (§1n|5t— 1] + Cx)i+ <T+Cy>j— (;— 6t + Cz>k

4 et t3 . .
f?(t)dt = E1n|5t— 1|i+Tj— <§— 6t>k + (Gl + Cyf — CLk)
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4t t3

4 e —
7 =1 1+ —f———
fr(t)dt ZIn|5t—1]i+——j <3 6t>k+C

EJEMPLO 2
Calcular la 7(t) si se sabe que:

a=<2t3t>  v(1)=<6,2,3>y 7(2)=<10,5-2>

Solucién:

Sabemos que: ad = v'(t)

t* —
ﬁzf&dt=f<2t,3,t3>dt =< t2,3t,z>+C1

t* —
v(t) =< t2,3t,z >+

Para determinar el valor de C; se utiliza, respectivamente, una de las condiciones
dadas:

(1) =< 6,2,3 >

14 —
7(1) =< 12,3(1),7 > +C, =< 6,2,3 >

— 14
C, =<623>—-< 12’3(1)’Z >
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- 1
C;=<623>-<13,7>

N 1
C,=<5-1,—>

1 4
t* —
?(t) =< t2,3t,z > +C;

— t* 11
v(t) =< t2,3t,z > +< 5,—1,7 >

—_— t* 11
v(t) =<t?+ 5,3t — 1'Z+T >

—_

Sabemos que v(t) =7 ' (t):

4
F(t)zfﬁ(t)dtzf<t2+5,3t—1,z+7>dt

(t)—<t3+5t3t2 tt5+11t>+c_’
I R T 2

Para determinar el valor de C, se utiliza la otra condicion dada:

7(2) =< 10,5,-2 >

7(2) = 2 5(2 327 2 2> U C,
T()—<?+ (2), > _()'W+T()>+2

*(2)—<38 471>+F—<105 2>
r - 3! )10 2 )
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_ 38 71
C, =<10,5,-2>—-<—, 4—>

3 10

G =<-21-2

27T 3" 10

t3 2 tS

r(t)=<?+5t,7—t,%+7t>+C2

*(t)—<t3+5t3t2 tt5+11t>+< 81 91>
=Sy b b0 3'7 710
—’(t)—<t3+5t 8 3t7 t+1t5+11t 91>
no=<3 3" 72 20" 4" 10

Tiro Parabdlico

Un cuerpo que es lanzado en tiro parabdlico con velocidad inicial vo y con un angulo
de elevacion 8 va disminuyendo su velocidad en y hasta llegar a cero y alcanzar su
altura maxima e inmediatamente inicia su descenso para llegar al suelo con un
alcance x.

q continuacion, se deducen la formulas o componentes de la funcién vectorial que

describe la trayectoria, utilizando la segunda ley de Newton y aplicando la
integracion de la funcion vectorial.

Yo

7(0) =75 = hoj

'r:” F K T .I: A
— x(t)=Alcance / "L

Esta foto de Autor desconocido esta bajo licencia CC BY-SA
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Componentes de la Velocidad Inicial (Velocidad de lanzamiento):
Vox = VoC0SO

Vgy = VpSent

Vo = VocosOi + vysenbj

Condiciones Iniciales:

—_—

r(0)

_

v(0) = vy = vycosOi + vysenbj

!

I
~

o = hoJf

Utilizamos la segunda ley de Newton:

v(t) = —gtj + C;
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_—

v(0) = vy = vycosOi + vysenbdj
v—(()j =—g(0)j + ?1) = vycosOi + vysenbj
C—{ = vyc0s0i + vysenbj
v(®) = —gtj + C;

@) = —gtj + (vycosOi + vysenbj)

Q(t) = vycosOT + (—gt + vysenb)j

v(t) =7 ' (t)

() = fﬁdt = f(vocosei + (—gt + vysend)j) dt

— t? .
r(t) = vocosf t i+ <_g7 + vysenb t>j + C,

—_—

r(0) =75 = hoj

9(0)?

r(0) = vycos6(0) T + <— + vosen9(0)>j +C, = hyf

E;: hof

r(t) = vycosOti + <— gT + vosen0t>j +C,

. £2
r(t) = vocosOt i + <— gT + vosené?t)j + hoJf

- t2
r(t) = vocosOt i + <_g7 + vosenOt + h0>j
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x ' (t) = v (t) =vycosfd - Constante
Formulas a utilizar:
x = (v,cos0)t

gt*

y=-= + (v,senf)t + h,
vosend . L.
tmax = tiempo en alcanzar la altura maxima
6)2 o
Ymax = (osend)” + h, altura maxima

29

Deduciendo expresiones para tiempo en alcanzar la altura maxima y altura maxima:

v(t) =<v,,0 >

y IR o DI
i3
yo,&Qa [ ;
1(-11.=—gj ' 00,z
i
} honax
j
n L 2 [}
£y xiti=Alcance ftf ]llf

4

Como en el maximo de lacurvay '=wv, =0, se tiene:

gt’
y=-= + (v,senf)t + h,

!

y = —gt +v,senf =0
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v,senf . o
t= Tiempo en alcanzar la altura maxima
9

Por lo tanto, la altura maxima se obtiene sustituyendo el tiempo eny:

v,send
Ymax = y(tmax) = y( 2 )

g

gt
y = 5 + (v,senf)t + h,

(vosené))z
g
2

v,senf
y=- ) + h,

+ (v,senf) (

(v,senf)? (v,senB)?
y=- 29 + 7 + h,

_ (vysend)?

max = 29 + h, Altura maxima

EJEMPLO 3

Qeterminar la altura maxima y el alcance de un proyectil disparado desde una altura
de 1.5 metros sobre el nivel del suelo con una velocidad inicial de 280 metros por
segundo y con un angulo de 40° sobre Ia harizantal

A vy =280m/s
Solucioén:
Se tiene que:
_ N
h, =15m o=15m Dt = 0
6 = 40°
178
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m
vy = 280—
S
m
g=981—

s2

Para altura maxima:

_ (vpsenb)? _ (280sen40)? 15 = 1652, 52
Ymax = 29 +h, = 9.81m +1o= .0sM
2 ( s2 )

Para alcance méaximo:

hg=15m
Yrina =0m

v

Xinar = Alcance =;7

Primero es necesario calcular el tiempo en el que el proyectil choca con el piso, esto
es cuando y =0m:

2

gt
y = _T+ (vosenbB)t +h, =0

9.81m

2+2
- Szt + (280sen40°)t + 1.5 = 0

—4.905t? +179.98t + 1.5=0
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Resolviendo:

_ —179.98 +,/(179.98)2 — 4(—4.905)(1.5)
L= 2(4.905)

_ —179.98 £ 180.06
— 2(—4.905)

Descartando el resultado negativo de t, se tiene el tiempo en que el proyectil tarda
en chocar con el piso:

_ —179.98 — 180.06
N 2(—4.905)

t=36.7s

Finalmente, se calcula el alcance sustituyendo el tiempo que el objeto permanece
en el aire:

x = (v,cos0)t = (280c0s40°)(36.7)

x =7871.87m

Ejemplo 4:

Un objeto es%nzado con una velocidad de 980 pies/gacia un blanco a 2500 pies
de distancia. Determine el angulo minimo de elevacion del arma.

Solucién:

Se tiene que:

ies
v, = 980 pT

. Vo =0980ft/s
h, = 0 pies

ho =0 ft ,/ (Xfinat, Yrina) = (2500,0)
Yfinar = 0 pies /_\_>

o
<

Xfina = 2500 pies Xinat = 2500 ft
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Con los datos anteriores que tenemos:
x = (v,cos0)t = (980cosO)t

th 2
x = (980cosf)t = -5 + (v,send)t + h, = — >

+ (980senf)t + 0

y = —16t% + (980send)t

Cuando el proyectil pega en el blanco  xfinq = 2500 pies y  Yrina = 0 pies
Xfinat = 2500 pies

x = (980cosf)t  estoes 2500 = (980cosh)t despejando t:

o 2500
"~ 980cosH
Yfinal = 0 pies

y = —16t% + (980senf)t esto es 0 = —16t% + (980send)t al sustituir t se
tiene:

( 2500 )2+(980 0)( 2500 )_
980c0s0 5%\ 980c0s0) ~

—104.12 + 2500 senf 0
(cosB)? cos®

—104.12 senb
((COS—H)Z + 2500 P = 0) (cos6)?

—104.12 + 2500senfcosf =0
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2500senfcosf = 104.12

2 % 1250senfcosf = 104.12

104.12

750 0.0833

2senfcosO =

Aplicamos la identidad 2senfcosO = sen(20)en(26) = 0.0833
26 = arcsen (0.0833)

g arcsen (0.0833)

= 2.39°
2

A continuacion, se analiza si es el Unico angulo (0° < 6 < 90°) que cumpla con las
condiciones del problema:

¥ 62 =Z‘?

y = 0.0833

0, = 2.39° = 0.0417

Para obtener el valor de 6, se resta a medio periodo (Z:E) 6, = 0.0417

2 2
aprovechando la simetria:

¥
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N
NI

T
6, =5 — 0.0417 = 1529 = 87.61°

Como no se pide el angulo minimo, entonces respuesta es:

0 =2.39°
Otra forma de resolverlo es:
—104.12 + 2500 senf _0
(cosH)? cos®

—104.12 + 2500senfcosf = 0

sen’0 =1 —cos?0 .. senf =+1—cos?6

sen?6 + cos?6 =1

~104.12 + 2500 (\/1 _ 60520) cos6 = 0

2500+/1 — cos?8cosO = 104.12
2
(2500\/ 1 — cos?0cosf = 104.12)

6250000(1 — cos?6)cos?6 = 10840.97

6250000c0s?0 — 6250000cos*0 = 10840.97
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0 = 6250000c0s*0 — 6250000c0s2?6 + 10840.97

_ —(—6250000) + \/(—6250000)2 —4(6250000)(10840.97)

2
0
cos 2(6250000)
2 _ 6250000 + 622828032
cos™Y = 12500000
2y _ 6250000 + 622828032 _
cos™Y = 12500000 -
cosf =+0.9983 = 0.9991 6 = arccos(0.9991) = 2.34°
», _ 6250000 ~ 622828032 _
cos = 12500000 -
cosf =+/0.0017 = 0.0417 6 = arccos(0.0417) = 87.61°r lo tanto,?l

angulo minimo de elevacion del arma es 1.91°

Qongitud de Arco:

Una forma de aproximar la longitud de arco es construir triAngulos rectangulos y
calcular la hipotenusa, al sumar las hipotenusas estaremos aproximando el valor de

la longitud de arco:
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dL? = dx? + dy?

dL = \/dx? + dy?
ZdL — 1

b b b dt
L:de:[m:MmE
a

a

b b
L =f 7 @Ol dt =f 131 de
a

a

[ [ e

b b
L:f I~ | dt:f 131 de
a a
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De forma similar podemos obtener la formula utilizada en Célculo Integral:

b b b,—@—dx b/d2+d2
L=de=f\/dx2+dy2=f dx? + y2—=f x—zydx
a a dx J, dx

a

9 j(g)i(j_i)z —

Las graficas de los siguientes ejercicios fueron realizadas con winplot (Ver ANEXO
C)

EJEMPLO 5

Calcular la longitud de arco para x(t) = /2 + 4 y y®&)=9t 1<t<4

Solucién:

3
x'(t)=5t1/z y y'(®)=9

2 4 2 4
31 9
= ey 2 — /_
) dt -[1\]<2t 2) +(9)?% dt Jl 4t+81 dt
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3 3 3
( 4 81)E 8 (9 1 81)E 8 90E (3 )E 27.92
=—(-(4+ ——|-()+ =—(902—(—) |=27.92u
27 4( ) 27 4( ) 27
1y t=4
21 i=1
JE% i é é JI, ; é I? é ; 1L> 1}1 1; 1=3 1

Utilizando la formula vista en céalculo integral:

Q=f: 1+(d—y)2 dx

dx
x(t) =t72+4 y y(t) =9t

2 2
t=((x—-4)3 ~ y=9(x—4)3

dy _1
— =6 —4) 3
P (x —4)
Si 1<t<4

x(t)=tl2+4 y ) =9t
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x()=D2+4=5

x(4) = ()2 +4 =12

S5<x<12

= [ [14(2) ax
L=L12\/1+<6(x—4);>2 dx

12 2
L=] J1+36(x—4)_§ dx
5

12 36
L=] 1+ 5 dx
5 (x —4)3

2
12 1(x —4)3+ 36
L:f ——— dx
> (x—4)3

dx

2
12J(x—4)§+36
- !
5 (x —4)3
u=(x—4)*3+36

du =2 gy =2 4
u—§(x—4) X—WX

L =;f5 ((x—4)%+ 36)E (ﬁ dx>

3
22112
3

L=%(@—4ﬁ+3@ ;
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3
) 3
L= ((x — )3+ 36)2 |152

b= (02— 05 36) (G5 % + 30

N W

3 3
L=(40)2—-(37)2=27.92u

Otra forma de resolverlo es:

b dy2
L—-L 1+(E) dx

3
x(t)=t’2+4 y y(t) =9t

3
x'O=5t" y y' @®©=9

dy _y'(@®
dx x ' (t)

x(®) =t/2 +4

3
x ' (t) = Etl/z

3
dx = Etl/Zdt
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4 6 \°/3
szl /1+<t1—/2> (Etl/Zdt)
L= ;f: /1+§(t1/2dt)

3 B

L= %f ’(1+3t—6)(t)dt

3 4
L=Ej Vt+36dt
1

3 r* 1
L= —f (t+36)2dt
21
L= 3(t+36)%2|4
2 311

3 3
L= (4+36)2—-(1+36)2

3 3
L= 402-372=27.92u

EJEMPLO 6

Calcular la longitud de arco para x(t) =2t>*+7 y y(t) =25t

Solucioén:

x'(t)=4t y y'(t)=25
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b d 2 d 2 3 1 3
= f (—x) + (—y) dt = f (4t)% + (25)? dt = —f 16t2 + 252 4dt
a dt dt 0 4),

u? = 16t2 a? = 252
u =4t a=25
du = 4dt

2
f\/uz +a?du= %\/uz + a? i%ln|u+\/u2 i—azl +C
1[4t 252 3
L= Z(?‘/WZ +252 + ——In |4t + /1617 + 252|> 5

L= %(@\/16(3)2 + 252 + szzln |4(3) +/16(3)% + 252|>
2
—%(@JM(O)Z + 252 + %ln |4(0) + V16(0)2 + 252|)

1 625
L= Z(6\/769 + Tln|12 + \/769|>

1(6251 |25|) =77.79
2\ 2 " =P

—
H—
3-2-1 (12345678 910111213141516171819202122232425262728293
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EJEMPLO 7

Calcular la longitud de arco para x(t) = §t3 +5 y y@) = %tz —-1<t<1

Solucién:

x'®)=4t? y y'()=t

szb\/(dx)2+(%)2 dtzﬁ (4t 2)2 + (£)2 dtzf\/mdt

dt

1 1 1
L=f Jt2(16t2 +q) dt=] Jez J16t2 +1 dt=J t/16t2 +1 dt
-1 -1 -1

1

L=— [ 32¢ (162 + 1) dt = — (1662 + 1)? (2)|
32), 32 3

1

1 311
—_ 2 5
o =g (6t +1)z|_1

3 3
L= %(16(1)2 +1)z — %(16(—1)2 +1)2=0 NO puede ser CERO

Hay que tener en cuenta el concepto de valor absoluto:

Jez = |t
|t|={ t, t>0
—t, t<o0

Por ejemplo:
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-5 =—(-5)=5
12| = 12

Una vez teniendo presente el concepto de valor absoluto se calculard de nuevo la
integral sin cometer el error del desarrollo anterior:

o bolidx\?  dy\* 1 1
=f (—) +(—> dt=f Jt2 J16t2 +q dt=f lt| /1662 + 1 dt
a dt dt -1 -1
0 1
sz —t4/16t2 +1 dt+ft 16t2 +1 dt
-1 0
1 (° 1 1 (! 1
L=—— | 32t(16t?+1)2 dt+—f 32t (16t% +1)2 dt
32)_, 32 J,
1 310 1 311
= — — 2 2 —_— 2 2
L=z (1662 +1) |_1+48(16t +1) |0
1 , 31 , .3
=|—— 2 —_— — 2
L ( 15 (160007 + D7 + - (16(-1) +1))
(1 2 4 1)5 — 1602+1%)
_ 2 —
+ (35602 + 17— - (16(0)? + 1)
e ramis tanio A s fanio 2o Lot _oes
~ 748" 48 48 48~ 48 48~ 24 24 o0
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EJEMPLO 8

Calcular la longitud de arco para x(t) =sen(4t) y y(t)=9 O0<t<mw

Solucion:

x'(t)=4cos(4t) y y ' (&)=0

L= J-b\/<%>2 + (%)2 dt = fn\/(él cos(4t))? +0?% dt = Jn4 cos(4t) dt
a 0 0

L = sen(4t) |7(§ = sen(4m) —sen(0) =0 NO puede ser CERO

A continuacion, se realiza el andlisis de la grafica para tratar de entender que es lo
gue esta causando el resultado cero:

A
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Nuevamente se aprecia que hay valores para los cuales la funcion esta por debajo
del eje x, por lo tanto, nuevamente se aplica el concepto de valor absoluto:

T

L= fn\/(4cos(4t))2 +0 dt =f |4 cos(4t)| dt
0 0

En un ciclo se tienen 4 valores criticos para ubicarlos dividimos el periodo entre 4,
esto con el objetivo de definir los limites de integracion ya que 4cos(4x) tiene valores
positivos y negativos y esto hace que tengamos que plantear varias integrales:

==
=<}

(52}

E]

Como f(x) = 4 cos(4x) toma valores positivos y negativos de (0,7), entonces el
resultado correcto es:
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n 3 sm ™
8 8 8 8

=f 4 cos(4t) dt +L —4 cos(4t) dt + .L’T 4 cos(4t) dt + JS” —4 cos(4t) dt
0 3 ) El

Vi

+ f7_n4 cos(4t) dt

8

O bien, se calcula la primera seccién positiva que es la correspondiente al intervalo
de [0, %] y la multiplicamos por 8 ya que de la grafica podemos observar que la

longitud de arco que se desea calcular contiene 8 veces a la primera seccion
positiva:

% = 8sen <4 (g)) — 856n(4(0))
= 8sen (g) — 8sen(0)

e

L= S.f 4cos(4t) dt = 8sen(4t)
0

At=n

10-9-8-7-6-54-3-2-311234506782910

24
34
44
54
64
74
&4
ol
e
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EJEMPLO 9

5
Calcular la longitud de arco para x(t) =t y y(t) = % +3 1<t<2

Solucion:

5

1,
x(t)=t vy y(t)=ﬁ+gt

=1 ,(t)_t4 t"4_t4‘ 1
r =LY Yy T Ty T

= &) = oo e (R

fz 418 4 t16 — 2¢8 + 1 it
) 4t8

197



8+ 1)
7 dt

2 tte+2t8 +1 2 |(t8 +1)2 2
kL Gk
1 4t . 4t .

2 (8 +1
:f ( )dt
. 2tt

L—fz t4+1 dt—fz t4+t_4 dt—ts t212 2 12
o \2 2t S \2 2 10 611 10 e6t3l1

L_(2)5 1 (1)° 1) 16 1 1 1_779_325
_<10 _6(2)3>_<10 _6(1)3>_ _____ t6 240 >

= W e T S
1 1 I 1 I 1 I
T T T T T T T

Qrea de una superficie de revolucion
Teorema:
Giro alrededor de x:
Supongamos que f(x) es una funcién suave no negativa sobre@l intervalo [a,b].

Entonces, el area de la superficie de revolucién que se forma al girar el grafico de
f(x) alrededor del eje x viene dada por:
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S= ﬁz:: FEO)IF 7 (@ldt

Giro alrededor de y:
éupongamos que g(yﬂs una funcién suave no negativa sobre el intervalo [c,d].

ntonces, el area de la superficie de revolucién que se forma al girar el grafico de
g(y) alrededor del eje x viene dada por:

S = ﬁan(?(t)) 7 (0)llde

c

EJEMPLO 10

Calculagl area de la superficie que se genera al girar alrededor del eje x la funcion
dada en el intervalo indicado:

fx)=Vx+4 [0,5]

Solucion:

Como el giro es alrededor de x, se utiliza la formula:

S = ﬁzn FEO)IF ' @ldt

a

Se parametriza la funcion,

x(t) =t y(t) =vVt+4

1
x'®)=1 y’(t)=2\/t+_4

2

. 1
G j(1>2+(2 —)
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e 1
I# Ol = |14 7775

Ahora se obtienen los valores para el parametro t:

0<x<5
@i x=0 - x=t «~ x=0
Si x=5 - «x=t x=5
0<t<5

tp
Szf 2 f(FD) IIF ' (0|t

a

4(t+4)+1
4(t + 4)

5 5
=.f 2mVt + 4 dt = f 2Vt + 4
0 0

TR
Jat+4)+1

2
fﬂ RN Ty

\/4t+ 17dt
2Vt + 4

fZT[\/
5 T[> 1
=j T VAt + 17 dt=—J (4t +17)2(4)dt
0 4Jo

=" 4t +17)2 (2> [5 =T (4t +17)2 [5
4 3/10 6 0
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= %[(4(5) +17)7 — (4(0) + 17)3]

= %[(37)% - (17)%] u?

La siguiente imagerﬁwestra la porcion de superficie a la que se le calcul6 su valor:

surface of revolution

y = sqrt(x+4) B
sisaxeby=c
2= (000000

yans

b= {1.00000

cofpmm || ok | e | aw | o | e | |
ac start [0.00000 h equa name box close.
——f—— ] 2] o] ] ]
snge st [000000

gl stop [528318

o |

EJEMPLO 11

Calculagl area de la superficie que se genera al girar alrededor del eje y la funcién
dada en el intervalo indicado:

gy) =y* [—1,2]
Solucién:

Como el giro es alrededor de y, se utiliza la férmula:
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S = PlZRg(?(t)) 7 ' (®lldt

c

Se parametriza la funcion,
y() =t x(t) = t?

y'(t)=1 x'(t) =2t
17 " Ol =V (1?2 + (2t)?
17 'Ol =V 1+ 4t?

Ahora se obtienen los valores para el parametro t:

-1<y<2
Qi y=-1 - y=t & t=-1
Si y=2 - y=t t=2
-1<t<?2

S:deTI:g(?(t)) 17 ' (®)|dt

5 5
S=j 2792\/1+4t2 dt = 2m J t> 1+ 4t2 dt
0 0
Integrando por partes:

5
= 27 Jt2\/1+4t2 dt
0

5
= 27 ftt 1+ 4t2 dt
0
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fudv=uv—fvdu

Q=t dv = t1 + 4t% dt
du = dt vzft\/1+4t2dt

1
v=§f8t(1+4t2)5dt
_1 2ys (2
v=2(1+4t )23(3)
_ 1 275
v—12(1+4t )z

2

= 271 It (% (1+ 4t2)%) [_21 — f_ 1—12(1 + 4t2)% dtl
= 27 I ( (1+4t2)) ——f (1+4t2)2dtl

Integrando por sustitucion trigonométrica:

= 21 [ ( (1+ 4t2) f (1 +4t%)2 dtl
W X Cambio de limite inferior: Cambio de limite superior:
%\ t=-1 t=2
u=atanz Y Sustituyendo el valor de t: Sustituyendo el valor de t:
x/ﬁ u 2t = tanz 2t = tanz
a +u =asecz —2 =tanz 4 = tanz
a z = arctan(—2) z = arcsenz(4)
z =—63.43°=-1.107 z =75.96° = 1.326
u? = 4t a’?=1

2t =tanz V1+x2=sec z

1
dt = Eseczzdz
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= 2 It (% (1+ 4t2)%) [_21 - %jj(mf dtl

-— (secz)® =sec?zdz
12 —-1.107 2

1 3 1 1 1.326
= 2 [t (E 1+ 4t2)§) [_21 - (E)f sec®z dzl

-1.107

1 3 2 1 1.326 1
= — )z
21 lt(12(1+4t ) )[_1

1.326

t 3r2 1
=21 |—(1+462)z| “ —= 5
T IlZ( + 4t°) [_1 >4 sec zdzl

-1.107

fsecsz dz = f sec’zsec’zdz = fsecaz sec’z dz
Por partes:

fsecsz dz = sec3z <J sec?z dz> - f (J sec?z dz) (3sec?zsecztanzdz)

Jsecsz dz = sec®ztanz — J tanz(3sec?zsecztanzdz)
fsecSZ dz = sec3ztanz — f 3sec®ztan’zdz
fsecSZ dz = sec3ztanz — 3 f sec3z(sec’z — 1)dz
fS@CSZ dz = sec3ztanz — 3 f sec®zdz + 3 f sec3zdz
fsecsz dz +3 f sec®zdz = sec3ztanz + 3 f sec3zdz
4fsecszdz = sec3ztanz + 3 J- sec3zdz
J-secszdz = %sec3ztanz + Zf sec3zdz
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fsec3z dz = f secz sec’z dz
Por partes:

fsec3z dz = secz <J- sec®z dz) - f tanz(secz tanz)dz
J-sec3z dz = secz tanz — f tan®z seczdz
fsec3z dz = secz tanz — f(S@C2Z — 1)seczdz
fsec3z dz = secz tanz — f sec3zdz + f seczdz
fsec3z dz + f sec3zdz = secz tanz + f seczdz
2 J sec3zdz = secz tanz + In|secz + tanz| + C

1 1
f sec3zdz = Esecz tanz + Elnlsecz + tanz| + C

Por lo tanto, se tiene que:

5 1 3 3
sec’zdz = Zsec tanz + 1 sec’zdz

E 1 3 3/1 1
sec’zdz = Zsec ztanz + 7 <E secz tanz + Elnlsecz + tanz| + C)

1 3 3
f sec®zdz = Zsec3ztanz + §secz tanz + §ln|secz + tanz| + C

Sustituyendo:
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1.326

3
S= 2m I— (1+ 4t?)2 [_21 - sec®z dzl

—-1.107

= 2n i(1 + 4t2)%[ 2 ! <1 seciztanz + = 5 secz tanz + Elnlsecz + tanzl) 1.326 ]
12 -1 24\4 8

—-1.107

7 [%(1 + 4t2)3 [_21]

) 1.326

1 /1 3 3
~5a (4 sec3ztanz + = secz tanz + =In|secz + tanz| 1107

8 8
= 2 (%) [(1 +42)))7 - (1 + 4(—1)2)%]

1 3
~a (Z sec3(1.326) tan(1.326) + 3 sec(1.326) tan(1.326)
3
+ glnlsec(1.326) + tan(1.326)|>

1 /1 3
_< 24(4S€c3( 1.107) tan(— 1107)+—sec( 1.107) tan(—1.107)

3
+ glnlsec(—1.107) + tan(—1.107)|>>

~ 12 [(17)2 -6 ]

214 <éll sec3(1.326) tan(1.326) + Esec(l 326) tan(1.326)
+ ElnIsec(1.326) + tan(1.326)|>
24 (1 sec3(—1.107) tan(—1.107) + §sec( 1.107) tan(—1.107)
+ %lnlsec(—1.107) + tan(—1.107)|> = 57.04 u?

El resultado se puede comprobar con WolframAlpha en linea:
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https://www.wolframalpha.com/input?i=integrate+2*Pi*t%5E2*sqrt%284t%5E2%2B
1%29+from+-1+to+2

WolframlAlpha esta
disponible en espafiol

jPruébelo ahora!

& WolframAlpha e

integrate 2*Pi*t*2*sqrt(4t*2+1) from -1 to 2 a8
B NATURAL LANGUAGE | fFa MATH INPUT [ EXTENDED KEYBOARD iii EXAMPLES # UPLOAD 34 RANDOM
Definite integral More digits [ Step-by-step solution

"2
J 2n32V4t2+1dt=

1
557185 +132V17 - sinh™'(2) - sinh~'(4)) = 57.036

File Equa View Btns One Two Anim Misc Close

sel comers &

et [zo0000
a- 160000 e R —
b= [0.00000 down [-200000
< [000000 _vais |
acstan [1
e ——— =
ange stat [300000
ange sop [F2831

=
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https://www.wolframalpha.com/input?i=integrate+2*Pi*t%5E2*sqrt%284t%5E2%2B1%29+from+-1+to+2
https://www.wolframalpha.com/input?i=integrate+2*Pi*t%5E2*sqrt%284t%5E2%2B1%29+from+-1+to+2

2.7 Tangente, normal y binormal unitarios, representacion grafica.

Qector Tangente unitario y vector normal principal unitario

El vector tangente unitario (T(t)), como el nombre lo indica es urgector tangente
a la curva y de magnitud 1.

| vector normal principal unitario (IV(t)) es un vector ortogonal al vector tangente
ue apunta hacia la concavidad de la curva y tiene magnitud

0
T(t)
N
T(t) — E W(t) — ﬂ
Gl |7 @f
EJEMPLO 1.

S 7 (t) =< 4t,— 2, t* > determina parat =1
a) El Vector Tangente Unitario
b) El Vector Normal Principal Unitario

Solucién:
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a) El Vector Tangente Unitario.

7'(t) <40, 3t?> <4,0, 3t> >

T(t) = i5par = =

IO /(42 + (3t2)2 V16 + 9t*
., <40, 3(1)>> <40, 3> <40, 3>
T(1) = = =

T J16+9(D* Vi6+9 5

. 4 3
T(1) = <§' 0, g)

b) Vector Normal Principal Unitario.

(G]

<40, 3t? >

N 1
T(t) = = < 4,0,3t2 > (16 + 9t*)" 2 < 4,0, 3t* >
V16 +9t* V16 + 9t*

Q dv du

a(uv) =ua+va

., 1 1 3
T '(t) = (16 +9t*)"2 < 0,0,6t > +< 4,0,3t> > <— 5(16 + 9t4)‘5(36t3)>
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N 1 3
T '(t)=(16+9t*)"2<0,0,6t>—18t3(16 + 9t*)" 2 < 4,0,3t? >

Sustituyendo t = 1:

T'(1) =16+ 9(1)4)‘% <0,0,6(1) >—18(1)3(16 + 9(1)4)‘% <4,0,3(1)? >

= 1 18
T (1):§<0’0’6>_E<4’0’3>

?’1—<006> <72 054>
1) = "5 125’ 7’125

Ay e T2 96
V) =<-17350735>
—— 72 96
17 @l = |< -5 055 >

ol &

T 24 125’ 7’125
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N(1) =< > 0 : >
-~ 55
Comprobacion de resultados:

T(1) - N(1) =0

(403) S 3,4 12 12
575 5757 25 25

Por lo tanto, hemos comprobado los resultados.

T=08i+0.6k
N=-06i+08k
B=-1j

EJEMPLO 2:
Sea 7 (t) =< 7t,5t% 2t2 > determinar:

Q) El Vector Tangente Unitario
b) El Vector Normal Principal Unitario

Solucién:

a) El Vector Tangente Unitario
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7 (t) =< 7t,5t2, 2t3 >

7 () =< 7,10¢t, 6t >

— < 7,0t 6t% >

T(t) =
© [|< 7,10¢t, 6t2 >||
. < 7,10t 6t% >
T(t) =

V49 + 100t2 + 36t4

Vector Normal Principal Unitario.

|77 @

—_—

T(t) < 7,10t, 6t2 >

" V49 + 100t + 36t

N 1
T(t) = (49 + 100t% + 36t*) ™2 < 7,10t, 6t% >

d( )= dv+ du
dx w _udx de
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e 1
T '(t) = (49 +100t? + 36t*)"2 < 0,10, 12t > +< 7,10t, 6t>
1 3
> <— 5(49 + 100t% + 36t*)”2(200t + 144t3))

- 1 3
T '(t) = (49 + 100t + 36t*)72 < 0,10, 12t > — (100t + 72t3)(49 + 100t? + 36t*)" 2
< 7,10t, 6t% >

- 3
T '(t) = (49 + 100t? + 36t*) " 2[(49 + 100t? + 36t*)! < 0,10, 12t > — (100t + 72t3)
< 7,10t, 6t >]

- 3
T ' (t) = (49 + 100t? + 36t*) " 2[< 0,10(49 + 100t? + 36t*), 12t(49 + 100t? + 36t*) > —
< 7 (100t + 72t%),10¢ (100t + 72t%), 6t2 (100t + 72t3) >]

N 3
T ' (t) = (49 + 100t? + 36t*)"2[< 0,490 + 1000t? + 360t*, 588t+1200t> + 432t° > —
< 700t + 504t%,1000t? + 720t*, 600t> + 432t5 >]

- 5 3
T '(t) = (49 + 100t + 36t*)"2 < —700t — 504t3,490 — 360t*, 588t+600t> >

leA| = Il | ]

SN 3
||T "(t) || = ‘(49 + 100t + 36t*) "2 \/(—700t — 504t3)2 + (490 — 360t*)% + (588t+600t*)?

I 3
||T ! (t)” = (49 + 100t + 36t*) 2,/ (—700¢ — 504t3)2 + (490 — 360t*)2 + (588t+600t3)2

NG = O
|77 @
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3
(49 + 100¢* + 36t*) "z < =700t — 504t*, 490 — 360t*, 588t+600t° >

N() = 3
(49 + 100t* + 36t4)_5\/(—700t — 504t%)2 + (490 — 360t*)? + (588t+600t>)?

< —700t — 504t°,490 — 360t*, 588t+600t° >

N() =
\/(—700t — 504t°)% + (490 — 360t*)? + (588t+600t%)?

Comprobacion de resultados:

T - N =0

< —700¢t — 504t°,490 — 360t*, 588t+600t° > 0

<710t 6t >
2 4
V49 + 100t + 36t J (=700t — 5048%)° + (490 — 360t*)” + (588t+600t>)”

1 2
< 7,10t, 6t* >-

V49 + 1002 + 36t* \/ (=700t — 504%)” + (490 — 360t*)” + (588t+600t*)”

< =700t — 504t%,490 — 360t*, 588t+600t> = 0

< 7,10t, 6t* >-< —700t — 5041, 490 — 360t*, 588t+600t> > 0

7(=700t — 504t) + 10¢(490 — 360t*) + 6t*(588t+600t>) = 0

—4900t — 3528t% + 4900t — 3600t° + 3528t> + 3600t° = 0
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Por lo tanto, nuestro resultado es correcto.

Damos cierto valor a t, para observar la gréfica:

T(0)=<1,00> y N(0)=<0,1,0>

Vector binormal y plano osculador

Vector binormal:

Es el vector que es ortogonal a los vectores Ty N . Por lo tanto, para calcularlo
simplemente se efectla el producto cruz entre ambos vectores:

B=TxN
B

r(t)
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Plano osculador:

Qs el PLANO que contiene a los vectores T y N. Por lo tanto, este plano es normal
al vector Binormal B, éste vector lo utilizaremos para encontrar la ecuacion del
PLANO OSCULADOR:

Bxx+Byy+Bzz=§-P_0)

Plano Osculador B

EJEMPLO 3

Sea T (t)=<4t—t%+t t3 —2> determina el vector Binormal y el plano
osculador parat =1

Solucion:
Para calcular el vector Binormal es necesarigl vector Tangente Unitario y el vector
Normal Principal Unitario ya que el Binormal es el producto cruz:

B=TxN

-1 1 > R 1
r(t) =<4- Zt,zt_l/Zl 3t2 > 7 (D) =v() =< 2’2’ 3>

Vector Tangente Unitario:

0
T® = =]
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1

< 4-2t——, 3t*>
() = 2Vt
1 2
4 -2t 2+(—) + (3t2)?
( ) oG (3t?)
T(t) = ! <a-26- 32>
1 5 ;2\/21
4 -2t 2+<—> + (3t2)?
( ) NG (3t?)
| (1) <2,1,3> <2,1,3>
T(1) = i = -
7 COII 1\2 1
@2+(3) +B3)?  J4+7+9
. <2,%,3> <2,%,3>
T(1) = =
53 V53
4 2
7(1)—2<2 13><4 ! 6>
V53 2"~ {53'Y/53°+/53
Vector Normal Principal Unitario:
. T'(t
F(e) = O
o]

1

T(t) =

1
<4 -—2t—, 32>

J

4t

16—16t+4t2+l+9t4

2Vt
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5 1
T(t) = (16 — 16t + 4t% + P + 9t4)

N =

1
<4-—2t—, 3t?>

2Vt

— 1 2 1 _3 1
T'(t) = (16 — 16t +4t> + —+ 9t4) < —2,—-t72 6t>+<4-—2t,—, 3t2
4t 4 24/t

1(16 16t + 4t% + ! +9t4) 2( 16 + 8t ! +36t3)
2 4t 4t2

>

— 1 2 1.3
T'(t) = (16— 16t + 4t? +—+9t4) <-2,—-t'2 6t>+<4—2t—, 3t?
4t 4 24/t

_3
2

1 1
> (16—16t+4t2+—+9t4) <8—4t+——18t3)
4t 8t2

1

N . 1 2 1 .3

T’(t)=<l6—l6t+4t2+4—t+9t4) <—2,—Zt 2, 6t
3

o1 T2 1 1
> +<16— 16t + 4t? +—+9t4) (8—4—t+——18t3) <4-2t,—, 3t >
4t 8t? 2t
3
— 1 =2 1 1.3 1
T'(t) = (16— 16t + 4t +—+9t4> [(16— 16t + 4t + — + 9t4) <=2,— -t 2, 6t> +(8—4t+—— 18t3)
4t 4t 4 8t?

1
<4 -2t,—, 3t? >]

2Vt

Como'Se pide el vector normal principal unitario en

t =1, evaluamos antes de calcular la magnitud.

— 53\72[/53 1 111 1
T “)=(—> [(—)<‘2" 7 6>+(‘?><25' 3>]
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3
_ (53>_§[< 53 53
S \4 2’ 16’
?'(1) _ (53)"7
“\4

159

o 1 11 333
2 4 4 16 ) 8
217 41 303 S
4’ 4’ 8
217 41 303
L 2
4 4 38

el = (22 -2 [286889
)= () © 28

3
= 53\ 21/286889
||T’(1)||=(4) Y289889
= T'(1)
N1 = —
O=Fal

4 41)2 N (303>2
4 8
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(5_3)_%< 217 41 303

) = & i3 8
(5_3)_5\/286889
7} 8

L 217 _ 41 303
4 4’ 8
286889
8

N(@) =

. 8 217 41 303
N = ———<-—" - —, >

/286889 4 4’ 8

_ 1
N(1) = —=< —434,-82, 303 >
V286889

Comprobacién:

T(1)-N(1) =0

1
2<2 %,3> ( 1

(1) N1 = V53 V286889

< —434,—- 82, 303 >)

_, - 2 1 1
T(1)-N(1 =( )( )<<2, =,3>< —434,— 82, 303>>
(1)-¥(1) v53/ \W286889 2
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L 2
T(1)-N@) = (

1
@) : (m> (—868 — 41 + 909)

(1) N = jg_s) | m;w) )
T(1)-N(1) =0

Para obtener el vector BINORMAL, se calcula el producto cruz:

., 2 1 1
T(1) =—<2, -,3>—<4,1,6 >
V53 2 V53
N = 1 _431-82 303>
V286889 ’ ’
|
=TxN = 4 1 6
V53/ \\/286889 _434 —82 303

::<¢%§)(v§§%§§§>[(303*-492ﬁ-(12124-2604ﬁ—k(—328-r434)ﬁ]

— 1 1 “
B = < ) < ) 7951 — 38167+ 106k ) Vector Binormal
v53/ \\/286889 ( ] )
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Plano Osculador

Para calcular la ecuacion del plano es necesarlan Punto en el plano (Py) y un
vector normal al plano (B, yaque el plano osculador contiene tanto a T comoaN,

como ya se habia comentado B es un vector normal tanto a7 como a N )
T (t) =< 4t —t2,t, t3 —

(1) =<41)-1)%V1,(1)3-2><3,1,-1> ~  Py=(31-1)

= — 3816 + 106k )

= 1 1

B = (L) () (7o5i
v/53/ \1\/286889 (

Por lo tanto, la ecuaciéon del Plano Osculador es:

ax+by+cz=1-P,

O bien,

B,x+B,y+B,z=B-P,

Nos conviene, para evitar simplificaciones, utilizar como vector normal a:

= 795i — 3816 j + 106k Py =(3,1,-1)

795x — 3816y + 106z = (795)(3) + (—3816)(1) + (106)(—1)
795x — 3816y + 106z = (795)(3) + (—3816)(1) + (106)(—1)
795x — 3816y + 106z = 2385 — 3816 — 106

795x — 3816y + 106z = —1537 Plano Osculador

Enseguida se muestra la gréafica realizada con CalcPlot3D (Ver ANEXO A)

222



Graph || 3D Mode @@

[Add to graph: |Seled._.

v

* A

x(f) =[4t°2

() =[sartct)

2(7) =[t3-2

‘D ‘sts |15

Number of Steps:

Orientation Arrows: D

M Trace: .t

I Restrict view to 2D

¥ Use Constant Primary Color

T=055i+0.14j+ 082k
N=-0.81i-0.15j+0.57Tk
B=02i-098j+0.03k

Plano

Osculador

Welcome to CalcPlot3D!

Enseguida se muestra la grafica realizada con Geogebra (Ver ANEXO B)

€ Calculadora 3D - GeoGebra

— [m] X
= GeoGebra Suite Calculadora | & Calculadora3D ~ <, ABRIRSESION
8 O A=(3EL “ o)

T = Vector((3,1,—1), (3.54} 1.1
A
@ 0.54 ‘
@ - (0.14)
e 0.83
3
N = Vector((3,1,—1), (2.1 0.¢
(@] —0.82
— —0.16 2
0.57
B = Vector((3,1,-1),(3.20: 0.
O 0.2
— | -097
0.03
(O ecl:795%— 3816y + 106 zi=
L.
+ Entrada.. a
e,
=
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EJEMPLO 4

Sea 7 (t) =< cos(2t),sen(2t), 4t >

osculador para t = g

Solucién:

7 (t) =< —2sen(2t),2 cos(2t), 4 >

R0
T® = =l

() = < —2sen(2t),2cos(2t), 4 >
J4sen2(2t) + 4cos?(2t) + 16

< —2sen(2t),2 cos(2t), 4 >

T(t) =

J4(sen2 (2t) + cosz(Zt)) + 16

< —2sen(2t),2cos(2t), 4 >

J4(D + 16

T(t) =

< —2sen(2t),2cos(2t), 4 >
2v5

T(t) =

— 1
T(t) = — < —sen(2t),cos(2t), 2 >

V5

determina el vector Binormal y plano
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- T'®
(ol

_ 1
T(t) = — < —sen(2t),cos(2t), 4 >

V5

- 1
T'(t) = E < —2cos(2t),—2sen(2t), 0 >
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i j 1
_ = —(4V31+ 47+ 4k
3 4\/3( Y )

2

k
4
0

~1
V3
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— 1 SN
B = \/—g(ﬁl + j+Kk) Vector Binormal

Plano Osculador

Para calcular la ecuacion del plano es necesaern Punto en el plano (Py) y un
vector normal al plano (B, yaque el plano osculador contiene tanto a T comoaN,

como ya se habia comentado B es un vector normal tanto a7 como a N )

7 (t) =< cos(2t), sen(2t), 4t >

Por lo tanto, la ecuacion del Plano Osculador es:

ax +by+cz=7-P,

O bien,

Byx+ B,y +B,z=B"P,

Nos conviene, para evitar simplificaciones, utilizar como vector normal a:
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@x+y+zz(_1)(¢§)+(‘/2—§>(1)+<4§>(1)

4t
\/§x+y+z= -

Enseguida se muestra la gréafica realizada con CalcPlot3D

Plano
Osculador
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2.8 Curvatura, descomposicion de la aceleracion en sus componentes
normal y tangencial.

Curvaturay torsion
Torsiéon t

Mientras la curvatura k mide la rapidez con la que la curva 7(t) se alejaQe la recta
tangente en el punto P, (en otras palabras, nos indica que tanto se dobla una curva

sin salir del plano), la torsién T mide la velocidad con que la curva 7(t) se aleja del
Plano Osculador en el punto P, (nos indica que tanto se tuerce una curva)

Curvatura k Torsion T

.I” .I_

. ' T
Centro de

curvatura

Curvatura:
v xdl
173
Radio de curvatura:
R= 1
K
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Para calcular la torsion T, utilizamos la siguiente formula:

@ y@® z(0)
X" y'@® z'(0)

||(i3xa)) . ? ”,” xlll(t) ylll(t) lel(t)
- [vx dl|? - 7' @®x7 ")l
R,
Ry
K, <K,

A continuacién, se desarrolla los célculos para obteneg curvatura, el radio de

curvatura y la torsién T. Todo lo anterior para el ejercicio que se trabajo en el tema
de VECTOR TANGENTE Y VECTOR NORMAL.

EJEMPLO 1

Sea T (t)=<4t—t:t t2—2> determinaparat=1

a) Curvatura.
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7(t) =< 4t — t2,\t, 3 -2 >
7 (1) =<4(1)-(1%V1,(1)3*-2><3,1,-1>

P =<4-263t72,32> 5 7 ()=7@)=<2, 3>

P =<-2—3t36t> 5> FQ)=d@)=<-2-,6>

_wxadll
19113
T ]k
1
g S P e TS D
v()xa(l) = 2 =Iz—18 +Ek
1
2 -= &6
4
. 225 1 5413
[v () x a(1)| = S 3244 = — —=18.39
— 1 V53
”v(l)”: 4+7+9=—-=3064
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18.39

b) Radio de curvatura.

R = =2.62

1
K * R=053813

c) Torsion T.

x'(t)  y'@® z(0)
x"(t) y'(t) z'(D)
~ ”(ﬁxﬁ) P ,,,” ~ xnr(t) yur(t) Z”’(t)

loxalz I7'(@®x7 " ()]

Como nos piden la torsion para t = 1, sustituimos el valor de t y aplicamos la
formula:

3 3
7)) =<0-t%26> - 71)=<0-, 6>

8 8
2 Lo
HOREYOREAC) 2
@)y 2O|=|-2 -5 6
")y () 20 3
0 3 6
[£[(-3) @ -G) ] -zt-20 - 061+:[2 ) - @ (5]
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-[e[-3-3]-at-ma 4] - -3

Sabemos que:

||v—(f)xﬁ|| = 18.39

' y@® 2O
x"(1) y"() ")

nr nr nr 15
) oy ol g
t= 17 (Wx 7" (D2 ~ 18392
7=0.011
O bien:
15, JU PN 3. ~
|[7x al|? 18.392

(D +c1®()+(G)©)

T =

18.392
15 15
T—|0__+3| | 4l__4 =0.011

18.392 18.392  18.3972
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Qomponentes normal y tangencial de la aceleracion

Las componentes normal y tangencial de la aceleracién vienen dadas por:

e Componente Tangencial: Es magnitud dgﬂ proyeccion del vector
aceleracion sobre el vector Tangente Unitario:

- —
v-a
ar = —-
AT

e Componente Normal: Es magnitud d(g proyeccion del vector aceleracion
sobre el vector Normal Principal Unitario:
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X

ar = ||Pr0yf 51||

ay = ||Pr0yﬁ 5,”

De la gréafica se puede observar que:

Despejando N se tiene:

N a0
N=—1- ay # 0
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EJEMPLO 2

Sea F(t) =< 4t,-2,t3 > determina% componente tangencial, la componente
normal de la aceleracion y el vector normal principal unitario para t =1

Solucion:

7(t) =< 4t,—2,t3 >

v(t) =7'(t) =< 4,0,3t2> - v(1)=<4,0,3>
at) =7"(t) =<0,0,6t> - a(1)=<0,0,6>

15Dl =42 +02+32 =5

la(DIl = V02 +0%+62 =6

e Componente escalar tangencial de la aceleracion.

v-a <403><006> 18
T 5 "5

e Componente escalar normal de la aceleracion.

’ 18\2 324 576 24
aN:V”a“Z_aT = 62—(?) :\/36_E:\/E:?

Qector Normal Principal Unitario.

Para el vector Normal Principal Unitario, como se vio en clase es mas sencillo
calcularlo con la formula de la aceleracion a través de sus componentes normal y
tangencial.
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C_i ar _f
TR S
N =

24
5

ay

72 96 24 3 4
W - < _E’O’E> _ ?< —g,O,§>
24 24

5 5

r graficamente, calculemos las proyecciones de la aceleracion sobre

Para visualég':al
los vectoresftangente unitario y normal principal unitario:

N C_l)'? —
Proyfaz( = 2>T

4 3
» = <0,06>(z,0,5)\ 4 0 3 72 0 54

2 54)2 18

) 72 ,
|Proyz d| = (ﬁ) + (0)% + <£ =5 =ar

237



 (@a-N\-
Proyﬁa=< — 2>N
V]l

04 = (-2 0,29
57’5 ' 25725

3 .4
<006 >'<—§,0,§)>( 3 4 72

Proyyd =
royy da ( 1
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3. Funciones de varias variables

3.1 Definiciones y ejemplos.
Funcion de varias variables

Qn los cursos previos de célculo diferencial e integral se trabajo conQJnciones de
una variabl sto es, funciones de la forma y = f(x). Ahora en este curso se
trabajard confunciones que dependen de dos 0 mas variables:

z=f(xy)

w=f(x,y2)
%efinicién:

Una funcién de dos variables z = f(x,y) aplica cada par ordenado (x,y) en un

ubconjunto D del plano real R? a un Gnico nimero real z. El conjunto D se llama

QOminio de la funcion. El rango de f es el conjunto de todos los numeros reales z
que tienen al menos un par ordenado(x,y) € D de forma que f(x,y) = z

Un ejemplo que puede representarse por medi(ﬂe una funcion de varias variables
es el caso de la temperatura en una habitacion ya que ésta dependera del tiempo
gue tenga funcionando la refrigeracién o calefaccién, ya que al encenderla conforme
pasa el tiempo la temperatura va cambiando hasta estabilizarse, pero no solo
depende del tiempo ya que también depende de la posicién, la temperatura en una
habitacion es diferente en los puntos bajos que en los altos y lI6gicamente sera mas
alta o mas baja cerca de los ductos o rejillas de salida.
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Hay funciones explicitas e implicitas, como se muestra a continuacion:

fl,y) =9x3y + 14x?y3+3x —2y+7 - Funcién Explicita

3x*y3 +3
J— 2 3 F L4 E 7
fl,y) =9(x+2y)° + P - uncion Explicita

Ixy?z —2y3z°+7x =23 -4y +9 - Funcién Implicita

J4+9y — 2z = Txyz3 — 14x%y + 9z - Funcién Implicita
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3.2 Representacion geométrica de funcione&e dos variables. Curvas
y superficies de nivel.

Para graficar una funcién de varias variablgs puede ser util analizar las gréaficas que
se generan en cada uno de los planosmano Xy, plano yz, plano xz), una vez
analizados se procedera a intentar dibujarlos sobre el espacio R3. Es importante
resaltar que la tabulacion no ayudard de mucho ya que sera dificil saber como unir
los puntos, ademas de que se necesitarian infinidad de puntos para poder trazar la
superficie. En la siguiente figura podemos observar la dificultad que presenta
intentar por medio de tabulacion:

f(x,y) = 2x? + 3y?

f(=2,-2)=2(-2)2+3(-2)2=8+12=20 -  (-2,-2,20)

f(=1,-2) =2(-1)%?+3(-2)2=2+12= 14 > (=1,-2,14)

£(0,-2)=2(0)2+3(-2)?=0+12=12 - (0,-2,12)
f(2,2) =2(2)24+3(2)2=8+12=20 - (2,2,20)
12| a 0 1 2
Y

-2 20 14 12 14 20
1 11 5 3 5 11
0 8 2 0 2 8
1 11 5 3 5 11
2 20 14 12 14 20
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De la gréfica anterior se aprecia que no es sencillo determinar la forma de unir los
puntos y, mas aun, lograr una visualizacion cercana a la superficie que se debe
graficar.

Enseguida se muestran unos ejemplos de graficacion de funciones de varias
variables analizando cada uno de los planos y posteriormente uniéndolos.

EJEMPLO 1

Graficar f(x,y) = 2x? + 3y?

Solucioén:
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(0,0,0)

Por lo tanto, en@l plano
Xy solo se dibuja un
punto:

IR EEE R

Plano xy Plano xz Plano yz
fx,y) =z
z=0 fx,y)=z
z = 2x% + 3y? fry) =z x=0
=0
0 = 2x? + 3y? Y z = 2x% + 3y?
— 942 2
Los unicos valores reales z=2x"+3y z = 3y?
gue cumplen la igualdad o,
son: z=2x Por lo tanto,@n el plano
yz se dibuja una
x=0 y y=0 Por lo tanto,_Qn_ el plano parabola:
xz se dibuja una
parabola:

Juntando las graficas anteriores en una sola gréafica se tiene:
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Es necesario parametrizar las curvas de traza para graficarlas en CalcPlot3D.

EJEMPLO 2

Graficar 3x% + 12y% +9z% = 36

Solucién:

Plano xy

Plano xz

Plano yz

3x% +12y% = 36

La expresion representa
una elipse con centro en
el origen. Dividimos entre
36 para dar la forma de
elipse:

3x? . 12y° 36
36 36 36
2y
—+ =1
1 3

y=0

3x2 + 922 =36

Qa expresion representa
na elipse con centro en
el origen. Dividimos entre
36 para dar la forma de
elipse:

3x? . 9z 36

36 36 36
x: z?
—t—=1
12 4

=
Il
=)

12y% +9z% = 36

La expresion representa
una elipse con centro en
el origen. Dividimos entre
36 para dar la forma de
elipse:

12y? 9z> 36
36 36 36
2 2
y VA
4+ =1
3 4
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Juntando las graficas anteriores en una sola gréafica se tiene:

Es necesario parametrizar las curvas de traza para graficarlas en CalcPlot3D.

En el caso de que no aparezca una de las variables en la ecuacién se dice que la
variable faltante esta libre, esto es, nos enfocamos en el plano de las otras dos
variables y la curva graficada se desplaza en la direccion de la variable faltante, la
estela de puntos va formando la superficie.

EJEMPLO 3

Graficar la funcion y = x?
Solucién:
En el plano xy se forma una parabola, al desplazar la parabola en direccion del eje

z (ya que la variable z no ggarece en la ecuacion dada) entonces, se forma una
especie de canaleta vertica™omo se muestra en la siguiente figura:
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EJEMPLO 4

Graficar la funcién z = x>
Solucion:
En el plano xz se forma una pardbola, al desplazar la pardbola en direccion del eje

y (ya que no aparece la variable y en la ecuacién dada) entonces, se forma una
especie de canaleta horizontal:

EJEMPLO 5

Graficar y?+z%2=9

Solucion:

En el plano yz se forma un circulo de radio 3, al desplazar el circulo en direccion

del eje x (ya que no aparece la variable x en la ecuacion dada) entonces, se forma
un cilindro cuyo eje central descansa sobre el eje “X”:
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EJEMPLO 6
Graficar z=e7*
Solucién:

En el plano xz se forma un exponencial, al desplazar la exponencial en direccion del
eje y entonces, se formara una especie de rampa.

Z

14
V)
‘Vx

]
AT

*’s%’&“w \

‘ﬁ““ :
L

quid
TN
asatiantt s
‘|““l“‘“‘ 1ol
|

B
1A

s
i
i

EJEMPLO 7
Graficar la funcion z = co s(y)
Solucién:

En el plano yz se forma la gréafica de coseno, al desplazar la gréfica en direccién del
eje x entonces, se formara una especie lamina galvanizada.
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3.3 QImiteS y continuidad de una funcién de varias variables.
Limites

En este tema solo se enfocara en logalimites directos, el interés es tener una nocion
de los limites en funciones de variasWariables.

Definicién de limite de una funcién de varias variables:

Sea f una funcion de dos variables definida en un disco abierto centrado en (xg, Vo),
excepto posiblemente en (x,,y,), Y sea L un nimero real. Entonces:

fO,y) =1L

lim
(x,y)—(x0,50)

Sipara ¢ > 0 existe un § > 0 tal que:

If(x,y) — L| < & siempre que 0 < /(x —x0)2 — (¥ —¥)2 < §

EJEMPLO 1
Calcular:
. 9xy?
lim ———
(xy)~(1,3)4x + 5y
Solucion:

i 9xy?  9(1(B3)* 81
eyt dx + 5y 4(1) +5(3) 19
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Se puede comprobar el resultado graficando la funcion y el punto (1, 3, 81/19).

¥ Sin titulo-1* - Welfram Mathematica 10.4 - O X
Archive  Edicion  Insertar Formato Celda Graficos  Evaluacion  Paletas  Wentana Ayuda

GxyhZ

In2):= a:PlotSD[ . {x, -5, 5}, {v, -10, 10}]
representachE b aHicy 30

InEl= b = Graphics3D[Point[{1, 3, 81/19}]] (1,3,81/19)

In[7]= Show[a, b]

Out[T}=
axes = background ~ viewpoint ~ remove bounding box = more... e = G
EJEMPLO 2
Calcular:
. 2x + xy?
lim ————
(xy)-(2-1) x2 + 4y
Solucién:

i 2x +xy?  2(2)+)(-1* 6
-1 X2+ 4y | 22+4(-1) 0

:ioo
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Se puede comprobar el resultado graficando la funcion:

4% Sintitulo-1* - Wolfram Mathematica 10.4
Archive Edicien Insertar Formate Celda Graficos Evaluacion Paletas Ventana Ayuda

2x+xyh2

aite= & = Plot3D| . {x, -5, 5}, {y, -10, 10}]

X430 4y

7= b = Graphics3D[Point[{2, -1, 0}]] Por un
- lado, la
niigl- Show[a, b] funcién
o tiende a
infinito.

Out[18]=

funcién tiende
menos infinito.

EJEMPLO 3
Calcular:
li -
(96,31)13%0,0)3(2 + y?
Solucién:

4 1 1

l- = = — =
)00 322 + 292 3002 42002 _0F

Por otro lado, la

a
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Se puede comprobar el resultado graficando la funcion.

Continuidad
%efinicién de continuidad de una funcién de dos variables

Una funcion f de dos variables es continua en un punto (x,,y,)de una region
abierta R si f(x, y,) es igual al limite de f(x,y) cuando (x,y) = (xq,¥,). Esto es,

f(,y) = f(x0,¥0)

lim
(x,y)~(x0,¥0)

Qa funcion f es continua en la region abierta R si es continua en todo punto de R.

¢unciones continuas de dos variables

Si k es un numero real y f y g son funciones continuas en (x,,y,), entonces las
funciones son continuas en (xg, ¥o)-

1. kf (multiplo escalar)
2. ftg (suma y diferencia)
3. fg (producto)

4. f—], si g(xg,v9) # 0 (cociente)
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EJEMPLO 4

Analiza la continuidad de las siguientes funciones:

_ 3x+5y b 12
a)f(x.y)—4x2+9y2 )f(x'y)_y—sz
Solucion:
3x + 5y
DI = oy

Para que la funcién sea continua el denominador debe ser distinto de cero:

4x? + @2 # 0 losunicos valores que hacen cero el denominador sonx =y =0

Por lo tanto, la funcién es discontinua en (0, 0)

Graficando:

3x+5y

Infa):= PlotBD[—
epresentadb XS Bida ¥ 4 2

. {x, -5, 5}, {¥, -5, 5}]
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b) f(x.y) =

y — 2x?

Los valores para los cuales la funcidén no existe o es discontinua son para:
y—2x2=0 - y=2x% & (x2x%

Por lo tanto,QA funcién es discontirv para todos los puntos que estan sobre la
parabola y = 2x2. En otras palabras, 1a funcién es continua para todos los puntos,
excepto para los que se encuentran sobre la parabola y = 2x2.
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Graficando:

12

nsi= P1ot3p | , {x, -5, 5}, {¥, -5, 51]

representacdhT Fatida 30

Out!
14
IJ
|_lf g
. —me——— ]
o L
g
theme... plotstyle.. mesh =~ meshstyle.. more... ch b=
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3.4 Derivadas parciales, incrementos y diferenciales, diferencial total.
Derivadas parciales
Hasta ahoraQn los gairsos previos de calculo se habia trabajado las derivadas

ordinarias, esto es, derivada de una funcién de una variable, la forma de
representarla es por medio de la letra “d” de nuestro alfabeto latino:

Q

= ®

o _ U+ h) —
— = lim

dx h-0 h

La derivada parcial se representa por medio de la letra “@” y consiste en derivar a
una funcién de dos o més variables respecto a una o mas variables. La notacion es
la siguiente:

@_ 0z

a—fx(x»Y):Zx @:fy(x,}’)zzy

Entonces, cuando aparece una derivada donde aparece la letra “d”, la funcién que
se esta derivando depende solo de una variable y cuando aparece la letra “9”, la
funcion que se esta derivando depende de 2 o mas variables.

La definicion de la derivada parcial se presenta a continuacion:

of _ . fGxthy)—f(xy)
= m

dx h-o0 h

of . f(xy+h)—-f(xy)
— =lim

ay h—-0 h
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Geomeétricamente, la derivada parcial representaqal pendiente de la recta tangente
a la curva de corte entre la superficie f(x,y) y un plano, ¢qué plano? este
dependera si se esta derivando con respecto de “x” o con respecto de “y”. Por
ejemplo, si se esta derivando con respecto de x, entonces dicho plano seré paralelo
al plano xz mientras que, si se esta derivando respecto a y, entonces el plano sera
paralelo al plano yz. Lo anterior se puede visualizar en las siguientes imagenes:

Derivada parcial respecto a x:

Plano y = yOQaralelo a xz) Recta tangente a la curva de
corte en (xq,¥0,Z9) cCON

. 0z
pendiente m = F

(%0, Yo, Z0)

Derivada parcial respecto ay:

Plano x = xOQaralelo a yz) Recta tangente ala curva de
corte  en (xo,¥0, %) con

. 0z
pendiente m = P

(X0, Y0, Zo)
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Cuando se realiza una derivada parcial a la variable respecto a la cual se esta
derivando se considera VARIABLE, las demas se consideran constantes. Veamos
a continuacion unos ejemplos:

Ejemplo 1 Sea f(x,y) = 9x*y3 + 5xy? + 2x3> — 8y? calcular las primeras
derivadas parciales:

o

axyay

Solucion:

a a
EC = 9% (9x*y3 + 5xy? + 2x3 — 8y?)

— La "x" se considera variable y "y" constante

of 0 4 2
5o = 5= 'y + (Sxy )+ x(2x3) ~ 55 879

af_ 3a 4 2a 4 3 2a
— = 9P (¥ + 5y - (1) + 22— (%) = By2 — (1)

% = 9y3(4x%) + 5y2(1) + 2(3x2) — 8y2(0)

d
% = 36x3y3 + 5y2 + 6x2 — 0 = 36x3y3 + 5y + 6x°

of _9d 2 3 2
a_y_a (9x 3 4+ 5xy% + 2x3 — 8y?%)

|, La“y” se considera variable y “x” constante

]
% = 27x*y% + 10xy + 0 — 16y = 27x*y* + 10xy — 16y

Formula empleada:
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d du
ny — n-1_"_
dx (") = nu dx

Ejemplo 2

Sea f(x,y) = Sen(3x%*y) calcular las primeras derivadas parciales:

of of
ax 7 ay
Solucién:
of @

_ 2

o Ox (Sen(3x y))
d du
E(Sen u) = Cog T

u=3x’y ~ ——=6xy

d 2 2
a(Sen (3x%y)) = Cos(3x%y)(6xy)

of 2
e 6xyCos(3x°y)

% = aa_y (Sen(3x2y))

d s Y= du
&y enu) = Cosu &
du

:32 o —
u x°y dy

3x2

% (Sen (3x%y)) = Cos(3x2y)(3x?)
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of

Ez 3x2Cos(3x%y)
Férmulas empleadas:
2wy = mun1 & 2 (senw) = Cos@ 2 L (Cos(w)) = —Sen(u) 2
dx u =nu dx dx enlu = Ltos(u dx dx os\u = en(u dx

Ejemplo 3
Seaf(x,y) =In (%) calcular las primeras derivadas parciales:

of of
0x y ay

Solucion:

Antes de iniciar las derivadas es conveniente aplicar propiedades de los logaritmos:

A
In(A™) = nin(A) In (AB) = InA + InB In (E) =InA - InB

2

fxy) =In (xx Y ) =In(x*y)—In(x—y) - In (%) = InA — InB

fx,y)=n(x?)+In(y)—In(x—y) - In(AB)=InA+ InB

f(x,y) = 2In(x) -Ign(y) —In(x—y) - In(A") =nin(4)

of _ 9 21 1 1
a_a( n(x) + In(y) — In(x — y))

. du
_dx
—(nw) =&
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9] 2 1 2 1
T 210

= —+ — —_—
‘ Jdx x X—y X x—Yy
La “x” se considera variable y “y” constante

af @
5_@(21n(x)+1n(y) —ln@—y))

=|8E

d I _
d_y( n(u)) =

0 1 -1 1 1
I o

= =—+4
ay y x—-y y x-Yy

» La “y” se considera variable y “x” constante

Formulas empleadas:

<
QU
[

d du d .o “C0x d dx
—_ ny = n-1__ — =) = X _— = ax
dx W) = nu dx dx ( ) v2 dx (In(u)) u

Ejemplo 4

Qallar las pendientes en las direcciones de “x” y de “y”

de la superficie dada y sus
respectivas rectas:

x? 25
_ _ 2

en el punto G 1, 2).

Solucién:

Pendiente en direccion de “x”:
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dx dx\ 2 8
of
a——x—0+0——x
af 1
(5,1,2) 0x ( ,1,2 2

({1}

La pendientgn el punto indicado, en la direccién de “x” es:

Pendiente en direccién de “y”:

o_o( @ . 25
dy Ody 2 8

af— 0—2y+0=-2
of
1 =—|/1 = — = —
"|Go12) Tay|(zu2) T YT

La pendientgn el punto indicado, en la direccién de “y” es:

m=-2
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chaciones de las rectas tangentes en el punto dado:
En direccién de x:

1

<_J1I 2) = (xliy‘zl)

1
m=-s5

Como se esta trabajando paralelo al plano xz, entonces la ecuacién de la recta es:

z—2z; =m(x —x;)

2=-3(x-3)
Zme=75\* 73y

x=t
y=1

L2
Z=73' "y
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Para encontrar la curva de interseccién se tiene:

Sustituyedo y en z:

Parametrizando la curva:

En la gréfica es la curva roja:
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En direccion dey:

(%, 1.2) = (x,¥1,21)
m=—2
Como se esta trabajando paralelo al plano yz, entonces la ecuacion de la recta es:
z—z;=m(y —yq)
z—-2=-2(y—1)
z=-2(y—1)+2

z=-2y+4

Ecuaciones paramétricas de la recta:

_1
*=3
y=t
z=-2t+4

s |
i
i
! \‘!I"!,‘HHNH
i L hlwﬁ.“.&‘.‘f‘f
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Para encontrar la curva de interseccién se tiene:

B x2 2_|_25
=TS 7Y Ty

>
I
I

Sustituyendo x en z:

1 25

z=—-y*+3

Parametrizamos la curva:
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En la grafica la curva amarillgs la curva de interseccion entre el plano de direccion
y la superficie:

Incrementos, diferenciales y diferencial total

Para calcular el diferencial total de una funcion aplicamos la siguiente formula:

. . _of af af
Sefg(x, v,z) eldiferencial total es df = adx + @dy + gdz

EJEMPLO 5

Calcular el diferencial total de:

f(x,y,2z) = 2xye** + 5x*y?z + cos(4x + 3y)
Solucion:

_of of of
df —ad?('l‘@dyi'EdZ
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d
% = 2ye*? + 20x3y?z — 4sen(4x + 3y)

0
% = 2xe*? + 10x*yz — 3sen(4x + 3y)

af 4z 4,,2
Pl 8xye** + 5x*y
Qf = (Zye42 + 20x3y?z — 4sen(4x + 3y)) dx

+ (er‘” + 10x*yz — 3sen(4x + 3y)) dy

+(8xye*” + 5x*y?)dz

EJEMPLO 6

Calcular el diferencial total de:
flx,y) = 7x3y + 2x%y*

Solucién:

df =@dx+gd
d0x dy Y

d
% = 21x%y + 4xy*
0
% = 7x3 + 8x2y3
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df = 21x%y + 4xyHdx + (7x3 + 8x%y3)dy

EJEMPLO 7
Q) Evaluar f(2,1) y f(2.1,1.05) y calcular Az.

b) Usar el diferencial total dz para aproximar Az.

f(x,y) = xcos(y)

Solucion:

a) Evaluar f(2,1)y f(2.1,1.05) y calcular Az

21) = 2 (1) = 2 (1rad * 180°> _ (180°) — 108
f(2,1) = 2cos = 2co0s p—— = 2cos —)=1
(2.1,1.05) = 2.1 cos(1.05) = 2.1 (1'05md ’ 1800) = (
f(2.1,1. = 2.1 cos(1. = 2.1cos —d = 2.1cos

=1.04

flx+Ax,y +Ay) — f(x,y)

x=2 - 21 Ax =0.1
y=1 - 1.05 Ay = 0.05

Az = f(2 4 0.1,1 4+ 0.05) — £(2,1)
Az = £(2.1,1.05) — f(2,1)
Az = 1.04 — 1.08 = —0. 04

189°)
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Py(2.1,1.05,1.4)

b) Usar el diferencial total dz para aproximar Az.
0 of
df = a—xgx S @ dy
f(x,y) = xcos(y)

of
s cos(y)

dz = cos(y) dx — xsen(y)dy
dx=Ax=01 y dy=Ay=0.05
dz = cos(1) (0.1) — 2sen(1)(0.05) = —0.03
—-0.04 = —0.03

Az ~ dz

P(2,1,1.8)
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EJEMPLO 8

Qn un triangulo, dos lados adyacentes miden 3 y 4 pulgadas de longitud y entre ellos
, . . .g 1
forman un angulo de %. Los posibles errores de medicion son = pulgadas en los
lados y 0.02 radianes en el &ngulo. Aproximar el maximo error posible al calcular el
area.

Solucién:
0 =§ A6 = 0.02
=3 Aa= L
a= a= 16
b=4 Ab= L
B 16
h = asenf
_ base x altura
B 2
_ bxh
2
dA = aAdb+aAdh
T b oh
dA = hdb + b dh
2 2
h = 6 : dh—ahd +ahd0
= asen - =5 a 50
dh = senf da + acos6 do
asenf b
dA = > db + E(sene da + acos6 df)

L) 3o ) ) o () om)
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dA

dA = 0.2395

Otra opcion:

Pero sabemos que:

Por lo tanto,

dA

error al medir el area es aprox.0.2395 pulg?

Calculando dA tendremos:

32

3sen (

32

dA =

0A

3sen (%)

B

7sen (%)

+ E sen (g) + 1.2005(

32 + 0.12cos (%)

h = asenf

B b x asen@
- 2
B ab senf
2

0A 0A

dA = %db +—da +—df

da 06

s
4

)
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asenf bsenf ab cos6

dA = > db + > da + >

A= 3sen (%)( 1 ) . 4sen (%)( 1 ) (3)(4) cos (%) 0.02)

2 16 2 16 2

3sen (%) sen (%)

dA = —20 4+ —2%2 4 0.12c0s (%)
T
dA = 75%2(1) +0.12cos (%)

dA =0.2395 error al medir el 4rea es aprox.0.2395 pulg?

EJEMPLO 9

Un sistema de coordenadas rectangulares@e coloca sobre un mapa y las
coordenadas de un punto son (7.2,2.5). Existe un posible error de 0.05 en cada
coordenada. Aproximar el maximo error posible al medir las coordenadas polares

del punto.

Solucion:

x =72 y y =25 Ax = Ay = 0.05

Ax=dx y Ay=dy

rZ=x24+y2 o> r=,x2+y?

dr =2 gy + 8
r=o—dx ayy
d u
E(‘@_Z\/ﬂ
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X b
dr = dx + ———=dy
7.2 2.5
dr = ——=—=(0.05) + ———=(0.05)
7.2%2 + 2.5 7.2%2 4+ 2.52
dr = 0.064
Ly _ yy 00 a0
tanf = » - 0 = arctan (x) =3 dx + 6ydy
- ‘ d cy —cv '
Tx (arctanu) = T2 Tx (;) =7
—ygl) 1
de = X dx + X dy
Y\? VAN
1+ (%) 1+ (%)
_Y 1
x? X
do = 12 dx + 12 dy
i + = I +=
X X
Y @
_ X
do = R dx + R dy
e [~
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de—( =Y )d +( ad )d
Gz ) T T a2

do = (—_25 )(005)+(
“\7.224252)

7.22 + 2.52) (0.05)

do = 0.004

Por lo tanto, los posibles errores al medir en coordenadas polares son:

dr=0.064 vy do6=0.004
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3.5 %egla de la cadena, derivada implicita.

Regla de la cadena

La regla de la cadena se emplea cuando se tiene una funcion en la que sus variables
dependen de otra variable o parametro. En las férmulas utilizadas para derivacion
implicitamente esta la regla de la cadena, en el siguiente recuadro se puede analizar
un ejemplo donde se emplea de forma directa la formula para la potencia y

posteriormente se deriva utilizando la regla de la cadena:

f'(x) =12(5x + 1)%(5) = 60(5x + 1)

f(x) =4(x + 1)3

Regla de la cadena:

df df du
=
dx du dx

f(x) = 4(5x +1)3

u=5x+1
f(w) = 4ud
df _df du
d
—f=60u2 donde u=5x+1
dx

df ,
<= =60(5x+1)

Regla de la cadena:

Sea (x,y,z) donde x = x(t), y=y(t) y z=z(t), entonces:

df _ofdx ofdy  0fdz

dt ~ oxdt ' 9yde

0z dt
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Sea f(x,y,z), donde x = x(s,t), y =y(s,t) y z = z(s,t), entonces:

of ofdx afdy of oz
at odxot 0dyodt 0zt

of 0dfox 0dfdy 0f0z
ds 0xds 0dyds 0z0s

EJEMPLO 1

Calcular % si f(x,y) =8cos(4xy +3x) y x=3t> y y=5t+1:

Solucién:

Aplicando la regla de la cadena:

. . ot

% = (—8(4y + 3)sen(4xy + 3x))(6t) + (—8(4xsen(4xy + 3x)))(5)
df
i (—48t(4y + 3)sen(4xy + 3x)) + (—40(4xsen(4xy + 3x)))
df
i —48t(4y + 3)sen(4xy + 3x) — 160xsen(4xy + 3x)
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af _ —48t(4(5t + 1) + 3)sen[4(3t*) (5t + 1) + 3(3t?)]

dt
—160(3t?)sen[4(3t2)(5t + 1) + 3(3t?)]

d
d_j; = —48t(20t + 7)sen(60t> + 12t + 9t*) — 480t%sen(60t> + 12t* + 9t?)
df
== —48t(20t + 7)sen(60t3 + 21t?) — 480t%sen(60t> + 21t?)
d
d_j; = —960t%sen(60t3 + 21t?) — 336tsen(60t3 + 21t2) — 480t?sen(60t3 + 21t2)
df 2 3 2 3 2
T —1440t“sen(60t> + 21t*) — 336tsen(60t> + 21t~)
df 3 2 3 2
=48 (30t en(60t> + 21t%) + 7tsen(60t> + 21t ))
df 2 3 2
a = (—1440t* — 336t)sen(60t° + 21t~)

Sustituyendo primero:
f(x,y) =8cos(4xy +3x)y x=3t> y y=5t+1
£ () = 8cos(4(3t2)(5¢t + 1) + 3(3t2))
f(t) = 8cos(60t3 + 12t2 + 9t2)
f(t) = 8cos(60t3 + 21t?)

—f = —8(180t? + 42t)sen(60t3 + 21t?)

dt

af 2 B 2

| —48(30t* + 7t)sen(60t> + 21t*)
= 2 3 2
Frin (—1440t° — 336t)sen(60t> + 21t°)
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EJEMPLO 2

or

3s Sl

of
Calcular > Y

flx,y,2) = 4xy® + 9xz

Solucion:

2, x=5t2—4s,y=7t+9s y z=10ts:

of ofox ofdy ofoz
at odxot odyodt 0zt

4 _ (4y3 +922)(10t) + (12xy?)(7) + (18x2)(10s)

dt

4 _ (4(7t + 95)3 + 9(10ts)?)(10t) + (12(5t? — 4s)(7t + 9s5)?)(7)

dt

dt

+ (18(5¢% — 4s)(10¢s))(10s)

d
4 = 10t[4(7t + 95)3 + 9(10ts)?] + 84(5t% — 45)(7t + 95)? + 1800ts%(5t% — 4s)

d
4 = 40t(7t + 9s)3 + 9000¢t3s2 + 84(5t% — 45)(7t + 95)? + 1800ts?(5t% — 4s)

dt

df

ds

6f_6f6x+6fay+afaz
ds 0x0ds 0dyds 0z0s

(493 + 922)(—4) + (12xy2)(9) + (18x2)(10t)
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4 = —4(4(7t + 95)3 + 9(10ts)?) + 108(5t? — 45)(7t + 9s)?

ds
+ 180¢t(5t% — 4s5)(10ts)

= —4[4(7t + 95)3 + 9(10ts)?] + 108(5t% — 4s)(7t + 9s)? + 1800t?s(5t? — 4s)

df
ds
df 3 2 o2 2 2 2 2
s = —16(7t + 9s)°> — 3600t“s~ + 108(5t“ — 4s)(7t + 9s)“ + 1800t“s(5t* — 4s)
Sustituyendo primero:

f(x,y,z) = 4xy3 +9xz?; x=5t2—4s,y=7t+9s y z=10ts

x =5t2—4s,y=7t+9s y z=10ts

f(t,s) = 4(5t% — 4s)(7t + 9s)3 + 9(5t? — 45)(10ts)?

f(t,s) = 4(5t? — 4s)(7t + 95)3 + 900t%s2(5t% — 4s)

i = 4(5t% — 4s)[3(7t + 95)2(7)] + (7t + 95)3[4(10t)] + 900t%s2(10¢)

at
+ (5t% — 45)(1800ts?)

of
Frie 84(5t% — 4s)(7t + 95)? + 40t (7t + 9s)3 + 9000t3s% + 1800ts*(5t> — 4s)

f(t,s) = 4(5t2 — 4s)(7t + 95)3 + 900t?s2(5t% — 4s)
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% = 4(5t2 — 45)[3(7t + 95)2(9)] + 4(7t + 95)3(—4) + 900t%s%(—4) + (5¢% — 45)1800t2s

i)
a—’; = 108(5t? — 45)(7t + 9s5)% — 16(7t + 95)3 — 3600t%*s> + 1800t*s(5t> — 4s)

Derivacion implicita

En tu curso de Calculo Diferencial te ensefiaron a derivar implicitamente, aqui
veremos una forma mucho mas sencilla de hacerlo:

Primero se IGUALA A CERO la funcion:
F(x,y)=0

Enseguida aplicamos las siguientes formulas:

q OF dF
& __ox & _ oy
dx  OF dy  OF

ady dax

En caso de que la funcién dependa de mas de dos variables:

Primero se IGUALA A CERO la funcién:
F(x,y,z) =0

Enseguida aplicamos las siguientes formulas:

dF dF
9z  3x 0z oy
ax~ OF ay  OF
0z 0z
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EJEMPLO 3
Calcular Z—z si 7x%y3 + 8y? = 10y + 3xy:
Solucion:

Igualamos a cero:

l7xzy3 + 8y% — 10y — 3xy =0
Y

F(x.y)
oF
dy  ox _ 14xy3 — 3y
dx  OF  21x2y?2+16y— 10— 3x
dy

EJEMPLO 4

0z

9z 0z : 3 2 _ .
Calcular =Y 5 SI 4xy° +9z* = 4y + 3xz:

Solucion:
Igualamos a cero:

\4xy3 + 922 — 4y — 3xz = 0

Y
F(x.y.z)

JoF
0z 9x 4y’ -3z

ox  OF 18z —3x
0z
JdF

0z dy  12xy*—4

dy  OF  18z—3x
0z
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3.6 Derivadas parciales de orden superior.
Qerivadas de orden superior

La notacion para las derivadas de orden superior es:

0%z 0%z
ﬁzfxx (0,Y) = Zyx a_yzzfyy (x:y)zzyy
0%z 0%z
9xdy - fyx (X,¥) = 24 Iyax fry (X, ¥) = Zyy
0%z 0 (02) B ( )
dxdy  9x \dy Zyx =y ),
0%z 0 (62) — ()
dydx _ 9y \ox Zay = \Zxly

Ejemplo1l Sea f(x,y) = 9x*y3 + 5xy? + 2x3 — 8y? calcular:

% f 0% f 0% f 0% f
a) ax? b) 0_)/2 2 0x0dy 4 dyodx

Solucién:

Es necesario calcular las primeras derivadas parciales:

a a
a—{c =32 (9x*y3 + 5xy? + 2x3 — 8y?)

—» La "x" se considera variable y "y" constante
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of ]
Frike —( x*y3) +o (5xy )+ (2x3) —a(8y2)

o

) ) 0 0
— 3__ 4 2 _— _ 3y _ 2 __
ox %y dx (%) + 5y dx (x) +26x (%) - 8y ox M

% = 9y3(4x%) + 5y%(1) + 2(3x%) — 8y2(0)

0
% = 36x3y? +5y% + 6x? — 0 = 36x°y* + 5y* + 6x7

o _9

3y = oy (9x4y + 5xy% + 2x3 — 8y?%)

» La“y” se considera variable y “x” constante

d
% = 27x*y? + 10xy + 0 — 16y = 27x*y? + 10xy — 16y

2
i ax (af

a
Tz = 6x> % — (36x3y3 + 5y% + 6x%)
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b)

aZ
a_x]: = 108x%y3 + 0 + 12x = 108x%y3 + 12x

La “x” se considera variable y “y” constante en ambas derivadas

Qf_a

ar_ —(ﬂ) =9 27x%y? + 10xy — 16y)
ay? ady\ay/ ay y Y Y
0% f
3= 54x*y + 10x — 16

La “y” se considera variable y “x” constante en ambas derivadas

a*f 9 (of ad 4.2
axdy —a(£> —a(z7x y“+ 10xy — 16y)

02

= 108x3y? + 10y — 0 = 108x%y* + 10
axdy 08x°y“+ 10y —0 8x°y- + 10y

La “y” se considera variable y “x” constante en la primera derivada y

La “x” se considera variable y “y” constante en la segunda derivada.
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d)

*f a (of d _ 5 5
0y0x_@(a)_6_y(36x y° + 5y° + 6x°)

2

=108x3y2 +1 =108x3y% + 10
Jyox 08x°y=+ 10y + 0 x°y“ + 10y

La “x” se considera variable y “y” constante en la primera derivada y

La “y” se considera variable y “x” constante en la segunda derivada.

En los incisos ¢) y d) se observa que los resultados son iguales. Esto es debido a
que se cumple el siguiente teorema conocido como teorema de las derivadas

mixtas:

aq _0f 0 bi _
dxdy 0dydx ten,  fyx=Ju

%(%) = %(%) O bien, (f,) = (fr)y

Ejemplo 2

Sea f(x,y) = Sen(3x%*y) calcular:

02 02 ik 02
0x? dy? 0x0dy dyox
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Solucién:

Es necesario calcular las primeras derivadas parciales:

g = % (Sen(gzy))

4 (Senw) = cosu
7 (Senw) = Cosu ——

du

u= 3x2y o a = 6xy

;_x (Sen (3x%y)) = Cos(3x2y)(6xy)

of

_ 2
i 6xyCos(3x°y)
of 0 2
3y~ oy (FenGx)

d du
—(Senu) = Cog )
dy dy

du_

:32 _—32
u x°y dy X

% (Sen (3x%y)) = Cos(3x2y)(3x?)

ad
% = 3x2Cos(3x%y)
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b)

a)

=80 =orrmos)

u v

Ya que ambas tienen "x"

d( )= dv+ du
dxuv _udx vdx

0%f _ a 5 5 0
Iz 6xy (a (Cos(3x y))) + Cos(3x“y) (a (6xy)>

= (6xy)(—6xySen(3x2y)) + (Cos(3x2y))(6y)

62
% = —36x%y%Sen(3x%y) + 6y Cos(3x?y)

9’ f a (of\ 9, ,
a_yz = @(@) = $(3x Cos(3x y))

azf 2 2 2
a_yz = (3x )(—3x Sen(3x y))
aZ
c')_yI; = —9x* Sen(3x%y)
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d)

?*f @ (af): ]

e (aJ\y_ 9 2 2
dxdy 9dx\dy 63{ (3x ,C?os(3x y))'

U v

w_ o n

Ya que ambas tienen "x

62
axa]; = (3x2)(—6xySen(3x2y)) + (Cos(3x%y)) (6x)
aZf 3 2 2
axdy = —18x° ySen(3x“y) + 6x Cos(3x*y)
a*f a (of ad
ayox = 3y (a) =2y (6xyCos(3x2y))
v v
Ya que ambas tienen "y"
2
3y0x (6xy)(—3x2Sen(3x2%y)) + (Cos(3x%y))(6x)
azf 3 2 2
dyox = —18x°y Sen(3x“y) + 6x Cos(3x“y)
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Nuevamente se cumple que:

0% f _ 0% f
dydx  0xdy
Formulas empleadas:
d du
_ ny — n-1_"
dx W?) = nu dx
d () = dv N du
LR T
d du
a(Sen(u)) = Cos(u)a
d du
a((]os(u)) = —Sen(u)ﬁ
Ejemplo 3
— (XY .
Sea f(x,y) =lIn (x_y) calcular:
% f 0%f 0%f 0%f
o) ) = ) f)
dx dy dxdy dyox

Solucién:
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Es necesario calcular las primeras derivadas y es conveniente aplicar propiedades
de los logaritmos:

A
In(A™) = nin(A) In (AB) = InA + InB In (E) = InA — InB

2

fy) = ln( ad yy) =ln(x*y)—In(x—y) - In (%) = InA — InB

f,y)=m(x*)+n(y)—In(x—y) - In(AB)=InA+ InB

f(x,y) = 2ln(x) -Ign(y) —In(x—y) - (4" =nin(4)

Of_ 9 21 1 |
a_a( n(x) + In(y) — In(x — y))

. du
_dx
—(nw) =&

of 2 1 2 1
T 210

=—4+0- = — —
‘ dx x X—y X Xx-Yy
La “x” se considera variable y “y” constante

% = é(Zln(x) +1n(y) —In(x —y))

du
d _dy
T (In(w)) = o

» La “y” se considera variable y “x” constante
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b)

T ox

azf_a(af) a(z 1)

ax? ~ ax\ox)

X x—y
i(ﬁ)_‘c%
dx\v/  v?
af 2 -1 2 1

R S A e O

La “x” se considera variable y “y” constante en ambas derivadas

azf_a<af)_a(1+ 1)
dy? dy\ay) dy\y x-y

*f 1 -1(=1) 1 1

—_ = —— 4+ —
dy? v (x—y)? y: (x—y)?

La “y” se considera variable y “x” constante en ambas derivadas

0*f _a(af)_a(1+ 1 )
dxdy dx\dy) odx\y x-—y

0% f -1(1) 1
axay=0+(x—y)2 - - (x—y)?

La “y” se considera variable y “x” constante en la primera derivada y

La “x” se considera variable y “y” constante en la segunda derivada.
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d)

ay

X x-—y

sz~ 35 (a0) =35 5 25)

o*f -1(-1) _ 1
ayox  (x—-y)2  (x—y)?

“yn

La “x” se considera variable y “y” constante en la primera derivada y

%y 9

La “y” se considera variable y “x” constante en la segunda derivada.

Nuevamente se cumple que:

0% f B 0% f
dydx  0xdy
Formulas empleadas:
p p 4 CdV q du
LN 4oy @ 4 ny) = &
dx (u™) = nu dx dx (v) v? dx(n(u)) u
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3.7 Derivada direccional y gradiente.
Derivada direccional

Como ya se vio anteriormente, las derivadas parciales estan en direcciérgaralela
al “eje x” o al “eje y”. Ahora se vera la derivada direccional que puede ser en la
direccion de cualquier vector. forma de visualizarlo es imaginando un plano
sobre el vector de direccién, asi®fa derivada direccional es la pendiente de la recta
tangente a la curva de corte entre la superficie y el plano de direccion.

m = Dgf (X0, Yo, o)

Va2t + 5+

Geométricamente,QI gradiente es perpendicular a las curvas o superficies de nivel.

fly) =x* +y?
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Ve =2t + 2

Vi(x,y) = 2xi + 2yj

P31 -  f(x,y)=3%2+12=10 (3,1,10)
VF(3,1) =2(3)i +2(1)j = 6i +2f
Curva de nivel:

z=x%+y%? Si z=10,entonces 10 = x? + y?
10 = x% + y? al graficarlo en R® representa un cilindro
Qara obtener la curva de nivel es necesario parametrizar:
x?+y2=10

x =V10cos(t)
y = V10 sen(t)
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Utilizando CalcPlot3D podremos visualizar queQI gradiente es perpendicular a la
curva de nivel:

La derivada direccional deQna funcién real de n variables esta definida por el
limite:

f(x+hv) - f(X)
h

DT}f(x(), yO) = ;ll_l;%

Si la funcién es diferenciable, entonces podemos dar una formula para calculaﬂa
derivada de ugg funcién f(x,y) en la direcciéon del vector UNITARIO % en (xg, yo)
viene dada pol*€l producto punto entre el gradiente y el vector de direccion unitario.

Dyif (x0,¥0) = Vf(x0,y0) - U

D3if (x0,¥0,20) = Vf(x0,¥0,20) - U
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Demostracion:

Qupongamos que existe una funcion diferenciable z = f(x. y).Qa derivada
direccional segun la direccion de un vector unitario v =< v,, v, > €s:

+v.hy+v,h)— ,
D*f=limf(x U,y T Uy ) f(x,y)
v h—-0 h

~ flx +vxh,y+vyh) —f(x,y+vyh) +f(x,y+vyh) —f(x,y)
Dyf = Jim h

Dyf = }Lin%f(x +vchy + vyZ) —f(x,y + vyh) N }lin(l)f(x'y + Uy:) - f(xy)

Hacemos, para el primer limite el cambio:

h' = v.h

, vyh v, h' v h’
f(x+h,y+ v >—f(x,y+v ) 6f(x,y+v )
lim x X~ = lim v X
h>0 h' h'=0 ¥ ox
UX

of (x,y)

RGN

De forma similar trabajamos el segundo limite:
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h' =v,h

Uy
- fly+nh) - fy) f<x'3’+7)—f(x,y)
lim =i :
h=0 h h'>0 n
Uy
o fGyH R fGy) L afGy)  0fGuy)
T niso Y h' T niso Y dy =Vy dy

Por lo tanto, se tiene que:

Dzf ZQx afg;' 2 + v, afg; 2 =< Vy, Uy > <aff;;, 2 ) afg;’ 2

y=v-VF

D;f =VF-u

Ejemplo 1

Sea f(x,y) =17 —QZ — y?% calcular la derivada direccional de f en la direccion ¥ =
<3,—-4>en(2,1,2):

Solucioén:

Haciendo unitario el vector de direccion v =< 3, —4 >:

<3,-4> <3,-4>

@?+(4? 5

—
u =

297



Se calcula el gradiente de f:
fx,y) =7—-x*-y?

V) =2t + 2
= (201 + (-29)]

Vf(x,y) = —2xi — 2yj

Se evalua el gradiente en (2,1, 2):
VF(2,1) =-22) —2(1)j =< —4,-2 >

Por ultimo, se efectla el producto punto:

Dz = Vf(x0,¥0) U
a=Vf(2,1)-u

<3,-4> -12+8

Dy =< —4,-2> =
u 5 5

4
Dz(4,1) = - s

No hay que olvidar qug derivada direccional es la pendiente de la recta tangente a la curva de
interseccidn entre la funcién y el plano trazado sobre el vector de direcciéon, en un punto:
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fl,y)=7—x*—-y*
v=<3,—-4>

(2,1,2)

Los siguientes pasos son para calculaﬂa recta tangente a la superficie en la
direccién de ¥ en el punto indicado:

Para determinar una ecuacion del plano se utiliza el vector de direccién y el vector
k ya que el producto cruz proporcionara el vector normal al plano:

_—
7

n

/

~

|t gk .
R=vxk=|3 Z4 o|l=(4-00-B=0)j+(0—-0Fk=—4i—3j
0 0 1

A=—4i—3 y Py(21,2)
ax+by+cz=7%-P,
—4x —3y=-8-3

—4x — 3y = —11

4x + 3y =11
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Curva de interseccion:

Parametrizando:

(O o< 4 , (11 4) N
r=sbs T 33
v=7"(t) =<1 2 2(11 4)( 4)>
ver o WwEs LTy 33 3
v=7"(t) <1 2 +8(11 4t>>
veEr T3 3\3 3
50 88

t=2
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Q=x0+at, y=yo+bt y z=2z¢+ct

=2+t =1 4-t =2 4t
x= , ¥y = gt ¥ z= 3

Recta tangente con
pendiente Dz(2,1,2) = —§

x=2+t
y=1-—=t
Plano de direccion — .
z=2—=t
4x+3y =11
Punto de tangencia
(2,1,2)
Superficie
flxy) =7—x*—y? A “\ 5 . y
o urva de interseccién entre
el plano de direccion y la
funcion.
”' ' ~ x=t
m.“ l‘ S
‘ l Y=3 73
g2 (11 4 t)z
= 33

Para verificar o visualizar la derivada direccional comﬁ pendiente de la tangente
a la curva de interseccion entre la superficie y el plano de direccion se puede

. . , . Ay
imaginar éste como el plano xy, se sabe que la pendiente de una recta es m = —

por lo tanto, el numerador es la direccion en que se tendria que mover de forma
vertical y el denominador el desplazamiento en la horizontal:
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-4 . , .
e Para el caso m == el desplazamiento en x sera de 5 unidades a la
éerechay el desplazamiento en y sera de 4 unidades hacia abajo como

e muestra en la figura.

4 .
e Para el caso m = el desplazamiento en

y el desplazamiento en
se muestra en la figura.

como

Ax = 5 unidades -

Z
: b,
< i [
]
Ay = 4 unidades 1T \‘ \\ //
N /

Ejemplo

Ax = 5 unidades <« ‘d

Solucioén

Haciendc

Ay = 4 unidades 1
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<3 -41> _<3-41>
V@7 + 07+ (1?26

—
u =

Se calcula el gradiente de f:

f(x,y,z) = 4x?y — z*

P+

af . of .
0x dy

Vi(x,y,2) =

= (8xy)i + (4x?)j — 2zk

Vf(x,y,2) = 8xyi + 4x?j — 2zk
Se evalua el gradiente en (—1,1, 2):
Vf(2,1) =8(—1)(1)i+ 4(-1)?% - 2(Q)k =< —8,4, -4 >
Por ultimo, se efectda el producto punto:
D5(X0, Y0, 20) = Vf (%0, Y0, 20) - U

Dz(-1,1,2) = Vf(=1,1,2) - &
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<3,-41> -24-16—14

D3z(—1,1,2) =< —-8,4,—4 >- =
“ V26 V26
D3;(—1,1,2) = a4
u ) ) - ,—26

Propiedades:

Sea ana funcién de x, y y z, con derivadas parciales de primer orden continuas.
La derivada direccional de f en direccion de un vector unitario ¥ = ai + bj + ck

viene dada por:

Duf(x,y,2) = afy(x,y,2) + bfy (x,y,2) + cf,(x,y,2)
El gradiente de f se define como:
Vf(x,y,2) =%(x, v, 2)i+ f,(x,y,2)] + f,(x, v, 2)k

Las propiedades del gradiente son:

1. Dyf(x,v,2) = VZ(x,y,z) ‘U
2.481 Vf(x,y,2z) = 0, entonces D3;f (x,y,z) = 0 para todo .
3. "La direccion de maximo incremento de f esta dada por Vf(x,y, z). El valor

aximo de Dy f(x,y,2) es |[Vf(x,y,2)l|
4. *Ca direccién de minimo incremento de f esta dada por —Vf(x,y, z). El valor

minimo de D3;f(x,y,z) es —||Vf(x,y,2)||.
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Ejemplo 3:

Unguperficie de una montafia se modela mediante la ecuacion:
h(x,y) = 4800 — 0.002x% — 0.003y?

Qn montafista se encuentra en el punto (450,320,4 087.8). ¢En qué direccion
debe moverse para ascender con la mayor rapidez posible?

SOLUCION:

Calculamos el gradiente yaﬂue la direcciébn de maximo incremento la proporciona
éste:

h(x,y) = 4800 — 0.002x2% — 0.003y?
Vh(x,y) = %i + %j = (—0.004x) + (—0.006y)j

Vh(500,400) = (—0.004(450))i + (—0.006(320));

Vh(450,320) = —1.8i — 1.92j
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3.8 Qalores extremos de funciones de varias variables%lano tangente
y recta normal a una superficie.

Plano tangente y recta normal a una superficie

Como ya sabemos el gradiente de w = f(x,y,z) viene dado por:

of  df . of .
Vf(x,y,2) Zal +@] +—k

Recordando queQI gradiente es perpendicular a las curvas o superficies de nivel.

Veamos esto a través de una funcion en R* (esto es, una funciéon que depende de
3 variables)

xX,v,z2)=4—x*>—y?—z
f(x,y,2) y

of of . Of .
Vf(x,y,z) Zal +@] +Ek

Vf(x,y,z) = —2xi —2yj — k

Al igualar f a una constante se obtiene una superficie de nivel. A continuacion, se le

asignaran 2 valores a la funcién y en determinado punto se grafica el gradiente
correspondiente a la superficie de nivel:

Sea f(x,y,z)=0 o w=0:

f(x,y,z) =0 Superficie de nivel
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0=4—-x*—-y*—2z

Si despejamos z podemos ver que la superficie de nivel correspondiente@s un
paraboloide que abre hacia abajo cuyo vértice esta en (0,0,4).

z=4—x%—y?

Ahora evaluando el gradiente en ese punto:

VF(x,y,z) = —2xi —2y] — k

VF(0,0,4) =0f +0j — k

Al graficar “z” y su respectivo gradiente en (0,0,4) se obseranue el gradiente
efectivamente es normal a la superficie:

[N
e
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Para observar con mas claridad lo anterior se multiplica el gradiente por -1:

—VF(0,0,4)

Tomando otro punto y evaluando el gradiente:

VF(x,y,z) = =2xi —2yj —k

~

VF(2,-3,—-9) = —4{ + 6] — k
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Sea f(x,y,z)=3 o w=3:

f(x,y,z) =3 Superficie de nivel

3=4—x2—yt—2z

Si se despeja z se puede ver que la superficie de nivel correspondiente@s un
paraboloide que abre hacia abajo cuyo vértice esta en (0,0,1).

z=1-—x?—1y?
Ahora se evalla el gradiente en ese punto:
VF(x,y,2z) = =2xi —2yj —k

~

VF(0,0,1) = 0i+ 0f — k

Al graficar “z” y su respectivo gradiente en (0,0,1) se observaﬁue el gradiente
efectivamente es normal a la superficie:
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Para observar con mas claridad lo anterior se multiplica el gradiente por -1:

—VF(0,0,1)

Tomemos otro punto y evaluemos el gradiente:

VF(x,y,z) = =2xi —2yj —k
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VF(=2,—1,—4) =4i +2j -k

Una vez que entendimo ueQI gradiente es normal a las superficies de nivel, nos
sera posible determinar<iin conjunto de ecuacigges paramétricas para la recta
normal a una superficie en cierto punto, asi como*tina ecuacién del plano tangente
a dicha superficie.

z=f(xy)

Igualamos a cero la expresion, esto con el fin de considerarlo como una superficie
de nivel:

0=f(x,y)—z
F(x,y,2)
v )_6FA+6FA+6FE
YYVE =0t Ty T ez
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Qlano tangente a una superficie:

Una ecuacién del plano tangente a la superficie?= f(x,y) en (xg,vo,20) Viene
dado por:

S oF ,  OF ,  OF
n=VF(x,y,Z)=al+£]+£k Yy Po = (x0,Y0,20)

OF O O v T
axx ayy 6ZZ_ oYz 0

Qecta normal a una superficie:

Un conjunto de ecuaciones paramétricas para la recta normal a la superficie@ =
f(x,y) en (x0, Y0, 29) Vienen dadas por:

N oF , OF , , OF &
v=VF(x,y,Z)=al+£]+£k Yy Py = (x0,¥0,20)

= +aFt
X = Xy ox

= +aFt

= +aFt
Z=12Z 9z

EJEMPLO 1

Qetermine ecuacion para el plano tangente a la superficie dada en el punto
indicado, as™omo la recta normal a la superficie en ese mismo punto:
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flx,y)=-3+x*+y%? en (-2,3,10)

Solucion:
Calculando y evaluando en el punto indicado a VF@, Y, Z2):
z=-3+x%+y?

Ozf(x»Y)_Z

F(x,y,2)

0=-3+x*+y*—z

F(x,y,z) = -3+x*+y%—z

TrCe vy < O L O O
x'y'z_(')xl ay] 0z

VF(x,y,z) = 2x1 + 2yj — k
VF(=2,3,10) = 2(-2)i +2(3)j -k

VF(=2,3,10) = —41 + 6] — k
Plano tangente:

= OF , OF . . OF &~
n=VF(x,y,Z)=al+£]+gk Yy Py = (X0,Y0,Z0)

OF LOF O s T
ox* TayY Tt T VY E o
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n=VF(-2,310)=—4i +6j]—k Py =(-2,3,10)
—4x + 6y —z =< —4,6,—1 >-< —2,3,10 >
—4x+6y—z=8+18-10

—4x+6y—z=16

Recta Normal:

- BFA 6F,\ aF’\
UV=VF(ry2) =gt +oj+ 50k y Po= (x0,Y0 %)

+aFt
X = X 7%

+aFt
Y =Yo 3
= +aFt
zZ =z, P

U =VF(-2,3,10) = —4i +6j—k P, =(—2,3,10)

= x, + _6 t - = -2 —4t
X=X+ x
=y, + g t =3+ 6t
—_ — _) f—
Y=DXYo dy y
=2z, + _0 t - =10-t
z=120+ o Z
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Graficando se tiene:

EJEMPLO 2:

Qetermine ecuacion para el plano tangente a la superficie dada en el punto
indicado, as™omo la recta normal a la superficie en ese mismo punto:

flx,y) =436 —x2—y? en (3,2,\/%)

Solucién:

Calculamos y evaluamos en el punto indicado a VF(x, y, z):

z=+/36 —@2 — y?

0=f(x;J’)_Z
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F(x,y,2)

0=36—-x2—-y2 —z

F(x,y,z) =436 —x?—y? —z

9F  9F  oF .
VF(x,y,Z)=al +E +£k

—2x -2 ~
VF(x,y,7) = P+ Y %

J
2,36 —x? —y? 2,36 —x? —y?
x N
P - Y i—Fk
J36—x2—y2 /36 —x2—y2

VF(x,y,z) = —

2
—j—k
V23’

3
VF(?), Z,m) == _\/T_Bi

Plano tangente:

— aF,\ aF,\ aF"
A=VF(xyz) =1 +37+5.k v Po= (% Y0 %)

z

OF OF  OF VF(xy.)- B
ox ayy 9z " X2 To
i =VF(3,2,V23) =— ’ i—ij—fc P, = (3,2,V23)
V23 V23
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3 2 < 3 2, k><3t+2]+vV23%k >
——x-—y—z=<-———=0 ——] -k ><3i
V23 \/23y V23 J

23
3 2 9 4
——x——y-—z=———= ———23
V23 V23 V23 V23
3 2 13

N R )

Multiplicando por v23:
—3x -2y —+23z=-13 —-23
—3x —2y—+V23z=-36

3x+2y++v23z =36

Recta Normal:

N OF , oF . OF &~
v=VF(x,y,Z)=al+5]+£k Yy Po = (x0,¥0,20)

+aFt
X = Xy Ox
+6Ft
y_yo ay
+aFt
2= % 0z
y = VF(-2,3,10) S (3,2,v23)
v= T4 a1 = ) &y
23 23 °
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oF 3 .
X =Xx9+—=—t - x=3———t obien, x=3—3t

ox V23

oF 2
y=)’o+$t - y=2—\/%t o bien, y=2 -2t

oF
z=zo+§t - z=+vV23—-t obien, z=+vV23—-+v23t

Graficando se tiene:

,’;;I;; 205,90,
;/’//f;;;;;;'l;:l
1 ;I,'i

| i
i M"
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EJEMPLO 3

Qetermine

indicado, as

Solucion:

ecuacion para el plano tangente a la superficie dada en el punto
omo la recta normal a la superficie en ese mismo punto:

4x2% +36y%2 — 1622 =64 en (7,1,3.24)

4x% +36y% — 162> —64 =0

Calculamos y evaluamos en el punto indicado a VF(x,y, z):

F(x,y,z) = 4x* + 36y? — 162z° — 64

OF 0F_ OF .
VF(x,y,z) =al +@]+£k

VF(x,y,z) = 8xi + 72yj — 32zk

VF(7,1,3.24) = 8(7)i + 72(1)j — 32(3.24)k

VF(7,1,3.24) = 56i + 72j — 103.68k

Plano tangente:

N oF , 0F . ., OF
n=VF(x,y,Z)=£l+5]+£k Yy Py = (x0,Y0,20)
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oF oF

oF —
ax-&-@y-i-az =VF(x,y,z) - Py

i = VF(7,1,3.24) = 561 + 72j — 103.68k P, = (7,1,3.24)
56x + 72y — 103.68z = (561 + 72j — 103.68k) -< 70 + j + 3.24k >

56x + 72y —103.68z = 128.07

Recta Normal:

- 0F,\ GF,\ OF +~
UV=VF(yz) =gt +oj+ 50k y Po= (%0,Y0, %)

= +aFt
X = X Ox

= +aFt
y_yO ay

_, LOF,
Z = Zj 97

¥ = VF(7,1,3.24) = 56 + 72j — 103.68k P, = (7,1,3.24)

oF
X =xg+——t - x=7+56t
d0x
+aFt 1+ 72t
= e - =
Y=DXYo dy y
oF
z=20+£t - z=3.24-103.68t

Graficando se tiene:
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Para encontrar los valores extremos de una superficie dada por z = f(x,y)
igualamos el gradiente a cero, esto es:

aof . of .
Vf(x,y)zﬁl +@]=0
0 0
o _ o _y
0x dy

Qriterio de las segundas derivadas parciales

Sea f una funcién con segundas derivadas parciales continuas en una region abierta
gue contiene un punto (a, b) para el cual:

fx(a:b):() y fy(ag)ZO

Para buscar los extremos relativos de f, considérese la cantidad:

d =7 ,(a, b)fyy(a; b) — [fxy(a' b)]z

Sid >0y f..(a b) > 0,entonces f tiene un minimo relativo en (a, b).
Sid >0y fix(a,b) < 0,entonces f tiene un maximo relativo en (a, b).
Sid < 0,entonces f tiene un punto silla.

Sid = 0 el criterio no lleva a ninguna conclusion.

hronNPRE

EJEMPLO 4

Determinar los maximos o minimos de f(x,y) = 7 — x? — y?

Solucién:
frxy)=0 y f,(x,y)=0
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fi(x,y)=—2x=0 x=0

f(x,y)=-2y=0 y=0

Si x=0 y y=0,entonces z=7

f(0,00)=2z=7-0%2-0%2=7

Por lo tanto, ya se tiene un punto critico:

(0,0,7)

Ahora analizamos si se trata de un maximo, minimo o punto silla.

Q = fxx(a: b)fyy(a: b) - [fxy(a, b)]z
faxy)==2 y  fr(xy) =-2
fxx(0,0) = =2 y fyy(0,0) = -2

fxy(x;J’) = 0 y fxy(o,o) = 0

d= fxx(a’ b)fyy(a' b) - [fxy(a' b)]z

d=(-2)(-2)-(0)?*=4>0

Comod=4>0y f,(00)=-2 <0,entonces se trata de un maximo. Entonces

se tiene un maximo en (0, 0, 7)
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EJEMPLO 5

Determinar los maximos, minimos o puntos silla de f(x,y) = 2xy — % xt+yH+1

Solucion:
[(x,y)=0 y fy(x,y)=0
fr(x,y) =2y —2x>=0

fy)=2x—-2y*=0

Por resolver:
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Qe la primera ecuacion se despeja “y” y se sustituye en la segunda ecuacion:
y —Q3 =0 - y=x°

x—y3=0 +«~ x—(x*3=0

x(1—-x%) =0
x(1—-xHA+xH) =0
x(1—x)1+x>)1+xH =0

x(1—x)A+x)1+x)1+xH) =0

Por lo tanto, los cero de la ecuacion son:

Como se encontraron 3 valores criticos, entonces los puntos criticos son:
1
fOoy) =2xy =5 (x* +yH) +1
1
£(0,0) = 2(0)(0) - 5((0)4 +@H+1=1 ~  P(001)

f(1,1) =2(1)(1) —%((1)4 +(MH+1=2-14+1=2 P,(1,1,2)
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f(=1,-1) = 2(-1)(~1) —%((—1)4 +(-DH+1=2-14+1=2
Py(—1,-1,2)

Ahora determinamos si se tratan de méaximos, minimos o puntos silla:
Ql(o, 0,1):
d = fr(@ b)fyy (@ b) = [fry(a,b)]’

fex,y) =2y — 2x°

fx(,y) = —6x%  £,(0,0) = —6(0)* = 0
fy(e,y) = 2x = 2y°

fyy(x,y) = —6y*  f,,(0,0) = —6(0)> =0

foy(,y) =2 £, (0,0) =2
d = fur(a,0)fyy (@, b) = [fiy (@, )]’

d = (0)(0)— (2)2 = -4 <0

Como d = —4 < 0, entonces se trata de un punto silla. Se tiene un punto silla en
0,0,1)

P,(1,1,2):

d = fux (@, D) fyy (a,b) = [fy (@, D)]”
fe(x,y) =2y — 2x3
fxx(x»y) = _6x2 fxx(lyl) = —6(1)2 =—6

fy(x'y) = 2x —2y°
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fry(t,y) = —6y* [, (1,1) = —6(1)*=—-6

fxy(x»y) =2 fxy(l,l) =2

d = fix(a, b)fyy(a' b) - [fxy(a’ b)]z

d=(-6)(—6)—(2)2=36-4=32>0

Comod=32>0 y fi,(1,1) = -6 <0, entonces se trata de un MAXIMO. Se tiene
un MAXIMO en (1, 1, 2)

Py(—1,—-1,2):

d = fex(a,b)fyy(a,b) — [fy(a,b)]”
felx,y) =2y — 223
fr(,y) = =637 fir(—1,-1) = —6(-1)* = =6
fy (6 y) = 2x — 2y°
fyy(,y) ==6y*  f,(=1,-1) = —6(-1)* = -6
fey(,y) =2 fey(—1,-1) =2
d = fex(a,b)fyy(a,b) — [fy(a,b)]”

d=(-6)(-6)—(2)?=36—-4=32>0

Comod=32>0 y fir(-1,-1) = -6 <0, entonces se trata de un MAXIMO. Se
tiene un MAXIMO en (-1, -1, 2)
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Maximo en (-1,-1,2)
Miximo en (1,1,2)

i Punto silla en (0,0,1)
AN ‘)l l' Wi
A "‘”l‘”“ll I; N

(it Il" H|l~

ulllw
! ml I
. ,"“'M

‘M

EJEMPLO 6

7xy

Determinar los maximos, minimos o puntos silla de f(x, y) = 22
e

Solucioén:
7xy
fx,y) = X2 +y?
fxxy)=0 y f,(xy)=0
f(oy) = e+ (7y) — Txy(2xe¥*Y")  7ye* +*(1— 2x?) _ 0
x\XY) = (ex2+y2)2 (ex2+y2)2
7y(1 — 2x?)
fix,y) = proree R
eX* Y% (7x) — Txy(2ye*™+V)  7xeX* Y’ (1 - 2y?)
f(xy) = = =0

(ex+%)” S (e
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7x(1—2y%)

fy(ny) = ex2+y2 0
Resolviendo:
7y(1 — 2x?)
fe(,y) = oz 07 7y(1-2x*)=0
7x(1 — 2y?)
f(x,y) = o 0-7x(1—-2y*)=0

7y(1—2x%) =0

7x(1—2y?) =0

Una solucibn es cuandox =y =0
Las otras soluciones las encontramos cuando:

1-2x2=0 vy 1-2y2=0

1
1-2x%2=0 - x=+—
2
1
1-2y2=0 - y=i—2

Ahora calculamos los puntos criticos una vez que conocemos los valores criticos:

e Parax=y=0:
7xy
f(er) = e— - f(0,0) =0 - Pl(O) 0' 0)

x2+y2
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V(L) 7
P57 %)
(DD I
fen=m S (f +(—1)§ -Ee
e 2 2

fl,y) =

r ~ I H5)=
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ex2+y2

oy = —L o f(_ii)_7(_\/_1_)<\/_17)=3= 7

Una vez que conocemos los puntos criticos vamos a determinar cuales son
maximos, cuales minimos y si hay algun punto silla.

Primero calculamos las segundas derivadas:

d = fr(a,b)f,(a,b) — [fiy (@, D)’

7v(1 — 2x2
ey = X020

x2+y2

ex2+y2(7y(—4x)) - 7y(1 - 2x2)(2xex2+3’2)

(=)

fxx(xf y) =

| —ldwye® V(24 (1-2x2))  14xy(2+ (1—2x2))
fxx(x:y) = (ex2+y2)2 - o X2+y?

@ 14xy(2 + (1 — 2x%)
xx(x' y) = =

ex2+y2

7x(1 — 2v?
floy) = 02D

x2+y2

eV 7x(—4y) — 7Tx(1 — 2y2)(2ye"2+3’2)

()

fyy(x' y) =
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£y y) = e (211 = 299)
(ex2+y2
14xy (2 + (1 — 2y?
fryy) = — ( S y ))
y ex ty (ex2+y2)2
92\ X2 +y2 1
fo ey = 220 7 A2
()
_ 2 _ 2
Faylity) = L2 )C 2 27)
ex ty
Para P;(0,0,0) :
_ lxy(2+ (1 - 2x?)
fxx(x; y) = o2 ty? - fxx(()}()) =0
_ laxy(2+ (1 -2y%)
fyy(x'y) - o X2+y? - fyy(0,0) =0
7(1 — 2x%)(1 — 2y?
fey(x,y) = (=2 =2y fiy(0,0) = 7

ex2+y2

d= fxx(a; b)fyy(a; b) — [fxy(a' b)]z

d=(0)0)—(7)?=0-49=-49<0
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Como d < 0 , entonces se trata de un PUNTO SILLA en (0, 0, 0)

1 1 7
Para P, (ﬁ'ﬁ’ﬁ) :
14xy(2 + (1 — 2x? 1 1
fxx(x;y) == xy( exzfyz . ) - fxx (ﬁ:ﬁ) =-14

14xy(2 + (1 — 2y?) 1 1

fyy (X, y) = — ( e ) N fyy <ﬁﬁ> =—14
7(1 — 2x2)(1 — 2y?) 1 1

fxy(x;y) = ox2ty? - fxy <ﬁ’ﬁ) =0

d = fee (@, b)fyy(a,b) = [fey (@, B)]’

d = (—14)(—=14) — (0)2 = 196 > 0

Como d>0 y fxx(

P (5 75%0)

1 1 Y
\/—7,\/—7)<0 , entonces se trata de un MAXIMO en

Par'aP3( ! ! 7):

7TV
fex(x,y) = — 14xy(2€;l-2£iz— ) > fu (—% —%) =—14
oo =L g ()
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d = fux(a, b)fyy(al b) - [fxy(a' b)]z

d = (—=14)(—=14) — (0)2 = 196 > 0

Como d>0 y fiy (—\/—15—\/—15) <0 , entonces se trata de un MAXIMO en
P (_L _ 1 l)
3 V2' V2’ 2e
1 1 7
Para P, (\/_7’ % _Z) :
14xy(2 + (1 — 2x?) 1 1
fxx(x'Y) = o X2 +y? - frx (ﬁ;_ﬁ) =14
14xy(2 + (1 —2y?)) 1 1
fry(6,y) = — oxZty? - By (\/—7,—\/—7> =14
7(1 = 2x2)(1 - 2y?) 1 1
f;cy(x,}I) = o X2+y? - fxy (ﬁ‘ _ﬁ) =0

d= fxx(a’ b)fyy(a' b) — [fxy(a' b)]z

d = (14)(14) — (0)> =196 > 0

Como d>0 y f;cx(\/%t_\/%)>0 , entonces se trata de un MINIMO en
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14xy(2 + (1 — 2x?%) 1 1
fux(x,y) = — o X2 +y? - fx <__2'_2> =14
14xy(2 + (1 - 2y?)) 1 1
fyy(x;Y) = - ox2+y?2 - fyy (__2,_2) =14
7(1 —2x3)(1 - 2y?) 1 1
fxy(xJJ’) = eX2+y? - fxy <__2;_2> =0

d = fux(@b)f,y (@, b) — [fey(a, )]’
d = (14)(14) — (0)2=196 > 0

1

Como d>0 y fxx(—\/—li,ﬁ)>0 , entonces se trata de un MINIMO en

P5(_%’%’_%) 11 7 1 1 7
z P(en) Y (-5

T Maximos

Minimos
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4. Integracion multiple

4.1 Integrales iteradas.
%tegracién multiple
Integrales Dobles y Triples

Para calcular una integral doble o triple se ira integrando de dentro hacia afuera
como se indica a continuacion:

f | Fe )y - | b ( [ df(x,ymy) dx
fabj;df:f(x,y,z)dydxdz = Lb<fcd<£ff(x,y,z)dy> dx> dz

Se puede intercambiar el orden de integracion intercambiando los limites al mismo
tiempo:

fa b f e y)dydx = f ’ f fy)dxdy

Hay que recordar que la letra que tomaremos como variable es la que indica el
diferencial de integracion, las demas se considera constante.
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Ejemplo 1

Calcular:

1 2
f f (9x*y3 + 5xy? + 2x3 — 8y?) dy dx
0 J-1

Solucion:

Se calcula primero la integral mas interna:

2 9xtyt  Syyl
f (9%*y® + 5xy? + 2x3 — 8y?) dy = 4y + 3y + 2x3y —
-1

8y 2

3 -1

4 9x4 4
f9x4y3dy=9x4fy3dy=9x4<yx>+C= 4y +C

khy 0

Como se integr6 respecto a “y”, esta variable es la que se evalua:

9x4(2)*  5x(2)3 8(2)3
- 2x3(2) —
( ;T3 t@-—
9x*(—1)* 5x(-1)3 5 8(—1)3
—( 2 + 3 + 2x°(—1) — 3
e M0X o 64 9, 5x . 8
e e SR A T
135

=Tx4+6x3 + 15x — 24
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Una vez calculada la integral se vuelve a integrar, pero ahora respecto a “x”:

1 2 1 135
f lj (9x4y34-5xy24—2x3——8y2)dyldx::.f [jl—x44—6x34—15x——24]dx
o /-1 0

SB35 6 () v 15 (X)) - 24 D=2 s St 1 202 - a1
72\ 4 2 o= T2*¥ T ¥ *lo

27 3 ., 15 27 3 ., 15

= T+z+7—24

4 4+ 4 4 4

27 3 15 27 6 30 96 33
B3 oa)-0-Fag -

Comprobando en WolframAlpha:

https://www.wolframalpha.com/examples/mathematics/calculus-and-
analysis/integrals/

3% WolframAlpha

int 9x*4y*3+5xy*2+2x"3-8y*2 dy dx , x=0..1, y=-1..2 B

ffs Extended Keyboard * Upload i3 Examples 3¢ Random

Definite integral:
12 33

j J (0x*y* +5xy* +2x° -8 y?)dydx = - =83
0 Ja !

&, Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE
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https://www.wolframalpha.com/examples/mathematics/calculus-and-analysis/integrals/
https://www.wolframalpha.com/examples/mathematics/calculus-and-analysis/integrals/

Ejemplo 2

Calcular:

9 % [y2=9x2
f f J zdzdxdy
0 0

0

Solucién:

Calculamos primero la integral més interna:

/yz — 9x2
0

dx dy

[ o= [T

~ 9 % ( /yz —9x2)2 9 % y2 — 92
= X _0|dxdy= ———|dxdy
0 Jo 2 0 -0 2

91[ (3 °1
=LE[L (y2—9x2)dx]dy=J0El(xy2—3x3)

y
3] dy
0

- [H©)7-5¢))-@r-s09)e

1y y° 1 7[2y° AV
—zfo [T?ldy—zfo lT dy-z@foydy
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1yt |9_1 94 0*\] 6561 729
94 |lo 9|\ 4 4]l 36 4

Comprobando en WolframAlpha:

¥ WolframAlpha zoe

int zdz dx dy, x=0..y/3, y=0..9, z=0..sqrt(y*2-9x"2) =]

Jfa Extended Keyboard * Upload i Examples >3 Random

Definite integral:

9 5 eV Feer 729
ff f zdzdxdy = —— = 18225
o Jo Jo 4

&, Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Ejemplo 3

Calcular:
7 cos 0
ff 31r2senOdrdo
o Jo

Solucioén:
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Z cos 6 Z
f lé 3r23en9drld9=f
0 0

cos 6

n
r? drl de = f: [r3sen ] |co(s) 9] do

3sen 6 f
0

T T 4 s
z z cos* 0 |—
= | [cos®Osen® —0]d0 =— | cos®6(—)senBdf = — 4
0 0 4 1y

_ cos*(45°) cos*0 1 1 3

4 4 16 4 16

cos* (7) (_ cos® 0)

4

Comprobando en WolframAlpha:

3% WolframAlpha

int 3r*2sin(t) dr dt, r=0..cos(t), t=0..Pi/4 =]

Jfs Extended Keyboard * Upload i1 Examples >4 Random

Definite integral:
T cosi) 3

j“f 31%sin(t) drdt = — = 0.1875
o Jo 16

&, Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Ejemplo 4

Calcular:

f fxye‘(xz”yz)dxdy
0o Jo
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Solucién:

.[ fxye_(xzwz)dxdyzj Lf —er’(x2+y2)dxdy=j Y e-y?) [Py
o Jo o —2Jo 0 2 0

f [__ —((oo)2+y2)) (__ -((0)2+y2) ]dy f [0+ y e~y )] dy

3/

Y o-y? f 1
= dy = -2 y dy = — — y
fo 2¢7 YT ye w @y=7yge 0
1 _ . ( 1 _02) 1
- 4¢ 2 )T
n
lim=>=0
Comprobando en WolframAlpha:
' int xy e*-(x*2+y*2) dx dy , x=0_infinity, y=0..infinity =]
ffs Extended Keyboard * Upload 13t Examples >3 Random

Definite integral:

o) ey _l_ s
fjx_}lt’ axe 2 0.2

X, Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE
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Ejemplo 5

Calcular:

3 fo0 xZ
——dydx
-];)fo 1+ y?

Solucion:

3 poo x2 3 00 1 3 o
d dx=j xzj d dx=J x? arctan(y) | ~ dx
J;) J;) 1+y? Y 0 o 1+y? Y 0 ¥lo

du 1 u c
fm—aarctan (E)‘F

3
= f x%(arctan(o) — arctan(0)) dx
0

Observaremos el comportamiento de arctan(y) dando valores muy grandes al
argumento (y):

arctan(1000) = 89.94°
arctan(10000) = 89.994°

arctan(100000) = 89.9994°
T
arctan(o) = 90° = 5

Analizando el comportamiento de arctan(y) con la gréfica realizada en winplot:
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J_J nonamel

File Equa View Btns One Two Anim Misc
¥ = arctan(x) ¥
3__
= Pi/2
2__
vy = -Pi/2 1
x
) I N Y[ S [ S N S [ N S Sy |
L L L L L L L L L L L L I L L L L L L L L
=1-1-1-1-1-1-1= -1 i3 12 34 5 6 7 8 91011121311 21€1718162
1 =+
24

En la grafica se puede ver que al aumentar el valor de x la funcion arctan(x) se
aproxima al valo de 90° = g esto es:

Comprobando en WolframAlpha:

lim arctan(x) = 90° =

X—00

=337

ot
2

& WolframAlpha

(N

1+_)v'

9
d'_)-'dx = ? = 14.1372

integrate x*2/(1+y*2)) dy dx, x=0..3, y=-0..infinity (=]
ffs Extended Keyboard * Upload 11 BExamples >3 Random
An attempt was made to fix mismatched parentheses, brackets, or braces.
Definite integral: More digits
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Ejemplo 6

Calcular:

4 re? l

XZ
jf f In(z)dydzdx
171 Jo

Solucién:

4 re? xiz 4 re?
f j f In(Z) dy dzdx = f J yIn(z)
171 Jo 11

4q e21 4q e? ] 1
@zdx=f —f n(z)dzdx=J —J (n@)” ) iy
1 X Jq 1 X Jq z

1
xzdz dx
0

In(z
Xz

Z

e

un+1
fu"du = +C
n+1

*1 [ (n(2)* |e2 *1 ((n(e?)* (In(1))?
:fl?< 2 >|e1dx:f17< 2 2 >dx

L1 @me) 2, t1{ ()
_L7< 2 2>dx_fl7< 2 )dx

=2 f4%dx = 21In(x) |‘1L =2In(4) —2In(1) = 21n(4) = 21n(2%) = 2(2) In(2)

=41n(2)
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Comprobando resultado:

In(16) = In(2*) = 41n(2)

In(16) = In(4?) = 21n(4)

& WolframAlpha e

[ int log(e,z) dy dz dx, x=1..4, z=1..e*2, y=0..1/(xz) [ x] EL

compute input

Ifs Extended Keyboard * Upload i1 Examples AT

Definite integral:

More digits
4 el L
f f f“loge(z)dy dzdx = log(16) = 2.77259
1.1 0
logy(x) is the base- b logarithm
log(x) is the natural logarithm

& Download Page

Ejemplo 7

Calcular:

Solucién:

POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Ty 1
2 (2 [y
J j j sen (y)dzdxdy
0o Jo Jo

Ty 1 Ty 1
Z (2 (y 9 2 (2 —
fffsen )dzdxdy=f f z sen (y) |y dx dy
0o Jo Yo 0o Jo 0
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_ f%f%[(i) sen®) —o] T f%f%seny(y)dxd
0 0 0 0

B fz X sen (y) f sen (}’) _olay
0
z s T
1 (2 cos _ cos cos(0 0 1 1
0 0
Comprobando resultado:
’ int sin(y) dz dx dy, x=0..y/2, y=0..Pi/2, z=0..1/y =] \
Jfa Extended Keyboard * Upload i EBxamples >3 Random
Definite integral:
j ] j”sm(y)dzdxdy N
2
&, Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Ejemplo 8

Calcular:

f f f y dzdydx
2x2+y2

Solucion:

V2 V2-x2 4—y? V2 V2-x2 2
f f f dedydxzf f -y ,dydx
o Yo 2 o Jo y

x2+y2
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V2 V2—x2
= f f [y(4 —y?) —y(2x* + y*)] dy dx
0 0

2—X
=f f [4y — y? — 2x*y — y3] dy dx
0 0

N
[4y — 2y3 — 2x2y] dydx—f [Zy __y _xzyz] ‘/?dx

I

:Lﬁlz( Z_xz)zé(m) _xz(m)z—o: dx

= j;ﬁ[Z(Z — x?) —%(2 —x%)? —x*(2 - xz)] dx

V2 1
= f [4—23(2 — 24+ 2x?% — Ex‘* —2x% 4+ x4] dx
0

1 2
f [2+ X —2x]dx—2x+ﬁx —§x

3|2
0

=22+ (V) 2 (VD) ~0=V2[2+ 5 (v2)' ~ 2 (v2)']

_\/'[2+ (4)——(2)] (E)=i—§\/§

Comprobando resultado:

& WolframAlpha

inty dz dy dx, x=0..sqrt(2), y=0_sqrt(2-x"2), z=2x"2+y*2..4-y*2 o8B ‘
ffs Extended Keyboard % Uplead i1 Examples s gomRuteine
Definite integral: More digits
VI 2 16v2
j j j ydzdydx—— = 1.50849
2.2 15
& Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE
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4.2 Integral doble en coordenadas rectangulares y calculo de areas
planas.

Areas

Para el célculo de areas se tienen dos opciones:

CASO I: Cuando los rectangulos se construyen de forma vertical.

Laregion esta delimitada por:
QS x<b

g1(x) Sy < g,(%)

<

R
/ 91
: » X
—
a Ax b
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CASO II: Cuando los rectangulos se construyen de forma horizontal.

La regién esta delimitada por:
c<y=<d

hi(y) = x < ha(y)

NOTA: Para decidir que nos conviene mas, si rectdngulos verticales o bien
horizontales debemos procurar que todas las bases superiores (o derecha) de los
rectangulos descansen sobre una sola funcién, lo mismo con la base inferior (o
izquierda) de los rectangulos.
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EJEMPLO 1

Calculgl area de la region limitada por las gréficas de las siguientes funciones:

f=x+4 y gkx)=x*-2

Solucion:

Para este caso conviene realizar los rectangulos verticales y al calcular los limites

de integracion se igualan las funciones:

@2—2=x+4

X’ =2—-x—-4=0
X’ —x—-6=0
x—3)x+2)=0

x=3 y x=-2

] 3 cxte @ 3 ix44
Area=j f dydx=f y| 2 dx
—2Jx2-2 P

3 3
f ((x+4)—(x2—2))dx=f (x+4—x*4+2)dx

3 , x3  x2 3
= (- )dr=——+—+6
f_z(x+x+)x 3+2-+-x_2
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(3)*  (3)? (=2)°  (=2)?
= (_T + T + 6(3)) - <— 3 + > + 6(—2))

94418 2+12=19 4= 120y
=94t 18-3- - 6 6

EJEMPLO 2

CalcuI@I area de la region limitada por las gréficas de las siguientes funciones:
f@)=2-x,g(x)=Vx y h(x)=0

Solucién:

f=2-x,gx)=Vx y h(x)=0
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Considerando los rectangulos horizontales:

Do oy

2:2_
y y N

Y24+y—2=0 dy

Yy=2—-x - x=2-Yy

+2)y—-1)=0

Considerando los rectangulos verticales:

Interseccién entre las curvas:

Vx=2-x
(VE=2-x) 5

x=4—4x + x2 A1|

. A
0=4—4x+x*>—x >

x2—-5x+4=0 . dx
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x—4Hx—-1)=0
x=1y x=4
Interseccion entre la recta y el eje x:

2—x=0 -»> x=2

2
‘/de+f y|2_xdx
0T 7o

1 ~x 2 p2-X 1
f f dydx + f f dydx = f y
0 Jo 1 Jo 0

L

Y Y

q1 A,

L 2 2 31 x\ 12 2 1 7
_— = — E —_—— = —_ —_ —_ _——= — 2
f()\/xdx+f1(2 x) dx 3* |O+<2x 2) 1 3+4 2 2+2 6u

EJEMPLO 3

Calcula el area indicada en la siguiente grafica:
;l_‘J Winplot

Window Help
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Solucion:

A continuacion, se calculan los puntos de interseccidon entre ambas curvas:

—3senx = —2cosx
—3sen x

cosx

) -2

anx = —

-3

. 2

anx = —

3

2
X = arctan (§) = 33.69° = 0.588
El semiperiodo de las funciones es ; =7

T
0.588 + 5= 0.588+m =3.73

Por lo tanto, el &rea indicada en la gréfica dada es:
0.588<x<3.73

Comprobacién realizada en winplot:
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Es necesario encontrar la coordenada en y, esto con el objetivo de graficar los

puntos correspondientes.

£(0.588) = —3sen(0.588) = —1.66

J_‘J Winplot

Window Help

£# noname

File Equa View

y =3=in(x)
v -2cos (x)
(%, ¥)
(%, ¥)

(0.5338,-1.686)
(3.73,1.67)

f(3.73) = —3sen(3.73) = 1.67

Btns One Two Anim Misc

¥

Una vez que se tienen los limites de la regién indicada se procede a plantear la

integral, se utiliza Caso I:

x, =3.73

y = —2cos(x)

356
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3.73 —2cos(x) 3.73

—2cos(x)
—3sen(x)

dydx = f

0.588 Y —3sen(x) 0.588

3.73
_ f (—2cos(x) — (—3 sen(x))dx
0

.588

3.73
=f (—2cos(X) — (—3 sen(x))dx
0.588

3.73

= —2sen(x) — 3 cos(x) |0 c88

= (—2sen(3.73) — 3 cos(3.73)) — (—2sen(0.588) — 3cos (0.588))

= (3.61) — (—3.61) = 7.21u?

Comprobacion de la integral con WolframAlpha:

https://es.wolframalpha.com/calculators/integral-calculator

P WolframAlpha o,

IB.?S J_ZCOS(X) N v d
ydx oa
0.588 -~ -3sin(x)

Integral definida [ [« Solucién paso a paso ]

~3,73 (-2c0s(X)
j j ldydx = 7,2111
0,588 J -

3 sen(x) 357
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https://es.wolframalpha.com/calculators/integral-calculator

EJEMPLO 4

Calculgl area de la region limitada por las graficas de las siguientes funciones:

fO)=-3y+6, giy) =4y—y* y h(y) =0

Solucién:

-14-13-12-11-10 -9 -8 -7 -6_-

Dada la forma de la regidn marcada es necesario dividir en 2 areas y encontrar la
interseccion de las curvas asi como la interseccion de cada curva con el eje y:

5 Ay
h(y) =0 ; i 9y =4y —y?
\3‘ 5!&.._

F) = 3y +6 T T

-l 1 2 3 4 5 358




Cortes entre fy g:
y

-3y +6 =4y — y?
—3y+6—4y+y*=0
y2=7y+6=0
y-6-1=0
y=6 yy=1

L 1 2 3 45 6 7

-14-13-12-11-10-9 -8 -7 -6 -

Cortes de la parabola en eje y:
4y —y* =0
y(4-y)=0

y=0 yy=4

Cortes de larecta en eje y:

—3y4+6=0
y=2

Una vez que se tienen las intersecciones y empleando caso I, se tiene:

2 pay-y? 4 4y-y? 2 ) 4 )
j J dxdy+J J dxdy=J x|4y Y dy+J x|4y y dy
1 J-3y+6 2 Jo 1 =3y +6 2 0

J L Y J

L
Y

Aq A,

2 4
=.f ((4y-y2)—-C—Sy-+6))dy-+.f ((4y —y*) — (0))dy

2 4
=‘f (—y24-7y-6)dy-Fj‘(4y-y2)dy
1 2

359



3 72 42 3
(LT g ) ()
3 2 1 2 3 /12

@ 7 W, 70)?
{“?+2‘W0{“?+2‘m0

49 (4)? 422 (2)?
+<2 _3)_<2 _3)

_( 8+28 12) (1+7 6)+(64 64) (16 8)
“\ 3 2 3 2 2 3 2 3

2 17 32 16 15

= —— —_————=—Uu

3 6 3 3 2

Comprobando el resultado de la integral con WolframAlpha:

R WolframAlpha s,

2 rdy-y? 4 dy-y?
J- Jyy 1dxdy+J' J-yy Tdxdy (=] =]
19 3y+6 270

PO . v - T
)

Eoodm [es] (38)

Entrada

2 pay-y 4 ray-yt
jj 1dxdy+Jj ldxdy
1 Je-3y 2 Jo

Resultado

15
— =75
2

Resultado del célculo

2 ay-y 4 ray-y? 15
jj ldxdy-o-jj ldxdy = —
1 J6-3y 2 Jo 2
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EJEMPLO 5

Representgila region representada en la siguiente integral y plantear otra integral
cambiando €l orden de integracion y comprobar que el resultado de ambas

integrales es el mismo:
3 r4—x?
f f dydx
-37-5

Solucion:
f4] Winplot
4| noname1 - o X .,
Fie G View B One Tuo Anim Vi Interseccion entre las
v= s ) funciones:
—5=4—x?
L x2—-5—-4=0
+ + |
x2—-9=0

Cambiando el orden de integracion:

File Equa View Btns One Two Anim Misc

¥ = 4-x"2
v =5
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Verificacion de resultados en ambas integrales:

[ et [ == [ (0o o

3 3 3 _2)3
=f (9—x2)dx=9x—x—|_33=<9(3)—Q>—<9(—3)—( 3)>
-3

3 3 3

=(27-9) — (=27 +9) = 36u?

N ay= [ (T - (T

iy
f:f_\/;dxdyzj:x _m

=f 2/5—y dy=2j 4 y)2 dy=—2j (4 — y)2 (9)dy
-5 -5 -5

4 3 4 3 4 3
=—3(4-yp |_45 = (—5(4 - (4))2) - (—5(4 - (—5))2>

4
=(0) — (—%(9)%) = §(27) = 36u?
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4.3 Calculo de areas de superficies curvas.

Areas de superficies curvas

/il
(g <
g,
U

4]
7

Definicion dgrea de una superficie:

Si f y sus primeras derivadas parciales son continuas en la region cerrada R en el
plano xy, entonces el area de la superficie S dada por z = f(x,y) sobre R esta dada
por:
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Arecge la superficie = H ds = JJ \/1 + (fx(x,y))z + (fy(x, y))z dA

R

Ver anexo A para las graficas en CalcPlot3D

Qjemplo 1
Calcular el area de la superficie sobre la region R:
f(x,y) =15 —-2x+ 3y

R: Cuadrado cuyos vértices son (0,0),(3,0),(0,3)y (3,3)

Solucién:

34

fxxy)=-2 y f,(xy) =3

Area de la superficie = ﬂ ds = ﬂ Jl + (fo(x, y))2 + (fy(x, y))2 dA
R R

3 -3
Superficie = f f \/1 + (—2)? + (3)?dx dy
0 Jo

3 3 3 3
Superficie:f f\/ﬁdxdy=f \/ﬁx|gdy=f 3vV14 dy
o Jo 0 0
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=3VTdy |g = 9V14 u?

Ejemplo 2
Calculagl area de la superficie sobre la region R:
f(x,y) =12 + 2x — 3y
R:x* +y*<9

Solucién:

11111

Qrea de Superficie

Region R en el plano xy

N it
"'w;-‘

) )
N' *,

'''''

it N b
mhaw&

'
'N "o’o 'M&,,
i
il w

i
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Region R:

- ff \/1 + (o) + (fy(x,y))2 dA
R

fx(x»)’)zz Yy fy(x’}’):_

Superficie = f J1+(2)2+(-3)2dA
R

21 3
Superficie = j j J1+4(2)2 + (=3)2rdrde
0 0

2w 3 21'[\/_1,.
=f f\/ﬁrdrdezf |
0 0 0 0

2T 9./14 914
=j Td 9|27T—9\/ 4 T u?
0
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Ejemplo 3
Calcula@l area de la superficie sobre la region R:
f(x,y) =13 + x* — y?

R:{(x,y) : x* + y* < 4}

Solucion:

Qegién R en el plano xy Area de superficie curva deseada

3_-

qx(x,y)=2x y Ay =-2y

ff \/1 + (R ) + (£ (xy) da

367



Superficie = ff \/1 + (2x)? 4+ (—2y)?dA

Superficie = ﬂ\/l +4x2 +4y? dA = f J1+4(x2+y?)dA
R R

Cambiando a polares:

2w 2
Superficie = j j V1+4r?2rdrdf
o Jo

1 2\1/2 1 2Y3/2 2\ |2
_fo §fo(1+4r) (8)rdrd9_fo S+ 4r?) (§)|Od9
271'1 / 2 21 1 / 1 y
— —(1 4232 =] —(1 42232__ 1 4 232]
| e fias = [ G a@n - s a0 do

fzn [—(17)3/2 — —(1)] ae = —(17)3/2 -— fznde

_ %(17)3/2 _ %] |2” [(17)3/2 — 1] u?
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Ag Integrales dobles en coordenadas polares.

Integrales dobles en coordenadas polares

92 r2
.U dA =f j rdrd@
R 01 Jrq
Qjemplo 1

Calcular el area de la region sombreada:

r = 6cos (t)

Solucioén:
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T

0, 1y % 6cos0 5 T‘Z 6c0s6
A=ﬁdA=f f rdrde=f f rdrdezj —| do
R 01 1 —% 0 —% 2 O

~ f% 36cos?0 o f% <1+ LI )de
> = o > 2cos( )

NI

- %de aE 0)(2)d6 = %de ? (7 9)2d0
—9.’__2 +§f_gcos(2 )(2) —9f_£ +§fncos(2 )2
2 2 2

= 96 + 2 sen(20 E—(9”+9 ) (9”+9 )
= 2sen( )_E_ > 2sen(ﬂ) > 2Sen( )
2
A_9rt+9n_9 9
=5t =9mu

Ejemplo 2

Qalcular el area de la region sombreada:

r=1+cos(t)
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Solucién:

0, T2 2w ,1+cos6 31
f rdrdf = f f rdrdd = —u?
0 0 2

-

1 "I

Ejemplo 3

CaIcuIaQI area de la region sombreada:

r = 2sen (3t)

Solucién:

91:

2sen(36,) =0

sen(36,) =0 ~ 36, =arcsen0

30, =0 +~ 6,=0
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2sen(360,) =0

sen(36,) =0 .~ 30, =arcsen0

w
302 =T o 02 = §

0, 12 n/3 r2sen(36)
j rdrd0 = 3[ f rdrd6 = m u?
o Jo

1 T

-

Ejemplo 4

Calculagl area de la region sombreada:

Solucién:
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Ejemplo 5

Qalcular el area de la regién sombreada:

, [
©: 5.0 f .
B

K}

TR A : r =2+ sen (1)

Solucién:

0, T2 2m 2+senf o
j rdrd0 = f f rdrdd = — u?
o Jo 2

1 T

-

Ejemplo 6

Calcula@l area de la regién sombreada:

r = 3cos (2t)
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Solucién:

91:
3cos(26,) =0
cos(26,) =0 20, = arccos 0
26, = 6, =
1= 1= 4
02:

2. = 3 9. = 3

172 17 g

3m
Podemos usar el limite superior como T y multiplicamos la integral por 4,0 bien,

obtenemos el area de medio pétalo y lo multiplicamos por 8.

0y 19 3m/4 3cos(20) /2 3cos(26) o9
A= f rdrdf =4 j f rdrdf = 8 J f rdrdf = — u?®
(7] /4 0 /4 Y0 2

Ejemplo 7

Evaluar la integral iterada pasando a polar:

a ~va%-x2
a) f f xdydx =
0o Jo
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Solucién:

y1=0 y y;=+va -x2 . y2+x*=a?

va 3

2—x2 n/2 ra a
xdydx = f f rcosf (rdrdf) = —
o Yo 3

L)

b) .fol f_t?_;(xz + y%) dydx

Solucioén:
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Circulo de radio r=1/2 ycentro en (1/2,0)

r =1cos 0

Coincide con la gréfica de:

T = acos (t)
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1 ,Vx—x2 g cos 0
f f (x% + y?) dydx = f f r? (rdrd@) = 0.2945
0 J-Vx—xZ -570

2 \8-y%
<) f Vx2 + y2dxdy =
y

0

y1=0 y y,=2

X1=y x;=rsenf y x,=+/8-y2 & y*+x,2=8

x=rsen@ y y=rcos0O

Circulo de radior =+/8 ycentro en (0,0)

y=x
0 = 45° =
y=2
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2 -\/8-y2 % V8
f f Vx? +y?dxdy = f f r (rdrdf) = 5.9238
0 Jy 0o Yo

4 ~J4y-y?
d) f f x* dxdy =
0 Jo

xt = —(y* - 4y)
xt=—[(y-2)*-2%
x*=4—(y—2)>*

x>+ (y—-2)?=4

Circulo deradior =2 y centro en (0,2)

r=4sen@
y
_-I__
3T . -
Coincide con la grafica de:
2T r = asen (1)

378



4 Jay—y2 % 4sen O
f f x? dxdy =f f (rcos 6)? r drdf = 6.28319
0 Jo o Jo

Va—x?
e) fozfo ' sen (\/xz +y2) dydx =

2 \/4-x2 5 (2
J J sen (\/xz + yz) dydx = f J (sen(r)) (rdrd@) = 2.73569
0 Jo 0o o
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4.5 Qélculo de volumenes mediante integrales dobles.
Volumenes con integral doble:

Para el calculo de volimenes solo basta con analizaﬂa region sobre el plano xy, ya
que esto nos ayudara a decidir los limites de integracion:

U dx dV = zdA

v= [ rxyiaa = || rooyayax = || rxyaxdy
R R R
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EJEMPLO 1

Calcultgl volumen del solido que se muestra en la siguiente figura:

Solucion:

dx
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dA=dydx o dA=dxdy

dv = f(x,y) dA

V=HdV=Hf(x,y)dA
R R

Solucién:

Vemos qu«gi region R engel plano xy es un triangulo, esto nos ayudara a decidir los
limites de integracion ya*ue el volumen de un “prisma” es area de la base (un

triangulo para este caso) por altura (h=f(x,y)).

1

1 ,x 1 1
Area = j j e‘xzdy dx = j ye‘x2 |xdx = f (xe‘x2 —0)dx = f xe ™ dx
0 Jo 0 0 0

0

1 1 1
= e (1) = —se 42 =2(1- e’ = 0.31606u°
EJEMPLO 2
Calcular el volumen de:
zZ
xX+y+z=2
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Solucién:

=2—-x

y
ya qugn elplanoxy la z=0

z=2—x—-y

x+y+z=2

3%

2 r2—x
= f (2 —x—y)dydx
0o Jo

v = [[ reeyaa
R

Comprobando resultado:

o
~
~
=
\—/
~
Q
7]
S
_
S
QL
~
Na)
N/

Volumerge una piramide
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EJEMPLO 3

Calcular el volumen de:

Solucion:

V= ff flx,y)dA = fozfz(él — y?)dydx = 4u3
: x

43

<
I
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O bien,

1

y=2

y

: x—y
=/ y)dA = f: foy(4 — y2dxdy = 4u?

EJEMPLO 4

Calcular

el volumen de:

0<sy<ow

Solucién:

V=.Uf(x,y)dA=J0wjoooe_x2ﬂdydx
R
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@ _X+Y 100
=f —2e 2 |de=f
0 0

°°<0 - (—Ze_§)> dx = j:o (Ze_g) dx = —4e_§ O(;’

= (0 — (—4)) = 4u®

EJEMPLO 5

Calculgl volumen de la regidn limitada por el paraboloide dado y el plano “xy”:

z =49 —x? —y?
Solucion:

Laggéafica corresponde a un paraboloide circular. Por lo tanto, la region R viene dada
pof*tin circulo con centro en el origen de radio 4.

z=49 — (x* +y?)

En rectangulares:

@2+y2=49

386



7 49—x2 Q 7 49—x2
Volumen = f j (49 —=%% — yH)dy dx = 4j j (49 — x? — y*)dy dx
—7J-Va9—x2 0 Jo

V49—x2

-/ (I

7 3
(49 — x? — y¥)dy ) dx = 4f <(49y —x%y — y?) |V 490_ x2> dx
0

=4f7<49 49 — x2 — x2,/49 — (49_x) 0>dx

=4L7<49m x249 —x2 — (m) )

Se resuelve la segunda y tercera integral por sustitucidon trigopnométrica:

Primer integral:
7 7
= 4] 49/49 — x?2 dx = 196J V49 — x? dx
0 0
J.m.faz —wrdu=2\Ja’ —u* + L arcsent+c

=196 (; 49 — x? +%arcsen( )) |0
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(7) 49
=196 = 49 — (7)? + - arcsen

(;)) - <(21) 49 — (0)2 + 42—9arcsen (g))]

49 49 /T
=196 l(o + 7arcsen(n) - ol =196 <7 (§)> = 24017

Segunda integral:

7 7
=4f —x? 49—x2dx=—4f x%+/49 — x2 dx
0 0

=—4 j2(7sen z)?(7cos z)(7cos z dz)
0

U =casenz u a
Ja& —u* =acosz

x = 7senz 49 — x2 = 7cosz

dx = 7coszdz

Cambio de
inferior:

x=0

limite

Sustituimos el valor de

X:

x = 7senz
0 = 7senz
0

7= senz

z = arcsen(0)

z=0

Cambio de limite
superior:

x=7

Sustituimos el valor de
X:

x = 7senz
7 = 7senz
7 —

7= senz

z = arcsenz(1)
Z =

2
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z 71 1 11
= —4(7%) j sen?z cos?zdz = —4(7%) f (— — =cos (22)) (— + =cos (22)) dz
. , 272 272

2/1 1 21 21
= —9604f (— — —cos? (22)) dz = —9604[ —dz + 9604f —cos? (2z)dz
AV . 4 . 4

s T
9604 [z, 9604 7(1 1 )
z . 272

dz + —+—=cos (4z) ) dz
0 4

s Vs s

2 21 21
= —2401] dz + 2401f —dz + 2401f —cos (4z)dz
0 0 2 0 2

= 2401J d +2401 d +2401 % 47)(4)d

z 5 209) Ocos(z)()z
2401 +2401 A E_ 2401 +2401 5 0= 2401
= 5 Z 3 sen(4z) g— 2" 2 sen(2m) = 7 7

Tercera integral:

3 Vs
7 V49 — 2 4 7 3 4 12
=4j —(—x)dx=‘§j (\/49—x2) dx=—§f2(7cosz)3(7coszdz)
0 0 0

3

Jd =i Cambio de limite Cambio de limite
U= asenz ‘ i inferior: superior:
Ja 1P =acos: =0 I
Sustituimos el valor de Sustituimos el valor de x:
ut=x* a’= X
x = 7senz
u=x a=7 x = 7senz
7 = 7senz
x = 7senz \J49 — x2 = 7cosz 0 = 7senz ;
; = senz
= 0
dx = 7coszdz 5 — cenz

7 = arcsenz(1)

z = arcsenz(0) B
Z=3
z=0
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4(74)

|

2
cos*zdz = —4(74)f (cos?z)?dz = —4(74)f + 5 cos (22))

9604J‘ (1 N 2 27) + 1 ) )d
3 ) 3 4cos( Z) cos (2z) |dz
9604 7 9604 (z 5 d 9604 [z 5 d
= 2 ), z G 0cos(z)z 17 0cos(z)z
Y
9604 9604 (2 2\d 2401 (2, 2\d
2 ), VA c 0cos(z)z 3 0cos(z)z
Y T
9604 d 9604 (2 9d 2401 7(1 N 1 A )d
EvE i z G 0cos(z)z 3 ), 2 2cos(z) z
Y TL'
2401 p 9604 (2 9Nd 2401 d 2401 AN
3 ), z G 0cos(z)z 6 J, z 6@ |, cos(z)()z
TL' Vs
2401 d 4802 (2 22 2)d 2401 (2 (42)(4)d
- Z— = cos z z———| cos (4z z
2 Jo 3(2) Jo 6(4) Jo
Vs
2401 (2 2401 2401 (2
—— | dz——— cos (22)(2)dz — ——— | cos (4z)(4)dz
2 Jy 3 )y 24 ),
2401 2401 401 r
> Z 3 sen(2z) 2 sen(4z) (2)
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_ < 24201 (g) B 24—301 cen <2 (%)) B 2‘21-21 sen(4 (g)))

_ (_ 2401 (0) — 2401 sen(2(0)) — i5871(4(())))
2 3 32

Ahora ya se puede obtener el volumen deseado:

2401 2401
Volumen = (2401m) + (—Tn> + (—Tn>

2401

Volumen = Tnu3
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4.6 Integral triple en coordenadas rectangulares. Volumenes.
Volumenes con integral triple:

Para el calculo de volimenes solo basta con analizar la region sobre el plano xy, ya
que esto ayudara a decidir los limites de integracion:

QV = dxdydz
Region solida Q
) dV = dxdzdy
f
dv = dydxdz ﬁ dz
LS L dV = dydzdx p dx
88 Y
dV = dzdxdy
dV = dzdydx

Vz_ng

EJEMPLO 1

Calcular el volumen de:
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Solucién:

4=¥* 4yd
o P

r=ffo=[ ] [ dayae= [

2 2
= f f (4 — y»)dydx = 4u®
0 Yx

Como al evaluar se llega a la integral doble, no conviene plantear integral triple para
el calculo de volimenes en la mayoria de los casos.

QJEMPLO 2

Plantear una integral triple para el calculo del volumen comprendido entre z = 4 —
x*—y* y z= —6:
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Solucién:

z

Para encontrar la region R igualamos las funciones:
4—x%—y>=-6

4+6=x%+y?

x2+y2 =10
Region R en xy:
ST y=+10 —x2
4 4+
_:"—.__.
2 4
y = —\/1_0 1 T y = V10
u I2 _I!] 2
4 y=— 10 — X2
5
-6
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Region R de interseccién entre el plano y
el paraboloide.

=

Donde terminan los
cubos

VIO V10-x%2 [4—x%—y?
V=jﬂdV=j J dzdydx
2 —V10/-y/10-x2 /-6

Donde inician los
cubos

Otra forma es calculando la cuarta parte y multiplicandola por 4:

5T y =410 — x2

/ _ _(+2 2
= 4f:ﬁf0 10-x2 f_46 @ty )dzdydx
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En caso de querer calcular la integral es mejor hacelgl cambio a coordenadas
POLARES e integracion doble como se vera en la siguiente seccion (Coordenadas
cilindricas y esféricas).
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49 Integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas.

Coordenadas cilindricas

z
‘r Coordenadas rectangulares:
(x,y,2)
(1,6,2) x = rcosé
oF y = rsenf
1 s .
! Coordenadas cilindricas:
1
@ : x2+y%=r?
' y
/ ‘\\:\\LY tanf ==
Sy B X
’ zZ=2Z

Qn un sistema de coordenadas cilindricas, un punto P en el espacio se representa
por medio de una terna ordenada (r, 9, z).

1. (r,0)%s una representacion polar de la proyeccion de P en el plano xy.
2. z es la distancia dirigida de (r,0) a P.

Coordenadas esféricas

AN (x,y,2)
~. (p,0,9)
S~ P

r = pseng = /x2 + y?
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Qn un sistema de coordenadas esféricas, un punto P en el espacio se representa
por medio de una terna ordenada (p, 6, ¢).

1. p esladistancia entre Py el origen, p = 0.
2. 0 es el mismo angulo utilizado en coordenadas cilindricas para r > 0.
3. ¢ es el angulo entre el eje z positivo y el segmento OP, 0 < ¢ <.

Hay que observar que la primera y tercera coordenadas, p y ¢, son no negativas. p
es la letra mindscula rho y ¢ es la letra griega minascula fi.

Conversion de un sistema a otro
e Cilindrica a rectangular:
x=rcosf, y=rsend y z=z
e Rectangular a cilindrica:
@2 — x2 + 2 t 0 —_ X —
= ye, anf = o y z=2z

e Esféricas arectangulares:

x = psengcos@ , y = psengsenf 'y  z = pcos@

e Rectangulares a esféricas:

z
p? =Q2 +y% + 22, tanf = % y @ = arcsen (;)

398



e Esféricas a cilindricas (r = 0):

r? = p%sen?q),

e Cilindricas a esféricas (r > 0):

p=+r?+2%,

=60 y z=pcose

z
6=60 'y @ =arccos <E>

DIFERENCIAL DE AREA EN
POLARES:

DIFERENCIAL DE VOLUMEN EN
ESFERICAS:

dA = rdrd6

dV = p?sen®dpdddo

Ejemplo 1:

Cambiar el punto dado en su forma rectangular a cilindricas:

Solucion:

(-1,4,3)

(-1,4,3) =(x,y,2)

x=-1

y=4 y z=3

Rectangular a cilindrica:
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@2=x2+y2, tan9=% y z=z

r2 = (=1)% + (4)? r2=17 « r=+17

4
tanf = 4 - 0 = arctan (}—1) = arctan (—) = —75.96°
X X -1

Como x = -1 y y =4 se encuentran en el segundo cuadrante en el plano xy,
entonces restamos el valor absoluto del angulo obtenido a 180°.

6 = 180° — 75.96° = 104.04°
En el caso de las cilindricas z se queda igual.
Por lo tanto, (—1,4,3) = (r,60,2) = (vV17,104.4°,3)

Ejemplo 2

Cambiar el punto dado en su forma cilindrica a esférica:

(27)

Solucion:

(\/1_0,%,7) = (r,6,7)

T
r=+v10 9=§ y z=7

Cilindricas a esféricas (r = 0):
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z
p=+r?+2z22, 6=6 'y <p=arccos(;>

p=Jr2_+z2=\/(\/1_0)2+(7)2=\/§

z 7
¢ = arccos (;) = arccos (\/T_9) = 24.31° = 0.4243rad

Por lo tanto,

(x/1_0,§,7) — (1,0,2) - (p,0,¢) = (\/5_9%,0.4243) = (v/59,60°,24.31°)

Ejemplos de Volumen
QJEMPLO 3

Calcula el volumen de la region limitada por el paraboloide dado y “xy”:
z=149 —x?—y?

Solucién:

Laggafica corresponde a un paraboloide circular. Por lo tantogn region R viene dada
por<n circulo con centro en el origen de radio 4. Para facilitar los calculos se utilizan
coordenadas polares o cilindricas:
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z=49 — (x? +y?)

En coordenadas cilindricas:

[

ds =rdf

Area = (base)(altura)
dA = (dr)(rd6)

dA = rdrd@

z=49 —x? —y?
z =49 — (x* +y?)

z=49 —r?

Volumen = jf f(r,0)dA = f:z Jrzf(r, 0) rdr do

1 TN

0<f@<?2m
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Ya que abarca los 4 cuadrantes

Radio finaliza en 7

Volumen = fozn f07(49 —r)rdrdo = !22" !;(491' —1r¥)dr do

/ dA en cilindricas

Radio inicia en cero

(P (a9r N7 (P49 (D)* 49(0)2 (0)*
[ Gl [ 5) - ()«

2 4

fm(2401 2401)d9—24010|2”—2401(2) 2401 0 2401,
. “Tg Tlo T MU T W E T

Otra forma de plantear la integral:

Ya que solo consideramos un cuadrante

9_7‘[
)
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/Radio finalizaen 7

z (7 2401
V= 4[ f (497 — r3)dr do = Tnus
o Jo

Radio iniciaen O

EJEMPLO 4

Calculani férmula para el volumen de una esfera de radio R.

Solucién:

x%+y%+2z2=R?

0<0<?2m
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ZZ — RZ_xZ _ y2
ZZ — RZ_(xZ +y2)

72 — R2—y2

Estamos calculando el volumen de los 2 hemisferios

2T R 2T R
Volumen = zf f ﬂz — 712 rdrdf = —f f (R? —r?)Y2 (=2)rdr do
0 0 0 0

T

f /2§(R2 _r2)3/2 |§ do
0
G- o)

[ B0 G- o) a

2 ) 2 . om 2 2 41
=| ZR¥d6==R% |7 =ZR3(21) —ZR3*(0) = R
fo 3 SR0[ ) = 3R - 3RO =5

4n
Volumende la esferade radio R = —R3

3
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Se realizé con coordenadas cilindricas ya que ello facilita el calculo de la integral
pero también se puede obtener el resultado planteando de forma rectangular:

Volumen = f f f(x,y)dA
R

z=—+JR?—x2—y2

yzsz—x2 - yzi\/m

z?+x? + y? = R?
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z=+JR2—x2 —y2

VRZ—x2
Volumen = ﬁ(x y)dA = f f Rz—x2 —y2 - (—\/Rz—x2 -y )] dydx

RZ_xZ

R VR?-x2
= f f _ [ﬂz—xz —y2 4+ JR2—x2 — yz] dydx
-RJ—VRZ=x

R VRZ—x2
= ZJ j JVR?—x? —y? dydx
-RJ-VRZ=x2

Otra opcidn para rectangulares es considerando una cuarta parte de la region R:

R2 — x2

RZ_xZ
Volumen = 8f f R?2—x? — y?2 dydx
o Jo
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EJEMPLO 5
Qalcular el volumen de una esfera de radio r utilizando coordenadas esféricas:

Solucién: z

0<d<nm
'R
x = psengcos@ , y = psengsenf 'y  z = pcos®

dV = p?sen®dpdepdf

x%+y%+2z2=R?

cubos
VRZ-x2 [RZ-x2_y:
ff av = ff f dzdydx
RZ_xZ RZ_xZ yZ
\ Donde inician los

cubos

Rectangulares: / Donde terminan los

Esféricas:

2 ~m R 2 ~m 3
= ﬂ dV=J J J p2senpdpdedd =f f P Semp|Rd(pd9
2 o Jo Jo 0o Jo 3 10

2m T R3send 2T R3cos ¢ |1
L [
o Jo 3 0
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_(7[ RPcosm R3cos 0 (7 R(=D) R3(D)
o i el G L A e S

EJEMPLO 6

Plantear una integral triple para el célculo del volumen comprendido entre

z=4—-x*—y%2 y z= -6

Solucion:

Para encontrar la regidon R igualamos las funciones:
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4—x*—y*=-6

4+6=x%+y?

x%+y%=10

Region R en xy

ST y =+/10 — x2

Donde terminan los

cubos
V10 V10-x2 4—xZ—y2
V=ﬂ dV=J f dzdydx
2 —/10/—/10-x2 /-6

Donde inician los
cubos



dzdydx

V10 ~V10—x2 ~4—x%2—y?
S A |
0 0

-6

En caso de querer calcular la integral es mejor hacer el cambio a coordenadas
cilindricas e integracion doble.

V10 V10-x2 4—(x%+y?) 2m 10 4-12
= f f f dzdydx = f f f dzrdrd@
—V10/-V10-x2 /-6 0o Jo -6
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5.Integracidon vectorial

5.1 Campos vectoriales, divergencia, rotacional y campos
conservativos.

Qefinicic’)n de campo vectorial

Un campo vectorial sobre una region plana R es una funcién F que asigna un vector
F(x,y) a cada punto en R.

F(x,y) = M(x,y)i + N(x, y)j

Qn campo vectorial sobre una region solida Q en el espacio es una funcién F que
asigna un vector F(x,y) a cada punto en Q.

ﬁ(x, y,z) = M(x,y,2)i + N(x,y,2)j + P(x,y,2)k
Ver Anexo A para graficar campos vectoriales

Ejemplo 1

a) ﬁ(x,y) =xi+yj

Solucioén:
X y F(x,y,2)
2 | 1 —2i—}
1 0 i
0 1 j
3 2 3i+2)
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b) ﬁ(x,y) =x1i—2yf

Solucién:

<

L I R )

ARV BN

X y F(x,y,2)
2 1 —21+2f
1 0 i

0 1 —2j
3 2 31— 4]
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F(=2,-1)=(-2)i—-2(-1j=-21+2j

5
4
3
2
1 4

F(1,0) = (1)i—2(0)f = ©

8 7 6 5 4 3N2 1y 1 2 3 4 6 7 8

F(0,1) = (0)i—2(1)j = —2j

F(32)=(3)i—2(2)i =31 — 4}

S kb

Tabulando mas valores, se tiene:

) F(x,y) =x1-2yj+ (y - 3x)k

Solucién:
X y F(x,y,2)
2 | -1 —21+42j+5k
1 0 i—3k
0 1 —2j+k
3 2 31—4) -7k
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Tabulando mas valores, se tiene:

d) F(x,y,2) = (x2 —3y) i — (x%y — 3xy)j + (y3 — 3x + 42)k
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X y z f')(x,y, z)

2 | -1 2 71+ 10f + 13k
1 0 3 i+ 9k

0 1 4 —31+ 17k

3 2 5 31+ 19k

M(-2,-12) = (-2)>—-3(-1)=4+3=7
N(=2,-1,2) = =((-2)*(-1) = 3(-2)(-1)) = —(-4—-6) = 10
P(-2,-12) = (-1)*—-3(-2)+4(2) =-1+6+8=13

F(-2,-1,2) = 7i + 10j + 13k

ot e e e o - ) £
I [T

Tabulando méas valores, tendriamos:
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Divergencia:

La divergencia es un operador que tomaQna funcién vectorial qukdefine aun
campo vectorial y da como resultado una funcién escalar que mide ef*€ambio de la
densidad del fluido en cada punto.

La divergencia mideQA diferencia entre el flujo saliente y el flujo entrante de un
campo vectorial sobre la superficie que rodea a un volumen de control, por tanto, si
el campo tiene "fuentes" la divergencia sera positiva, y si tiene "sumideros”, la
divergencia sera negativa. La divergencia mide la rapidez neta con la que se
conduce la materia al exterior de cada punto, y en el caso de ser la divergencia
idénticamente igual a cero, describe al flujo incompresible del fluido. Llamado
también campo solenoidal.

ﬁ(x, y,2) = M(x,y,2)i + N(x,v,2)] + P(x,y,2)k

divF =V ﬁ—(a g a) (MNP)—aM+aN+aP
we= - ‘ox' 0y’ 0z S P
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di ﬁ_6M+6N+(')P
v 9x  0dy 0z

Rotacional

El rotacional es un operador que toma una funcion vectorial, la cual representa un
campo vectorial, y le asigna otra funciébn que representa un campo vectorial
diferente.

El rotacional o rotor muestra la tendencia de un campo vectorial a inducir rotacion
alrededor de un punto.

{

FCE

rotF=VxF =

23~
RN ST

dx OJy

dy o0z

(F o <0P 6N) . (6P 0M> - <0N 0M>E
rort= ""\ox az/)!
Ejemplo 2

Calcular la divergencia y rotacional para el siguiente campo vectorial:

F(x,y,2) = (x% = 3y) i — (x%y — 3xy)j + (y® — 3x + 42)k

Solucioén:

Divergencia:

iwp M ON 9P
T Ty T oz
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M =x?-3y M, = 2x
N = —(x%y — 3xy) N, = —x* + 3x
P=y*—3x+4z P,=4

divF = (2x) + (=x% + 3x) + (4)

divF = —x%+5x+ 4

Rotacional:
i j k
rotF =VxF = i i i
dx 0dy 0z
M N P
i j k
(F=vaf=| 2 g g
To = = — R -
0x ady dz

x2—3y —(x’y—3xy) y3>—-3x+4z

tﬁ_(ap aN)A (ap 6M>A+(6N aM)E
rort = dy 0z ¥ dx 0z J dx 0dy

rot F = (3y% — 0)i — (=3 — 0)f + ((=2xy + 3y) — (=3))k
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rot F = 3y%i + 3j + (—2xy + 3y + 3)k

Campos conservativos

Un campo vectorial es conservativo si:

rotF=0
En R2:
) Ji k
rotF=VxF = i i i
dx 0dy 0z
M N 0

oP 0N P oM ON OM\ .
(G- - (- G- )

dy 0z dx 0z dx Jdy
=(0-0)—(0-0)j+ (aN aM)fc
- ' J T\ ox " oy
ON oM 0
ox dy
ON oM
ax dy
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En R3:

.i j /IE.
rotF:VxF:i i 1:6

dx 0y 0z

M N P

EJEMPLO 3

a) Determina si los siguientes campos vectoriales son conservativos:

S y 3 R 1 R
F(x,y) = (F —4x° + 3ysen(3x)) i+ (Zy -5 cos(3x))]

Solucidén:
ON oM
ox dy

1
M = ;—2 — 4x3 + 3ysen(3x) - M, = ) + 3sen(3x)

1 1
N =2y — i cos(3x) - N, = v + 3sen(3x)

Como si se cumple el criterio, entonces se trata de un campo conservativo. Al
tratarse de un campo conservativo existe una funcion f(x, y) tal que:

of of
M—a y N—@

Esto significa que:
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Para encontrar f(x,y), se calculan las siguientes integrales:

f(x,y)zfgdxszdx

f(x,y)=f%dy=JNdy

faf = ch’)x = f (é — 4x3 + 3ysen(3x) )c’)x = —% —x* —ycos(3x) + h(y) = f(x.y)

jaf = fNE)y = f (Zy—%— cos(3x)) dy = y? —;—ycos(Bx) +g(x) = f(x.y)

Como en ambos casos se debe tener la misma funcién, entonces:

hy)=y*> y gkx)=-x*

Por lo tanto, la solucion es:
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flx,y) = y* - J;, — ycos(3x) — x* + k Funcién Potencia
F =Vf

5fA+afA
axl ay]

F=

F = (2 + 3ysen(3x) — 4x%) 1+ (2y — = — cos(3x) )] + ()i
—(x—2+ ysen(3x) — x)H— y—;—cos( x) )j + (0)i

F=(2+3 3x) — 4x%) i + (2y — = 3x) )j
_(ﬁ+ ysen(3x) — x)l+ y—;—cos( x)|j

b) F(x,y,z) = y2z31 + 2xyz3] + 3xy2z%k

A
rotF=vxf=|2 9 92|_-35
dx 0y 0z
M N P
i j k
S S d 0 0 .
rotF=VxF=| — — — =0
0x dy 0z
y2z3 2xyz3® 3xy?z?
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i j k

_lo o 9
rot F = % 3y PP
y?z3 2xyz® 3xy?z?

= (6xyz? — 6xyz?)i — (3y?z% — 3y%z%)j + (2yz3 — 2yz3)k
@omo rotF =0 se cumple, se trata de un campo vectorial CONSERVATIVO

Entonces existe una funcién f(x,y, z) tal que F = Vf :
faf - fME)x - f(y2z3 )ox = xy22% + h(y,2) = f(x,9,2)
[or = [ oy = [ @xyzay =922 + g0 2) = F23.2
j of = j Pz = j (Bxy?22)dz = xy?2% + m(x,y) = f(%,y,2)
h(,2) = 9C67) = mx,y) = 0

f(x,y,z) = xy*z3 + k funcién potencia

Comprobacion:
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F =Vf

a ~
a_f _f]_|__fk y2z31 + 2xyz3] + 3xy?z%k = F(x, Y, 2)

Vi = o) Taz

F(x,y) = (12x2y?% + 10xyex2)i + (8x%y + Sexz)j
M = 12x%y? + 10xye® - M, = 24x*y + 10xe*”
N =8x3y+5e* — N, =24x2y + 10xe*

Como M, =N, . Elcampo esconservativo

flx,y) = fde = f(lezyz + 10xyex2)dx = 4x3y% + 5yex2 +m(y)

fOuy) = [ Ndy = [(@x%y + 5e7)dy = 42y + Sye” 4 n(w)

f(x,y) = 4x3y? + 5ye™ + k
c) f(x,y) = (6xy — 5yz)i + (3x% — 5xz + 10z%)j + (—5xy + 20yz)k

M = 6xy —5yz
N =3x%—5xz+ 102>

P = -5xy+ 20yz
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i j k
rotF = g g g
B dx dy 0z

(6xy —5yz) (3x% —5xz+ 10z2) (—5xy + 20yz)

= ((=5x + 20z) — (=5x + 202))i — (=5y — (=5¥))j + ((6x — 5z) — (6x — 52)k

= 0i + 0j + 0Ok

Como rotF=0 . EI campo es conservativo
flx,y,2) = fde = f(6xy — 5yz)dx = 3x*y — 5xyz + m(y, z)

flx,y,2z) = dey = J(sz — 5xz + 10z%)dy = 3x*y — 5xyz + 10yz* + n(x, z)

flx,y,2) = dez = j(—Sxy + 20yz)dy = —5xyz + 10yz* + h(x,y)

f(x,y) = 3x*y — 5xyz+ 10yz* + k

Ejemplo 4

Qallar el campo vectorial conservativo para la funcion potencial, encontrando su
gradiente:

f(x,y,z) =4x3y? + Sye"2
Solucioén:

Vf(x,y,2) = (12x%y% + 10xye* )i + (8x3y + 5e*)j
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5.2 Trabajo e integrales de linea.

%tegral de linea

Si f esta definida en una region que contiene una curva suave C de longitud finita,
entonces la integral de linea de f a lo largo de C esta dada por:

n
f o Byas - lim > fGo,y08s  Plano
c i=1

n
f f(x,y,z)ds = ||$loz f(x;, v, 2;) As; Espacio
c i=1

siempre que el limite exista.

f f(x,y)ds Se integra sobre una curva S
c

ds
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En el caso de que f(x,y) =1 entonces:

J f(x,y)ds = j 1ds  seestariacalculando la longitud de arco.
C C

Se tiene que:

ds = ||7' ()| dt

ds =[x+ [y ® + [z (®] dt

Qvaluacic')n de una Integral de Linea como integral definida

Sea f continua en una region que contiene una curva suave C. Si C esta dada por
7 (t) = x(t)I + y(t)j, donde a <t < b entonces:

b
[ rawis = [ 1G@.y@)VETOF + b OF
C a

Si C esta dada por 7 (t) = x(£)i + y(t)j + z(t)k, dondea <t < b entonces:

b
j f(x,y,z)ds = j fOe(®),y(@, 2V [x " (©OF + [y 'O + [z (©)]? dt
C a
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Antes de comenzar a calcular integrales de linea se realizaran algunas
PARAMETRIZACIONES:

Las gréficas se realizan con el uso de CalcPlot3D con la instruccién curva
paramétrica.

Ejemplo 1

Qallar una parametrizacion suave a trozos de la trayectoria C (Recuerde que hay
infinidad de parametrizaciones):

.1‘

‘gl

4 y
K]

g ~

I

X
T2 ¥
-H
Solucién:
Cy: 7 (t) =ti+ t%) 0<t<?2

C,,7(t)=U—-t)i+4], 2<t<4

Cyt 7 () =8—1t] 4<t<8

Ejemplo 2

Qallar una parametrizacion suave a trozos de la trayectoria C (Recuerde que hay
infinidad de parametrizaciones):

429



-

T

Solucioén:
(0,0)y (5,4)
Q—yl =m(x — x)

m=Yfﬂﬁ=4—0=f
xX,—x; 5—0 5

4—4 5
y— —g(x— )

—4 444
y_sx
4
y_Sx
v
¢ Cl:F(t)=t2+§tj, 0<t<5
: C, ]
1 Cr 7)) =51+ —-0f, 5<t<9
— ¥ ! ".
’ Cs Ca: 7 () = (14— )1, 9<t<14
Ejemplo 3

Qallar una parametrizacion suave a trozos de la trayectoria C (Recuerde que hay
infinidad de parametrizaciones):
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Solucién: o

C: T (t) = 4cos (t)i + 3sen(t)] , 0<t<2m

Ejemplo 4

Qallar una parametrizacion suave a trozos de la trayectoria C (Recuerde que hay
infinidad de parametrizaciones):

Solucioén:
Cy: 7 (t) = ti, 0<t<1
Cp 7 () =1+ (t—-1Dk, 1<t<?2

C: 7 () =i+ (@t—-2)j+k, 2<t<3

G
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Ejemplo 5

Qallar una parametrizacion suave a trozos de la trayectoria C (Recuerde que hay
infinidad de parametrizaciones):

Solucion:
0.5
C o 5
’ i od g 0<t<1
7 C 7)) =7+ (t—- Dk, 1<t<?2
x & 9 C1
C: 7(M)=B-t)j+B-tk, 2<t<3
Ejemplo 6

Qvaluar la integral de linea a lo largo de la trayectoria dada:

f 3(x —y)ds

C

c:r)=ti+(2-1t), 0<t<2

Solucién:

b
[ 16 = [ 1@y OWEOF + b @F d
C a
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x(t)=t y yt)=2-t

f 3(x —y)ds = f 3(() — 2 =t)yJ[1]? + [-1]? at

0
C

=3f (t—2+t)\/§dt=3\/§f (2t—2)dt=3\/§(t2—2t)|2
0 0 0

= 3v2((2)? - 2(2)) — 3v2((0)? - 2(0))

=3v2(0-0)=0

Ejemplo 7

Qvaluar la integral de linea a lo largo de la trayectoria dada:

f 2xyzds
C

C: 7 (t) = 12ti + 5t] + 84tk, 0<t<l1

Solucion:

b
[ rayads = [ fx@yOWEOF+ b OF + [ ©F d
C a

7 '(t) = 121+ 5] + 84k
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x(t) =12t, y(t) =5t y z(t) =84t

f 2xyzds = f 2(12)(5¢)(846)y/[12]2 + [5]2 + [84]? dt
0
C

1
f 10080t*(85) dt = 10080(85)f t3dt = 856800< ) |0
0

1
— 4
— 214200t |0
= 214200

Ejemplo 8

Qallar una parametrizacion de la trayectoria y evaluar:

f(xz + y?)ds
C

C: segmento de recta de (0,0) a (2,4)

Solucion:

| f(x,y,zws—j F(O,yOWE OF + D OF + 2 OF dt
C

(0,0) a (2,4)
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7(t) = ti + 2tf

r'@t)=1+2j

x()=t y y(t) =2t

f 2 + y2)ds = j (©? + 2O)YAE + 1212 dt
0
C

2 2 t3 2
- J 5¢2v/5 dt = 5\/§f t2dt = 5\/§(—> |
. . 3 /1o

_40V5
]

Ejemplo 9

Qallar una parametrizacion de la trayectoria y evaluar:

!(xz + y?)ds

C: Circulo x* + y? = 4 en sentido antihorario de (2,0) a (0,2)
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Solucién:

b
[ty s = [ fx@yOWEOF+ b OF + [ ©F d
C a

7(t) = 2cos (t)i + 2sen(t)j
7' (t) = —2sen(t)i + 2cos (t)]
de (2,0) a (0,2)
x = 2cos(t) perotambién sabemos que x = 2
2= gos(t) - cos(t)=1 =~ t=arccos(l1)=0

x = 2cos(t) pero también sabemos que x = 0

i
0=2cos(t) — cos(t)=0 ~ t=arccos(0)=90°= o)

0<t<90°

0<t<

NS
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f(x2 + y?)ds = fi(4cosz(t) + 4sen?(t))/[—2sen(t)]? + [2cos (t)]? dt
0
c

T

= ji4(cosz(t) + sen?(t))/4sen?(t) + 4cos?(t) dt
0

s Y

2 2
= f 4(1)/4(sen?(t) + cos?(t)) dt = f 4(1)4/4(1) dt
0

0

T

2

L
2

= 4(2)f dt = 8t
0 0

=4

Ejemplo 10

Qallar una parametrizacion de la trayectoria y evaluar:

f (x + 4,[y)ds
c

C: Cuadrado cuyos vértices son (0,0),(2,0),(2,2) y (0,2) recorrido en sentido antihorario.

Solucioén:
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b
f f(x,yg)ds = f Fx@, yOWIx'©F + [y "1 + [z (©)]? dt
C a

C: T (t) =t 0<t<?2
Cr T () =20+ (t—2)], 2<t<4
C: T =(6-t)j+2], 4<t<6
CaT (@) =(8-1)], 6<t<8

T =ti, 0<t<?2

J(x +4.[y)ds = Jz(t +4+/0)/[1]2 + [0]2 dt

0
Cc

2 t22
—Jotdt—?|0—2
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C: T () =20+ (t—2)], 2<t<4

rr® =7

f(x +4/y)ds = f4(2 + 4Vt —2)4/[0]2 + [1]2 dt
C 2

f (2+4\/tT)dt—<2t+4(t_2)2( )>|4

(o441 )~ (14 401 () -F-4-S0i-F -0l -3

C: T ) =(6—1t)I+2], 4<t<6
7'(t) = -1
f(x+4f)ds_f((6—t)+4f) 2 dt

- f6((6— t) +4v2) dt = <— (6_2t)2 +4\/Et> |Z

=(0+24v2) — (-2+16V2) =2 +8V2
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Ca.T@®)=(8-1)], 6<t<8

) =-j

f(x +4/y)ds = fg((O) +4V8 —t){/[0]2 + [-1]2 dt
C 6

_ f:zh/m dt = —4(8 — 1) (g) |2

)-e

- —(0) - (—4(2)3(

f (x + 49)615 =

f(x +4,/y)ds + f (x + 4/y)ds + f (x + 4/y)ds + f (x + 4/y)ds
Cqy Cy Cs Ca

8
) =2 V2 o2

3 3

:2+(§_§(2)%)+(2+8\/§)+<ﬂ> _88 16v2

88
=?+8\/E
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Ejemplo 11

Planteagl integral de linea a lo largo de la trayectoria dada:

Jo (4x+5y —2)ds  C: () = (4t =5)i+ 22+ 4)j+ (1+30)k 0<t<2

Solucién:

x = 4t% — 5, y=2t3+4 y z=1+3t

ds = ||7'(t)|| dt

7'(t) = (8t)i + (6t2)] + (3)k

17 (0)|| = v/ 64t2 + 36t + 9

2

f (4x + 5y — z)ds = f (4(4t? = 5) + 5(2t3 + 4) — (1 + 3t))y/64t2 + 36t* + 9dt
0

C

2
= f (16t%2 — 20 + 10t3 + 20 — 1 — 3t)y/64t2 + 36t* + 9dt
0

2
= f (103 + 162 — 3t — 1)/ 64¢2 + 36t* + 9dt
0
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Ejemplo 12

Evaluar fC F-d7 donde C esta representada por #(t):

F(x,y,2) = x21 + y?] + 2%k

t? .
7(t) = 2costi + 2sentj + ?k 0<t<m

Solucién:

7'(t) = —2senti + 2costj + tk

2

N m t2\* .
f F-di = f <(2cost)zi + (2sent)?j + (;) k> - (—2senti + 2costj + tk)dt
0
c

T t5
= f (—8c052tsent + 8sen?t cost + Z) dt
0

= j <8coszt(—sent) + 8sen?t(cost) + Z) dt
0

_8cos3t+8sen3t+t6n_ 8+O+n6 8 16_{_1‘[6
-3 3 2410 3 24 3 3 24
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Ejemplo 13

Calcula@a integral de linea a lo largo de la trayectoria C:

f(Sy—x)dx+y2dy C: #(t) = 4t2 1+ (3t — 2)j + 2tk 0<t<1
C

Solucion:

x =4t?> > dx = 8tdt
y=3t—2 - dy=3dt
z =2t - dz = 2dt

1
j By — x)dx + y?dy =J (3(3t — 2) — 4t?)8tdt + (3t — 2)%3dt

0
c

1 1
f (72t% — 48t — 32t3 + 27t? — 36t + 12)dt = f (99t? — 32t3 — 84t + 12)dt
0 0

1
0

_99t3 32t*  84t2
3 4 2

+12¢ |(1) = 333 — 8¢2 — 42¢2 + 12¢

=33-8-42+12-0=-5

Ejemplo 14

Qallar el trabajo realizado por el campo de fuerzas F sobre una particula que se
mueve a lo largo de la trayectoria dada:
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F(x, y) = x%1 — xyj

C:x(t) = cos3(t), y(t) = sen3(t) desde (1,0) hasta (0,1)

Solucién:

(1,0) hasta (0,1)

Six=1 y x=cos3(t) —» 1=cos3(t) ~ cos(t) =1

Six=0 y x=cos3(t) - 0=cos3(t) ~ cos(t) =0

o
AN
o~
AN
NS

7(t) =< cos3(t), sengg >

— t=arccos (1) =0

s
— t = arccos (0) = 0

d7 =< —3cos?(t)sen(t), 3sen?(t)cos (t) > dt

ﬁ(x,y) = x%{ — xyj
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Fx,y) = (cos3(t))2i — (cos3(t))(sen3(t))]

F(x,y) = cosb(t)i — cos3(t) sen3(t)f
F - d = cos®(t)(—3cos?(t)sen(t)) — cos3(t) sen3(t)(3sen?(t)cos (t))
F - d# = —3cos®(t)sen(t) — 3cos*(t)sen>(t)

W= J F-di= f (—3cos®(t)sen(t) — 3cos*(t)sen®(t))dt

0
C

T Y

; @ 7
= 3] cos®(t)(—sen(t))dt — SJ cos*(t)sen*(t)sen(t)dt
0 0

T

=3 Jicos%(—sen(t’))dt -3 JEcos“‘(t)(senz(t))z(t)sen(t)dt
0 0

s s

2 2
= 3f cos®(t)(—sen(t))dt — 3 f cos*(t)(1 — cos?(t))?(t)sen(t)dt
0 0

445



s VA

=3 fi cos®(t) (—sen(t))dt — 3 ficos“(t)(l — 2cos?(t) + cos*(t))sen(t)dt
0 0

s VA

=3 fi cos®(t)(—sen(t))dt — 3 ff(cos“(t) — 2c0s®(t) + cos®(t))sen(t)dt
0 0

s s

: @ z
= 3] cos8(t)(—sen(t))dt + 3] cos*(t)(—sen(t))dt
0 0

+ (—)6 'I-Ecos(’?)(—sen(t))dt +3 fi cos8(t)(—sen(t))dt
0 0

3cos?(t) 3cos®(t) 6cos’(t) 3cos?(t) |t
T 9 ‘Y75 T 7 YT
0
9 (T 5 (T 7 (T 9 (I
_ 3cos (2) N 3cos (2) B 6cos (2) N 3cos (2)
9 5 7 9
3cos’(0) N 3cos®(0) 6cos’(0) N 3cos’?(0)
9 5 7 9
=0 53 + 6_3 = 43 = —0.4095
-7 9 5°7 9 105

Ejemplo 15

Qallar la masa total de dos vueltas completas de un resorte de densidad p y que
tiene forma de hélice circular:

7(t) =< 2cos(t),2sen(t),t > 0<t<d4n

p(x,y,z) =z
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Solucién:

Q. [ ooy, 20045

c

7(t) =< 2cos(t), 2sen(t),t >

x = 2 cos(t)
y = 2sen(t)
z=t
p(x;y;z)=z o p(x;y;z)=t

7'(t) =< —2sen(t),2cos(t),1 >

4T

m = J p(x(t),y(t),z(t))ds = J () /(—2sen(t))? + (2cos(t))? + (1)2dt

0

c

= j n(t) J4sen2(t) + 4cos?(t) + 1dt
0

= f 4n(t) J4(sen?(t) + cos2(t)) + 1dt
0

4T AT 2
= j ®) V4 + 1dt = f (t) V5dt = \/th|4(;r = 8V5 n?
0 0
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%tegrales de linea en campos conservativos

Qeorema fundamental de las integrales de linea:

Sea C una curva suave a trozos contenida en una region abierta R y dada por:
7 (t) = x(O1+y@)f + z(Dk, dondea <t<b

Si F(x,y) = x(t)i + y(t)] es conservativo en R, y M y N son continuas en R,
entonces,

| #-ai = [ vr-di = £, y®)) - F(x(@,y(@)

C Cc
Donde f es una funcién potencial de F. Es decir, F(x,y) = Vf(x,y)

Demostracion:

Como F(x, yﬂs conservativo, existe una funcion potencial tal que:

F(x,y) = Vf = f, i+ f,(x, )]

Por lo tanto,
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fﬁ-d?sz —dt—fl?x(xy)l+fy(xy)]) (—xl-f-Q) dt
J a

a

bd
ol I CCRIONEE

Aplicando el teorema fundamental del calculo:

= f(x(),y()) — f(x(a),y(a))

Ejemplo 16

-

Qlostrar que el valor de fC F-dr es el mismo para cada representacion
paramétrica de C:

F(x,y) = (x* + y2)i + xyf
a) ) =ti+tj 0<t<4

b) m(w)=w?l+wj 0<w<?2
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Solucioén:
a) ) =ti++tf] 0<t<4

F(x,y) = (x® + yB)i + xyj

=t y y®=+t
[ 5% = [ (@2 + 601+ (D)) (14527 )
) 5 2t

=J;((tz+t)i+t\/fj)-<z+%j>dt=£<t2+t+%>dt

_J4(t2+3t)dt_t3+3t2|4_ 43+3(4)2 0=, , 100
A 2 3 410 \3 4 K 3

b) m(w)=w?l+wj 0<w<?2

F(x,y) = (* + y2)i + xyf
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xw=w? y yw)=w

dr = 2wi+ j)dw

f F-d7 = fz (((wz)2 + W)+ ((wz)(w))j) -2wi +])dw
0
c

2 2
= f (w*+w2i+w3j) - Qwi+j)dw = f wS +2w3 + w3) dw
0 0

2 2 6 3 4
- <2Ws+3ws>dw=L+l|2=(
0 4 10

+ = —12="—1

6 4 3 3

2(2)¢ 3(2)4> 64 100
- ~0

Ejemplo 17

Qallar el valor de la integral de linea fC F-d7 (Sugerencia: La integracion puede
ser mas sencilla si F es conservativo).

ﬁ(x, ) =yei+ xe®j
a) r(t) =ti — (t — 3)j 0<t<3
b) La trayectoria cerrada que consiste en segmentos de recta desde (0,3)hasta (0,0),

después desde (0,0) hasta (3,0) y desde (3,0) hasta (0,3)

Solucion:
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a) () =ti — (t — 3)j 0<t<3

ﬁ(x, y) =ye i+ xe™j
x=t y y®=-(t-3)
dr = (i—j)dt

3

] F-df = f (—(t — 3)etCE=3N] + tetCE=3D) - (7 — })dt
0

C

3 3
= j (—(t—- 3)e~t ¥t 4 te—t2+3t]") -(i—j)dt = J (-t - 3)e~t*+3t te—t2+3t) dt
0 0

3 3
= j (-t+3-1) et ¥3tgr = j (-2t +3) et +3t g — o—t?+3t |8
0 0
— (e_(3)2+3(3)) _ (e_(0)2+3(0))

Ahora veamos si el campo es conservativo:

oM 9N
dy ox
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ﬁ(x, y) =ye*i + xe™j

oM aN
dy ox
oM
M=ye® - Fin xye* + e*
N =xe®” - o _ xye™” + e*V
ox

Por lo tanto, el campo es conservativo. En seguida se resolvera obteniendo la
funcion de potencia:

[ #-ai= v R = 0y ) - F(x(@), y(@)

c Cc

fouy) = [ Max = [ yer dx = + g03)
flx,y) = dey = fxexy dy = e + h(x)

Por lo tanto,

fl,y)=e* +k

[ F-di = [ vp-ai = F0).5 ) - F(x(@,y@)
Cc

c
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() =t —(t—3)j 0<t<3
77(0) = 0i + 3j (0,3) Punto Inicial

71(3) =3i—0f (3,0) Punto Final

= f(x(3),y(3)) — f(x(0),(0))
= £(3,0) — £(0,3)

= (e(3)(0) + k) _ (e(O)(3) + k)
=1+k—-1-k

=0

b) La trayectoria cerrada que consiste en segmentos de recta desde (0,3)hasta (0,0),
después desde (0,0) hasta (3,0) y desde (3,0) hasta (0,3)

vlf’

ﬁ(x, y) =ye Vi + xe™j

Ci: 7)) =B —-1)j 0<t<3

Cy: 7() = (t—=3)1 3<t<6
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Para Cs:

(0,3) a (3,0)

mz)’z—}’1=0—3=_1
x,—x; 3-—0

y—y1=m(x —x)
y—0=-1(x—3)
y=—-—x+3
Como va de (0,3) a (3,0) entonces ajustamos la recta a la parametrizacion correcta:
x=9—t de 6<t<9
y=—(09-t)+3

Ca: () = (9= O+ [=(9 — £) + 3] 6<t<9

Una vez que tenemos las 3 curvas parametrizadas calculamos la integral:
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Ci: 7() =B —1)j 0<t<3
ﬁ(x,y) =ye*VT + xe®j

x() =0 y y@t)=3-t 0<t<3

dr = (—j)dt

3

j F-di = j ((3 = )e@B-D7 4+ (0)e@B-}) . (—f)dt
0

Cy

3 3
:f ((3—t)i)-(—j)dt=f 0dt =0
0 0

Cy: 7(O) = (t—3)i 3<t<6

ﬁ(x,y) = yeVi + xe™j
x()=3—-t y yt)=0 3<t<6

dit = (—1)dt
N 6
j F-df = f ((0)eCDO; 4+ (3 - £)eCDOf) . (—1)dt
3
Cy
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6 6
:f ((3—t)j)-(—i)dt=f 0dt=0

Cs: T =00 —-i+[-(9-1t)+3]j 6<t<9
ﬁ(x,y) =ye™Vl + xe™j

x()=9-t y y)=—-0O-t)+3 QStS9

dit = (=1 + j)dt

9
f F-di = f ((9 = £)e®=DCO=DDg 4 (—(9 — £) + 3)e©-DCO-DD) . (—f + f)dt
6

C3

9
= f ((9 = )e®@-9EO1 4 (¢ - 6)e@-DEO]) - (~1 + fat
6

9
= j (—(9 — )e®=DE=6) 4 (t — 6)e(-DE=6)) gt
6

9
= f (—(9—t) + (t — 6))e®O-DE0O) gt
6

2 9
= f (2t — 15)et*+150-54 g¢ = _f —(2t — 15)e~t*+15t-54 g¢
6 6
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_ _-ttHI5t-5e |2 _ (_e_(9)2+15(9)—54) _ (_e—(6)2+15(6)—54)

fﬁ@?z fﬁ-d?+fﬁ-d?+fﬁ-d?=0+0+0=0
C

Ahora veamos si el campo es conservativo:

oM N
dy ox

ﬁ(x, y) =ye i + xe™j

oM aN
dy ox

M = ye*Y - a—M = xye™ + X
dy

N = xe*Y - O_N = xye™ + e
dx
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Por lo tanto, el campo es conservativo. En seguida se resolvera obteniendo la
funcién de potencia:

[ #-ai= v B = (0, y ) = F (2@, y@)

Cc (o

flx,y) = fde = fyexy dx =e* + g(y)

flx,y) = dey = fxexy dy = e™ + h(x)

Por lo tanto,

fl,y)=e* +k

| #-ai = [ vr-di = £(x 0, y®)) - F(x(@2,y(@)
C

c

= f(x(0),y(0)) — f(x(0),y(0)) = £(0,3) — £(0,3) = 0

ya que la trayectoria es cerrada y el campo es conservativo.

De lo anterior podemos concluir que, si el campo es conservativo y la trayectoria es
cerrada, entonces:
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=
Il
o

Independencia de la trayectoria:

Si FQS continuo en una region abierta y conexa, entonces la integral de linea

fﬁ-d?

c

es independiente de la trayectoria si y s6lo si F es conservativo.

Condiciones equivalentes:

Sea ﬁ(x, y,z) = Mi+ Nj + Pk “con primeras derivadas parciales continuas en una
region abierta R, y sea C una curva suave a trozos en R. Las condiciones siguientes
son equivalentes:
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Ejemplo 18

Qallar el valor de la integral de linea fc F-d# (Sugerencia: La integracion puede

ser mas sencilla si F es conservativo).

F(x, y) = 2xy?1l + 2x2%yj

1
a) r_f(t)zti+?]“ 1<t<3

1
b) r,(t) = (t+ 1)i—§(t—3)j 0<t<?2

Solucién:

Si el campo es conservativo podemos resolverlo eligiendo la trayectoria mas simple
(una recta) o bien, obteniendo la funcion potencial.

F(x,y) = 2xy?l + 2x2yj
oM _ N
dy ox

M = 2xy? - — = 4xy

N = 2x? — =4
Xy - Ax Xy

Por lo tanto, el campo es conservativo.

En seguida se resolvera obteniendo la recta como trayectoria mas simple:
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1
a) ‘T‘Z(t)=ti+?j 1<t<3

nH=t+j - (1,1)

R .1 1
T1(3) =31 +§] - (31_>

(1,1) (3 1)
) a ’3
1 1 2
mZ)’z‘)’1:§_ :3:_1
xz_xl 3_1 2 3

y—y1 =m(x —xq)

1
y-1=-3z(-1)
- LY
y=73*T3
y=-—3x+3

1 . . .,
Como va de (1,1) a (3,;) entonces ajustamos la recta a la parametrizacion
correcta:
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x=t de 1<t<3
= t+4
Y= 3
- 1 4y,
C r(t)=t1+(——t+§)]
ﬁ(x, y) = 2xy?i + 2x2yj
4
x(t) =t vy y(t)=——t+§
Q- (1-1))a
r=|1 3]
3 2
F d?:J <2(t)<——t+—) +2(t)2<——t
1

2

1t2 t +
9 9 9
32
—t3 —— —t
9 + 9

9

2

8
)i+ (——t3 + = t?

3 3

) -3
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1 8 16 13 (1 8 16 1 8 16
:_4__3 42 — (= 4 _ — 3 _ 2 _ (= 4 _ — 3 _ 2
gt ~gt" T3t |1 (9(3) 9(3) +9(3)) (9(1) 9(1) +9(1))
=(9-24 +16) (1 8+16)—1 1=0
B 9 9 9) B

En seguida se resolvera obteniendo la funcion de potencia:

[ 5= [ vy = £,y ®) ~ £ (x6@), yia)
Cc

c

F(x,y) = 2xy?l + 2x2yj

flx,y) = fde = J 2xy?dx = x*y% + g(y)

fl,y) = dey = J 2x%ydy = x*y? + h(x)
464



Por lo tanto,

floy) =x*y* +k

[ #-di = [ vr-d = f(x0250) - F(x@,5(@)

(5

c

= f(x(3),y?3)) — f(x(D),y(D))
. 1
RO =tit;j 1<t<3

() =i+j - (LD
R 1 1
n(3) = 31+§] - (3,§>

= 1(33)-ran

1 2
= ((3)2 (5) + k) (D22 4K =1+ — (1+K)
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b) r,(t) = (t+ 1)2—%@—3)}“ 0<t<?2
Primero se resolvera con la recta como trayectoria mas simple:
(t) = (t+ 1)i—%(t—3)j 0<t<2
F(x,y) = 2xy%l + 2x2yj

1
x()=t+1 y y(t)=—§(t—3)

QU

=

Il
/N

—~>

|
W] =

j) dt

2

j) dt

W] =

i+2(t+1)2(—%(t—3)>j>-<i—

fﬁ-d?zfo2<2(t+1)(—%(t—3))
G

=jz(z(t+1)%(t—3)22+2(t+1)2<—%t+1>j)-(“—%j>dt
0

22 1 1
=f (§(t+1)(t2—6t+9)i+2(t2+2t+1)(—§t+1)j)-(i—§j>dt
0
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2
2 1 2 1 1
=f (—(t3—6t2+9t+t2—6t+9)i+2(——t3+t2——t2+2t——t+1)j>-<i——j)dt
o \9 3 3 3 3

—fz 2 t3 —=5t243t+9)(1) + 2( 1t3+1t2+5t+1) ( 1) dt
A 5( D 3 3 3 3

—]2 2t3 5t2+3t+9 +(2t3 2t2 10t 2) dt
A 5( )+ gt 3 9 3

=]2<Et3 —t2+zt+2+zt3——t2—1—0t—z>dt

o \9 9 3 9 9 9 3

:foz(gﬁ %ztz—gt+g)dt=§t4 %ﬁ 9t2+§t|g
e T

En seguida se resolvera con la funcion de potencia:

[ £ = [ vr a7 = f0)5 ) - F(x(@,y@)

C (o

feuy) =x*y* +k
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= f(x(2),y(2)) — f(x(0),y(0))
.~ 1 n
r_z’(t)z(t+1)i—§(t—3)j 0<t<?2

n@ =i+ - (L,1)
1

=(2) = 3i+§j 5 (3,§>
=f(&§)—fm4)

1 2
- ((3)2 (5) + k) (224K = (1+K) = (1+K)

=0

Ejemplo 19

Qallar el valor de la integral de linea fc (2x =3y +1)dx — (Bx+y—5)dy

a)

€1

0,0) "
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d) "7 01

s T} 15

0,-1)

Solucién:

Primero se analiza si el campo es conservativo:

M=2x—-3y+1 ~ M, =-3

N=-3x—y+5 &~ N,=-3
Como M,, = N, el Campo es CONSERVATIVO.

Como el campo es conservativo se obtiene la funcion potencial:

flx,y) = jde=J(2x—3y+1)dx=x2—3xy+x+h(y)

2

FOuy) = [ Ny = [(=3x =y + 5)dy = —3xy =2+ 5y + g0

2
f(x;Y)=—3xy—y7+5y+x2+x+k
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Una vez obtenida la funcion potencial se procede a resolver cada uno de los incisos,
esto facilitara llegar a la solucién ya que no se resolvera la integral:

T @3

f(Zx —3y+1dx—Bx+y—-5)dy =f(0,0)—f(0,0 =0

C

El resultado era el esperado yaﬂue el campo es CONSERVATIVO y la trayectoria
es CERRADA.

b)
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f(Zx —3y+1)dx - (Bx+y—-5)dy=f(0,1) — f(0,—-1)
c

2
f(x,y)=—3xy—y7+5y+x2+x

(1D?
2

= (—3(0)(1) - +5(1) +(0)* + (0)>

(-1?

— <_3(0)(_1) — +5(=1) + (0)* + (0)>

2

J(Zx —3y+1Ddx —Bx+y-5)dy =f(2,e%) —f(0,1)
c

2
f(x,y)=—3xy—y7+5y+x2+x
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2\2
(92) +5(e?) + (22 + (z))

- (—3(2)(e2) -

(1)?
_ <_3(0)(1) -+ 5(1) + (0)% + (0)>

= —6e? e4+52+4+2+1 5= —e? e4+3
T Tee T e 2 2T T T Ty
d) ¥

La integral es CERO ya"jue el campo es CONSERVATIVO vy la trayectoria es
CERRADA.

Ejemplo 20

Qallar el valor de la integral de linea [, 2xydx + (x* + y*)dy

2 2

Elinse ~— 4+ 2 —
a) C:Elipse 7T + 6= 1 desde (5,0) hasta (0,4)
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Solucién:

—+ Y 1 x(t) = Qos(t) y y(t) = 4sen(t)

dx = —5sen(t)dt y dy = 4cos(t)dt

desde (5,0) hasta (0,4)
x =5cos(t) y sesabeque x =05

5= gos(t) «~ cos(t)=1 t=arccos(1)=0

x =5cos(t) y sesabeque x =0

/s
0 = 5cos(t) . cos(t)=0 t =arccos(0) = 3

Q...

f 2xydx + (x? + y?)dy
c

T

2 o 2
= j [2(5 cos(t))(4sen(t))(—5sen(t)dt) + ((5 cos(t))? + (4sen(t)) ) (4 COS(t))]
0

T

= ji[—ZO cos(t) sen?(t) + 100cos3(t) + 64sen?(t)cos (t)]dt
0
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L3 T
2 2

= —136f senZE) cos(t) dt + 100] cos3(t)dt
0 0

T

VA
2 2

= —136f senZ?) cos(t) dt + 100] cos?(t)cos (t)dt
0 0

n T
2 2
= —136] senég) cos(t) dt + 100j (1 — sen?(t))cos (t)dt
0 0

136 100 r

= ———sen3(t) + 100sen(t) — —sen3(¢t) |2

3 3 0
136 100 0 64
-3 3 3

Otro método es verificando si el campo es CONSERVATIVO:
M=2xy y N=x?+y?
M,=2x 'y Ny=2x . EsConservativo
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flx,y) = fde = f 2xydx = x*y + h@)

3

Fouy) = [ Nay = [ 4 ydy = 32y + 5+ g0

3
flx,y) = x2y+y?+k

f 2xydx + (x? + y*)dy = £(0,4) — £(5,0)
c

= <(0)2(4) + g + k) - <(5)2(0) + g + k)
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6. Anexo

6.1 Anexo A: Introduccién al uso de CalcPlot3D

Ventana Principal

Para utilizar el Applet CalPlot3D es necesario tener acceso a internet, hay dos
versiones una en Inglés y otra en Espafiol que es la que se utiliza en este trabajo,
las ligas son las siguientes:

e Version Inglés:

https://c3d.libretexts.org/CalcPlot3D/index.html

e Version Espafiol:

https://c3d.libretexts.org/CalcPlot3D/index-es.html

C (& c3dlibretexts.org/CalcPlot3D/index-eshtml

= IBienvenido a CalcPlot3D!

CERRSNGE
“Graficar || Modo 30 | (5] IR

[:\nndu’ a la grafica: | Seleccione uno... v

z= TxyleNx"2 + y*2)

Nimero de lineas de cuadricula |30

E30o!

La imagen anterior muestra la ventana principal del Applet, enseguida se muestra
cambios o ajustes a la ventana principal:
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https://c3d.libretexts.org/CalcPlot3D/index.html
https://c3d.libretexts.org/CalcPlot3D/index-es.html

En la parte superior izquierda aparecen 3 botones con cuadricula, el primer cuadro
(de izquierda a derecha) es para cambiar los ejes, el segundo para esconder caja,
ejes, divisiones en ejes, etc. Y el tercer cuadro para explorar gradientes, derivadas

parciales o direccionales y otros conceptos.

£

]

CEIRYRNES

‘ Graficar || Modo 3D

(Aﬁadir a la grafica:

Z = TxyleMx"2 + yr2)

Numero de lineas de cuadricula

Cambio en tamafio de los ejes, para ello se presiona el primer boton cuadriculado,

se desplegara una ventana la cual nos permitira realizar los cambios:

Format Axes:

Xemin: x-max:| 2
.

y-min: -2 y-max:
=-min: |-2 z-max: |2 |
x-tick: |1 x-scalefactor: | 1 ‘

y-tick: |1 v-scalefactor: | 1

stick: 1 |=-scalefactor: |1 |
lower z-clip: -4 |

upper z-clip: 4

Focus Point: (0, 0, 0)

Vistas rapidas.. v

[Aﬁadh a la grafica: | Seleccione uno... ~ ]

z= TxyleMxA2 +yh2) -

Nimero de lineas de cuadricula |30
Ealo!

iBienvenido a CalcPlot3D!
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Al cambiar las unidades en los ejes de 2 a 10 se puede ver el cambio en la gréfica:

“Graicar || Modo 30 | ) EEIEH)

Format Axes:

v-min: |-10

y-min: |-10
--min: |-10

v-tick: |1

1

x-max: |10
y-max:|10

z-max: |10

x-scalefactor: |1

v-scalefactor: | 1

c: |1 _:—s:alefacmr: 1

Focus Point: (0, 0, 0)

Vistas rapidas... ~

Afiadir a la grafica: [ Seleccione uno...

M z= TxyleMx*2 + y*2)

Nimero de lineas de cuadricula |30

En caso de necesitar un nimero muy grande se puede realizar escala:

iBienvenido a CalcPlot3D!

iBienvenido a CalcPlot3D!

y-max:

z-max: 400

x-scalefactor:

-:-tick:l [40 =-scalefactor: [

y-scalefactor:

lower =-clip:
upper z-clip:
Focus Point:

Vistas rapidas... ~

[Aﬁadir a la grafica: [Seleccione uno... v U

zZ = TxyleMNx"2 + yr2)

Numero de lineas de cuadricula
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Dando clic en el segundo botdn de cuadricula podemos esconder caja, ejes,

divisiones, etc.

iBienvenido a CalcPlot3D!

EIRYRY

Graficar || Modo 3D E@

[ Mostrar lineas de
cuadricula xy

[ Mostrar lineas de
" cuadricula x=

-~ [JMostrar lineas de
~ cuadricula yz

Mostrar lineas de
cuadricula en la caja

Mostrar planos con
rejillas.

Mostrar caja
Mostrar ejes

Mostrar garrapatas y
etiquetas

sione uno... ~

v X

Color de cuadricula:

[ N

Qe

) Mostrar lineas de
cuadricula xy

[J Mostrar lineas de
cuadricula xz

() Mostrar lineas de
cuadricula y=

Mostrar lineas de
cuadricula en la caja

Mostrar planos con
rejillas.

) Mostrar caja
Mostrar gjes

Mostrar garrapatas y
etiquetas

Color de cuadricula:

[ B

sione uno... v

dricula |30 _
o}
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Para quitar la grafica de la funcion se puede hacer de dos formas: dando clic en la
X que aparece a un lado de la funcién y la otra opcion es deseleccionando la funcion,
esta segunda opcidn es util cuando se seguira utilizando la funcion:

‘ Graficar || Modo 3D ‘ lm:Eﬁ}
[Aﬁadir a la grifica: |Seleccione uno... v D

Z = |TxyleMx*2 + y"2) -

Numero de lineas de cuadricula

GIERVRVS NG @
Graficar || Modo 3D ﬁlﬁ

[.-\:'mdu‘ a la grafica: | Seleccione uno... ~ ]

Dando clic
en la x

z

L= 1 S - D

3 Y
x 4
-5
-6
7.
8
9,
-10
CERQIISNG @ .
[ Graficar || Modo 30 | B EEIER
[:\x’mdn a la gréfica: | Seleccione uno... VJ ":k

[ z= TxyleMx"2 +yr2)

Nimero de lineas de cuadricula |30

FHo

lode drinbide i)

480



Resetear o limpiar ventana: para volver la ventana a su forma original se da clic en
el primer botdn superior izquierdo como se muestra en la siguiente imagen:

s
| Graficar H Modo 3D HJ

[Aﬁadir a la grafica: | Seleccione uno... v D

= IBienvenido a CalcPlot3D!

DERIENOE ;
Graficar | Modo 3D @@ =

Anadir a la grafica: Seleccione uno... v

2= TxyleMx2 + yr2)

Niimero de lineas de cuadricula [30

€300}

| Graficar H Modo 3D HJ =

£

[Aﬁadir a la grafica: | Seleccione uno... v D
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Al dar clic al segundo botén superior izquierdo se limpiara la ventana de gréficas,

pero no se eliminaran las funciones o entradas:

= Desarrollado con el apoyo de la NSF-IUSE #1524968.

CERINE NGOG
Graficar || Modo 3D @@E

[Aﬁadu a la grafica:  Seleccione uno... l ]

2z = TxyleMx 2 + yr2)

Niimero de lineas de cuadricula |30

E300!

Pestafia de entradas: En esta pestafia se desplegard una ventana con varias

opciones segun lo que se desee graficar:

= ]

Graficar || Modo 3D E@
Afadir a la grafica: |Seleccione uno... v

Seleccione uno...
[J z= 7xyleMx"2/Fyncion: z=f(x,y) ¢
Curva en el Espacio: r(t)
Campo Vectorial

Numero de lineas

Punto: (x, y, 2) '

Vector: <a, b, c>
Etiqueta de texto
Superficie Implicita
Superficie Paramétrica
Region

Deslizador

Funcion: r=f(8,z)
Funcion: z=f(r,8)
Funcion: p=f(8,¢)
Funcion: x=f(y,z)
Funcion: y=f(x,z)
Superficie de revolucién

482



Funcion: Al dar clic en funcién se puede seleccionar de los ejemplos que tiene el

applet o se puede escribir una funcion nueva:

CECYSYEINE &3

‘ Graficar H Modo 3D ‘ E

[Aﬁadir a la grafica: | Seleccione uno... v D

(] z= T7xyleMx"2+y"2) v

Numero de lineas de cuadricula

Dando clic en la
pestafia se
desplegaran las
funciones contenidas
por default en el
Applet, se puede
escribir una funcion
nueva en la casilla de
la funcion.

= Desarrollado con el apoyo de la NSF-IUSE #1524968.

Afadir a la gréfica:  Seleccione uno... v|

zZ= 9-x"2-y"2 M

Niimero de lineas de cuadricula
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Se puede hacer més fina la grafica cambiando el nimero de lineas de cuadriculas:

| Graficar || Modo 3D HJ tﬁ‘

[Aﬁadir a la grafica: | Seleccione uno... v D

v

Z= 9-x"2-yh2

Numero de lineas de cuadricula

= Desarrollado con el apoyo de la NSF-IUSE #1524968.
CERRVE NG @ z
[ Graficar || Modo 30 [ R

[Aﬁadir a la grafica: |Seleccione uno... v D

Z= 9-xN2-yA2 -] »

Numero de lineas de cuadricula |65

E3N0!

Existe también la opcién de escribir la funcién en su forma x=f(y,z) o y=f(x,z) o en
forma cilindrica.
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Curva paramétrica:

CERRIENEE
Graficar || Modo 30 | [E5) R

[Aﬁadir a la grifica: |Seleccione uno... VD
Seleccione uno...
Funcion: z=f(x,y)

Curva en el Espacio: r(t)

Campo Vectorial
Punto- (x v 7)

Al igual que en la opcién funcidn se pueden seleccionar ejemplos que trae el Applet
o escribir una funcion diferente:

= Desarrollado con el apoyo de la NSF-IUSE #1524 968.
z
Graficar || Modo 3D ‘@@

Afadir a la gréfica: | Seleccione uno... v
9 x(1) =|5cos(t) | x
I (1) =[5sen(t) |
2=t |
[-10 <1< [10 |
Numero de Pasos:
Flechas de orientacion: D

Trazar: ¢t :i -10
Animar G
. )

(J Restringir vista a 2D
Utilizar un solo color
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x(f) =[5cos(t)

I y(£) =|Bsen(t)
(1) =t

T e
EN ' EEEEE

EENEEEEE 0 |
EEEEEEEE

l==.llllj::]

more

0}

)

= ]

Afiadir a la grifica: | Seleccione uno... ~ \]

clic g x(1) =|5cos(t) E

) I y(7) =|5sen(t) |
()=t |

-10 | <t< |10 |
Numero de Pasos:
Flechas de orientacion: |0

Trazar: t=-10 {:}
Animar]
. )

[JRestringir vista a 2D

Utilizar un solo color

x(f) =|5cos(t)

¥(7) =|5sen(t)

=(r) =|t

Numero de Pasos:

Flechas de orientacion: D

Al dar clic en el engrane se
abre una ventana donde se
puede seleccionar que en la
grafica se muestre punto de

Trazar: ¢ :{-1 0

Animar

traza, ve_gtor traza, velocidad,
aceleracion, vector tangente

unitario, vector normal, vector

) binormal, plano osculador asi

(J Restringir vista a 2D
Utilizar un solo color

COmO Sus ecuaciones.
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Ajustes de Curvas: X

Desarrollado con el apoyo de la NSF-IUSE #1524968.

Mostrar punto de rastreo j @ T=-0.66i-0.72j+0.2 k
Mostrar vector de rastreo AN N=074i-0.68]
Mostrar Vector Velocidad Eﬁ] B=0.13i+0.14j+ 098k
Mostrar Vector heuno.. v |)| T=-3.69i+3.38)+ 2.4k
Aceleracion ¥=-3.38i-3.69)+
Mostrar las ecuaciones a=3.69i-3.38j
de vectores :
[J Mostrar circulo :
osculador
) Mostrar el valor de la j
curvatura
0 Mostrar el valor de :
torsion
00( G
Mostrar esquema TNB
Mostrar Tangente Unitario ':)
Mostrar Normal Unitario
Mostrar Binormal Unitario
Mostrar Plano Osculador
Mostrar Plano Rectificante
Mostrar Plano Nermal .
4 »
Punto:
h S AN A AN &N AN i W AR o

| Graficar H Modo 3D ‘

BEEd

{Aﬁadir a la gréafica: | Seleccione uno...

(] Punto:|(-1, 1. 1 Fyncisén: z=f(x.y) f

Color:

N

Seleccione uno...

Curva en el Espacio: r(t)
T Campo Vectorial

] x(7) :|5‘3‘35(t) Vector: <a, b, c> K
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o Desarrollado con el apoyo de la NSF-IUSE #1524 968.

CERIYE NG z
| Graficar || Modo 3D |@@ A

[Aﬁadir a la grafica: | Seleccione uno... | 6l

Punto:|(1,4.5) | x 51

Color: E Tamano: E

() x(1) =|5cos(t) | x

I (1) = 5sen(t) \
=(n) =t |

Vector:

Graficar H Modo 3D |@@

[Aﬁadir a la grafica: |Seleccione uno... v
Seleccione uno...

Vector: <1.4.62 Fyncisn: z=f(x.y) f
Curva en el Espacio: r(t)
Color: [l v |A Campo Vectorial

Punto inicial: ~_Punto: (X, y, Z)
Vec:tor: <a, b, c>
(0.0,0 Etiqueta de texto

Superficie Implicita i
Superficie Paramétrica
Region

Deslizador

—

Funcion: r=f(6,z)
Funcion: z=f(r,8)
Funcion: p=f(0,9)
Funcion: x=f(y,z)
Funcion: y=f(x,z)

Superficie de revolucidn
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| Graficar || Modo 3D ‘@@ A

{Aﬁadir a la grafica: | Seleccione uno... v |]

N

Vector:|<1 4.6> | X

Color: lil Ancho =

Punto inicial:
(0,0,0) |

- W - 7)) =
M N N M N s

Etiqueta:

El.
CIERISVSTNE G
' Graficar | Modo 3D | e

[Aﬁadir a la gréfica: |Seleccione uno... vu
Seleccione uno...
Vector:|<1,4,6> pyncign: z=f(x,y) f

Curva en el Espacio: r(t)
Color: |[Ji] v A Campo Vectorial

Punto: (x, vy, z)

Vector: <a, b, ¢>

‘(D= 0,0) Etiqueta de texto

Superficie Implicita

L i T

Punto inicial:
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;
 Graficar | Modo 3D |@@ A

(Aﬁadir ala gréfica: | Seleccione uno... v U
1
|
|

VectorA=<1,4,6>

Etiqueta:|VectorA=<1,4,6 >

En el punto: ‘(1,4,6) |

Fuente: | Times New Roman v |

Negrita [ Cursiva B Matematico-xyz

Tamarfio de fuente:

Alinear: |Superior-derecha  v|

Color: E

Vector: <1,4,6>

4]
Superficie implicita:
‘ Graficar H Modo 3D ‘@@
[Aﬁadir a la grafica: |Seleccione uno... VD
l Seleccione uno...
Etiqueta: Vectc pyncion: z=f(x.y) %

Curva en el Espacio: r(t)
En el punto: ‘E Campo Vectorial

Fuente: | Times [ Punto: (x, Y, 2)
Vector: <a, b, c>

Negrita [ C Etiqueta de texto

Tamaiio de fuentds iR lyifelIs]:]

Superficie Paramétrica
Alinear: [Superi Region
Color: - v| | Deslizador

. Funcion: r=f(8,z)
Vector:|<1,4,63 -
Funcion: z=f(r,0)

Funcion: p=f(0,0)
Funcion: x=f(y,z)
Funcion: y=f(x,z)
Superficie de revolucién
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Graficar || Modo 3D

(A.ﬁadir a la grafica:

[Seleccione uno...

Ec:[xA2-y"2 + 772 =2

# de cubos/ejes:

6 <x<|[6 |
6 <y<|6 |
6 <:=<|[6 |

Haga clic para insertar: ﬂ n m

[ Etiqueta:|VectorA=<1,4,6>

(] Vector:|<1,4,6>

5\

Desarrollado con el apoyo de la NSF-IUSE #1524968.

Ec:|[xA2 -yh2 + 202 =2

-6

-6
-6

Al dar clic en el engrane se
puede invertir el color o poner
transparente la superficie.

[ ] Etiqueta: |VectorA=<1,4,6>

[] Vector:|<1,4,6>

Ajustes de Superficie: >

Transparencia = |-1
(0-255, -1 = defecto)

Aumentando el ndmero de
cubos se hara mas definida la
superficie.

[ Ocultar mis bordes

O Apariencia normal
© Colores invertidos
® Solo alambre de soporte
© Color constante

Desarrollado con el apoyo de la NSF-IUSE #1524968.
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Regidn: Con esta opcion se puede dibujar una region solida.

-N

A »
=2 1@
2 @

[Aﬁadir a la gréfica: |Seleccione uno...

¥y

Curva limite 2D:

M) Superior: y(x) =1-x/2
S I ferior: (x) =|O

E P |

® y=fx) Ox=£f

Numero de lineas de cuadricula (x, y):

Superficie limite 3D:

Superior: flx,y) =
[xn2+yh2
Inferior: fix,y) :‘0

(O Mostrar prismas de Riemann

Tercer botén cuadriculado:

CERISYSNEE

| Graficar || Modo 3D ‘ =%

Seleccione uno... v

[Aﬁadir a la grafica:
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N (A dar cic en &
- - -‘r;"‘-\ t"’ b
BFRIRSN ] | [t

— / opciones para ser
 Graficar | Modo 3D | ) mostradas en la

gréfica de la funcion.
Ingresa el Punto de Rastreo

ﬁ%ﬁ

Soélo mostrar punto de

rastreo

Mostrar plano tangente en el

punto

Mostrar vector gradiente en

¢l punto sobre la superficie ¢ +—>

Mostrar vector gradiente en

el punto ingresado

Mostrar vector normal en el

punto

Mostrar traza y recta

tangente de fx

Mostrar traza y recta
tangente de fy

Mostrar traza de la derivada
direccional ccione uno... v D

Ingrese un vector de ) =

direccion
adricula

Ocultar todos los objetos
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CIERYSIEN A
[ Graicar | [ Modo 30 |[EE) FRFRA -

A

2

=

Y.

CIERISYSNEE

A

| Graficar || Modo 3D |@@B

2

.

Ecuacion del plano tangente: -1.103x - 0.122y + z=-2.123

£(1,-0.68) = -1.10279478

Dy f (1, 0.64) =-0.55514115 with = 0.711 + 0.71j

f(1,0.64) =1.0941995

e O
y=10.64 c @

[ Mostrar plano de traza vertical en trazado 3D

Utilice este deslizador para moverse a lo largo del trazado.

. @

[Aﬁadir a la gréfica: | Seleccione uno...

z= TxyleMx 2 + yr2) -
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Curvas de nivel:

CERQIRIENDE

‘ Graficar H Modo 3D ‘

[Aﬁadir a la grafica: | Seleccione uno... v D

(] z= TxyleMx"2 +y"2) v

Numero de lineas de cuadricula

Ajustes de carvasdenver: [
Valor del primer nivel:
Tamaiio de paso:

Nomero de curvas de nivel:

# de pts de cuadricula por fila:

c=-1,-0.8,-0.6,-0.4,-0.2,
0,0.2, 0.4,0.6, 0.8, 1

Color del nivel: E

Agregar una curva de

restriccion >

([ Mostrar cuadricula del plano
xy

Mostrar cuadricula del plano
xy en la cajaen 3D

Mostrar las curvas de nivel

sobre la superficie

[ Draxzentar lae aimac da niveal
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Valor del primer nivel: -1

Tamaiio de paso: |0.2

Wimero de curvas de nivel:

o

#de pts de cuadrieula por fila:
46|

c=-1,-0.8, 0.6, 0.4, 0.2,
0,0.2,0.4,0.6,0.8, 1

Crear grafica
Color del nivel: EI

Agregar una curva de
restriccion >

() Mostrar cuadricula del plano
xy

3 Mostrar cuadricula del plano
xy en la caja en 3D

4 Mostrar las curvas de nivel
sobre la superficic

W) N

Ajustes de curvas de nivel: =

S

fe uno... A

ula 30

Graticar | Modo 30 | 5 EEEER -

N

W

h

P §

w)

S4

v,

N

j

{

T AlEN
9
N

J

A

XxX=

V=

[Anadu' a la gréfica: |Seleccione uno...

Z = TxyleMx"2 +y"2)

Numero de lineas de cuadricula

> X

E2ko!

Da click sobre la grdfica en 3D para una vista en 3D.

Desarrollado con el apoyo de la NSF-IUSE #1524 968.
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Campos vectoriales:

=
LERISISNGE

N

‘ Graficar H Modo 3D HJ

[Aﬁadir a la grafica: | Seleccione uno... vD
Seleccione uno...
Funcion: z=f(x,y)
Curva en el Espacio: r(t)

Campo Vectorial

Punto: (x, y, Z)

B -

Linea de flujo en (4.038, -2.1598, 0)

Graficar || Modo 3D . £ Yy

[Anadlra la grifica: | Seleccione uno... | ] \ \ \ \ A

M=|x | x L

I | NN
Pz \

Escala vectores dividiendo por \ \ '\ \
Modo: | Arreglo Rectangular v

Ntimero de vectores: — N x
en direccion x: \ZI

en direceion y: <
\ZI -109-8-7-6-5-4-3-2-4)1 123456738910

en direccion z: D

—
o

- RS
+—+ t

— e « ¥

24
3% NN T T

Restringir la vista a 2D
(O Usar longitud fija para todos los vectores

(0 Usar notacién sistema de DEs / / / /
Usar color primario constante / / / /

o %~ O th ok w
e
<

—
v
/

Qué objeto colocar en el punto seleccionado en el -104
plano 2D: / / / /

[Lineas de flujo / Curva solucion v | () No borrar objetos

(0 Usar color primario constante para lineas de flujo

# de pts de linea de flujo | 1500
Linea de flujodet=0at=
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6.2 Anexo B: Geogebra

Para tener acceso a Geogebra se puede hacerlo directamente de internet o
descargarlo.

https://www.geogebra.org/graphing

Geogebra se utilizo en este trabajo en menor cantidad que CalcPlot3D, asi que
sélo se aborda para pocas instrucciones:

Ventana principal:

c (n feogebralora/oraphing 2 ﬁ) * 0
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Al escribir la palabra clave en la entrada automaticamente GeoGebra nos indicara
opciones y la forma de escribir lo que se desea calcular.

Grafica: Cambiamos a Geogebra 3D

https://www.geogebra.org/3d

GeoGebra Calculadora 3D < ABRIR SESION
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Curva paramétrica:
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Producto escalar:
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Producto Vectorial:
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6.3 Anexo C: Winplot
Winplot se utiliza en este trabajo para la graficacion de polares, al igual que otros

graficadores trae para gréaficas en R? y R® en rectangulares o curvas paramétricas,
puntos, segmentos, etc.

U Winplot

Window Help
:

3-dim F3

Guess
Mapping >
Planets

Open last
v Use defaults

Exit

Al seleccionar 2 dimensiones se abre nueva ventana:

U ‘Winplot
Window Help

£ noname1 - u} X
File Equa View Btns One Two Anim Misc
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U Winplot

Window Help
J_‘j noname1 — [m] X
Fild m iew Btns One Two Anim Misc
. Explicit ... F
2. Parametric ... F2
_mpli
4, Polar ... F4
Point >
Segment >
Line ...
Recursive ...
Differential >
Polynomial ...

Intrinsic curve ... .

Lor
Size of inventory ...
Font ...
Library ...
User functions ...
eal

Help ...

Al dar clic en Equa se abre una ventana con varias opciones, se selecciona polar y
nuevamente se abre una ventana:

lowt (0.0
hight |1.0
low: nomark & cicle ©  size | solid [~

high: nomark & circle ©  size | solid [

pen width |‘| plotting density |1

[ positive r-values only color

ok I cancel I help I
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En esta nueva ventana se escribe la funcion y los valores inicial y final:

U Winplot
Window Help

U noname’

File Equa View Btns One Two Anim Misc

r = 3cos(2t); 0.0 <=t <= 12

44

y

En el menu superior se puede modificar el tamafio de la ventana de graficacion:

winuuw r1CIP

j_J noname

File Equa

r = 3cos|

Btns One Two Anim Misc

Zoom
Shift

Fit window
Restore
Redraw

Implicit redraw

Ctrl+V
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;LJ Winplot
Window Help

set comers (¢

left  |-5.00000

right  |5.00000

set center

hori  [0.00000

vert |EI.UIIIIII

width |{10.00000

u noname1

File Equa View Btns One Two Anim Misc

r = 3cos(2t); 0.0 <= t <= 12 ¥

inventory [noname1]

set comers

left  |-5.00000
right  |5.00000
down |-5.00000

up  |5.00000

set center
hori  |0.00000
vert  |0.00000

width |10.00000

ooy |
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